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Introduccion

El Procesamiento Digital de Sefiales (DSP) es una de las areas de investigacion que
mas ha crecido en los ultimos afios, dado el gran avance en herramientas de hardware y
software que se ha producido. Practicamente todos los sistemas electronicos que se emplean
en la actualidad utilizan procesamiento digital. El procesamiento digital de imagenes, la
telefonia celular, Internet, la television, los sistemas de medicion computarizados, son
algunos de sus logros y han alcanzado todas las ramas de la ciencia.

En forma coincidente se produjo en la fisica una revolucion en el campo de las ideas:
la comprension del caos determinista y su aplicacion en las mas diversas areas también
estuvo fuertemente ligada al desarrollo de las técnicas digitales. Basta mencionar que luego
del trabajo fundamental de Lorenz [Lorenz, 1963] transcurrieron varios afios hasta que
Feigenbaum [Feigenbaum, 1980] demostrara la universalidad de su “mapa logistico”, pero a
partir de alli, impulsado por el gran avance en hardware y software, se produjo una
avalancha en la investigacion de los sistemas dindmicos discretos y continuos, que ha
continuado hasta nuestros dias, incorporando las técnicas de la teoria cualitativa, la teoria de
bifurcacion y la geometria fractal a aplicaciones en las areas mas variadas.

En la actualidad la combinacion del Procesamiento Digital de Sefales, la teoria de
sistemas estocasticos y la teoria del caos estd siendo utilizada para comprender distintos
fenémenos y para procesar sefiales con mayor eficiencia. Nace asi un nimero importante de
nuevas herramientas para la caracterizacion tanto cualitativa como cuantitativa de las
sefales y para su procesamiento.

La sincronizacion de sistemas caodticos y su uso para comunicaciones encriptadas
tanto analogicas como digitales, se origina en el trabajo de Pecora y Carroll [Pecora y
Carroll, 1990] e impulsa la investigacion de las redes neuronales hacia las Celular Neural
Networks [Chua et al., 1995]. La posibilidad de “controlar el caos” [Ott et al., 1990] es otro
aporte fundamental por su aplicacion en distintas estrategias de enmascaramiento
empleando caos determinista.

Dentro de este marco esta tesis investiga la aplicacion de las técnicas de DSP ya
existentes y su combinacidn con la teoria de sistemas dindmicos para la caracterizacion de
sefiales de informacion inmersas en caos determinista, en ruido blanco gaussiano y en una
combinacion de ambos. Este tipo de sefiales aparece en los sistemas de comunicaciones que
emplean enmascaramiento por caos y que fueron motivo de investigaciones previas en el
grupo de trabajo [Hidalgo, 2003; Larrondo et al., 1997].

Se analizan distintas estrategias para “desenmascarar” una sefial encriptada y se
evaltian la capacidad y limitaciones de cada una de ellas. En el caso de las sefales inmersas
en caos se investiga no solo la adicion de caos a una sefial de informacion sino también una
técnica de encriptamiento basada en la Descomposicion Activa Pasiva (APD) desarrollada
por Kocarev y colaboradores [Kocarev y Parlitz, 1995] en el campo de las comunicaciones.
La tesis presenta nuevos algoritmos de procesamiento, evaluados tanto por simulaciéon como
por mediciones reales.

En su ultimo capitulo la tesis presenta investigaciones en curso sobre la aplicacion de
las medidas de “complejidad de Zipping” [Lempel y Ziv, 1976] y “Complejidad Estadistica”
[Martin et al,2003] para la caracterizacion de los sistemas dinamicos continuos. Se



desarrolla una metodologia que aplica estas medidas de complejidad al “Mapa de Lorenz”
del sistema y que permite detectar la presencia o ausencia de mensajes inmersos en la sefial
caodtica. La utilizacion del Mapa de Lorenz puede pensarse como una técnica de muestreo de
paso seudoaleatorio, donde el espaciado entre muestras queda determinado por la dindmica
del sistema cadtico. El muestreo de paso variable y aleatorio es un area de investigacion en
el DSP [Milocco, 2005].

La tesis estd organizada en cuatro capitulos. Los dos primeros introducen conceptos
matematicos y técnicas de procesamiento que son utilizados en los dos ultimos. Estos dos
ultimos capitulos contienen los principales aportes originales. Se sintetiza a continuacion el
contenido de cada capitulo.

Capitulo 1: Este capitulo es una introduccion a la teoria de sistemas dinamicos.
Dado el amplio desarrollo de los ultimos veinte afios existe una extensa bibliografia sobre el
tema, por lo cual el contenido del capitulo se ha restringido a los sistemas cadticos que se
emplean para enmasacarar la informacién en esta tesis. Comienza con una breve
introduccion a los sistemas cadticos e hipercadticos continuos y discretos y las ecuaciones
que los gobiernan. Se estudia a continuacion el problema de la sincronizacién entre dos
sistemas caoticos y se presenta la forma en que pueden utilizarse para transmitir
informacion. Posteriormente se muestra el esquema APD que permite generar
descomposiciones sincronizables a partir de un sistema caotico. Finalmente se presenta la
forma de construir mapas unidimensionales a partir del sistema continuo original y en
particular el Mapa de Lorenz que se empleara en el capitulo 4.

Capitulo 2: Contiene una descripcion de técnicas de andlisis y caracterizacion de
series temporales de diferentes origenes. Se las presenta clasificadas en tres grupos. El
primer grupo, denominado técnicas clésicas incluye diversas herramientas tales como la
Transformada de Fourier, la Transformada Wavelet, la Transformada z. La designacion de
clasicas obedece al hecho que se emplean usualmente para caracterizar sistemas lineales e
invariantes. La segunda seccion introduce el segundo grupo de técnicas, que nacen a partir
de la Teoria Cualitativa. Se muestran asimismo los resultados obtenidos al aplicar algunos
de los algoritmos del paquete TISEAN [www.mpipks-dresden.mpg.de/~tisean/] a
secuencias temporales obtenidas de las sefiales provenientes de un oscilador caético de
Rossler. En la tercera seccion, finalmente, se analiza la aplicacion de métodos estadisticos a
las secuencias provenientes de sistemas cadticos. Se introduce en especial el concepto de
complejidad estadistica [Ebeling y Jimenez-Montano, 1980; Boyayian y Lutz, 1992;Martin
et al.,2003; Fernandez et al.,2005a; Larrondo et al.,2003; Larrondo et al., 2004; Larrondo
et al.,2005] de reciente aplicacion en problemas de naturaleza estocastica.

Capitulo 3: Este capitulo contiene los principales resultados originales de la tesis,
que versan sobre técnicas de rescate de informacion inmersa en ruido y en sefiales cadticas.
En particular se presenta un algoritmo que permite modificar la ventana de adquisicion de
datos (ventana autoajustable) cuando se emplea la técnica de calculo de la Transformada
Rapida de Fourier (FFT) en el andlisis de sefiales periddicas. Este algoritmo reduce
significativamente los errores de la FFT cuando la cantidad de periodos de la sefial no es
una cantidad entera dentro de la ventana de adquisicion. Se compara su comportamiento con
el de las diversas ventanas (Hanning, Hamming, Flattop, etc.) empleadas generalmente en



los sistemas de medicion digitales y se muestran sus ventajas. El método de la ventana
autoajustable se combina luego con la tradicional técnica de autocorrelacion para estimar
con gran exactitud la amplitud y frecuencia de sefiales periddicas inmersas en ruido blanco
gaussiano aditivo (4WGN) con relaciones S/N muy pobres. Para probar su potencialidad se
desarrolld un banco de medicion, controlado por una computadora personal (PC), para
adquirir las muestras de la sefial contaminada por el ruido y aplicar el algoritmo. Se
demuestra que la autocorrelacion de la sefial, contaminada por ruido, junto con una FFT con
ventana autoajustable produce estimaciones de amplitud y frecuencia en tiempo real con
errores proximos a los de la cota tedrica de Cramer Rao. Se aplica luego la misma
metodologia para sefiales enmascaradas por una portadora caodtica y se comprueba que la
técnica mencionada puede emplearse con éxito en sistemas como el mapa de Henon que
posee una funcién autocorrelacion similar a la del AWGN.

Se analiza luego el denominado receptor gemelo en los sistemas de comunicaciones
caoticas, desde el punto de vista de su capacidad de filtrado del ruido cadtico. Se comprueba
que el receptor gemelo es un filtro ideal que recupera siempre cualquier tipo de
informaciéon ya sea que ésta se sume a la portadora cadtica o bien que se incluya en la
dinamica del oscilador (4PD) atin en presencia de AWGN.

Se analizan luego técnicas basadas en el Teorema de Takens que emplean una
reconstruccion parcial de la dinamica del sistema empleando mapas de retorno. En este caso
el sistema presenta limitaciones. Se emplea la Transformada Wavelet para recuperar
mensajes enmascarados por caos y por AWGN y se compara su comportamiento con el de
los filtros digitales con ancho de banda y frecuencia central adecuada. Se comprueba que el
filtrado por andlisis wavelet multiresolucion propuesto por Huang [Huang et al., 2001] es
aplicable s6lo en casos en que el espectro de la seial y el del ruido cadtico no estan
totalmente superpuestos.

Los resultados teodricos y experimentales de este capitulo dieron origen a varias
publicaciones en revistas nacionales e internacionales y presentaciones en diferentes
congresos: [Ferndndez et al, 2002; Fernandez el al., 2003; Ferndandez et al., 2004,
Fernandez et al., 2005, Hidalgo et al., 1994; Hidalgo et al., 1997, Hidalgo et al., 1997b;
Hidalgo et al., 2001; Hidalgo et al., 2001b; Hidalgo et al., 2002; Hidalgo et al., 2002b].

Capitulo 4: En este capitulo se estudian nuevas herramientas para la caracterizacion de
sefiales enmascaradas en caos que combinan mapas de retorno y medidas de complejidad.
Se construye el mapa de Lorenz de las sefiales inmersas en caos y de las sefiales caoticas
puras comprobandose la sensibilidad para detectar la presencia de informacién. El estudio
incluye al ruido como sefial de prueba y se verifica que en caso que este se sume a la
portadora caotica el mapa de Lorenz se destruye cualquiera sea el nivel de la potencia de
ruido, no ocurriendo lo mismo en el caso de emplear un esquema APD (menor sensibilidad a
AWGN).

Se calculan la entropia y complejidad para diferentes particiones del mapa de retorno
y diferentes longitudes de palabra y se analizan las condiciones en las que es posible
detectar la presencia de la informacion. Se obtiene la complejidad, calculada a partir de
diferentes definiciones de distancia en el mapa de bifurcaciones (distintos valores de un



parametro), y se verifica que la longitud de palabra elegida, para una particion binaria del
espacio de fase, es determinante de la profundidad de las ventanas perioddicas. Se analiza,
ademas, como la Transformada de Fourier aplicada a la secuencia que representa el
comportamiento en las ventanas periddicas del diagrama de bifurcaciones permite
determinar el orden de la periodicidad.

Se construye el grafico de la complejidad de zipping del mapa de las bifurcaciones,
comprobandose su similitud con la complejidad Martin-Plastino-Rosso (MPR) [Martin et
al., 2003] calculada con la distancia de Wooters. Se analiza la complejidad de zipping para
el caso r = 4 y diferentes particiones del espacio de fase en funcion de la longitud de la
palabra empleada con y sin sefial de informacion. Los resultados, ain preliminares, de este
trabajo se presentaron en un congreso de Fisica Estadistica en la ciudad de La Plata
[Ferndndez et al., 2005a].

La tesis finaliza con las conclusiones y una sintesis de los problemas abiertos en los
cuales se continta trabajando.



Capitulo I: Sistemas dinamicos e informacion enmascarada

Capitulo 1

Sistemas Dinamicos e informacion enmascarada

1.2 Introduccion

Los sistemas dindmicos no lineales se han constituido en los tltimos afios en uno de
los topicos de gran interés en la ingenieria, a partir de la riqueza que presentan en su
comportamiento. Dado que la recuperacion de informacion inmersa en ruido es uno de los
objetivos de esta tesis se emplearan en particular los denominados sistemas cadticos que
permiten simular fuentes de ruido deterministas.

La ventaja de los sistemas cadticos frente a las sefiales estocésticas es la posibilidad
de controlar su dindmica, sus propiedades espectrales y sus propiedades estadisticas. Es
interesante que no se requieran sistemas de dimension elevada para poder lograr efectos
comprables a los de las sefales estocasticas. Recientemente se ha logrado incluso construir
generadores de numeros pseudoaleatorios con propiedades que los hacen competitivos en
aplicaciones como criptografia, sistemas de comunicaciones de espectro esparcido, etc. La
teoria cualitativa es la base matematica del estudio de los sistemas no lineales. Los métodos
del andlisis diferencial no son en general aplicables dada la pérdida de una propiedad
esencial de los sistemas lineales: el principio de superposicion.

El grado de desarrollo que ha adquirido la teoria de sistemas no lineales hace
imposible incluir todos los aspectos de interés y sélo se introduciran los elementos basicos
necesarios para que esta tesis resulte autocontenida. Los conceptos de puntos fijos, érbitas
periddicas, ciclos limite, entre otros se considera suficientemente desarrollados en una
amplia literatura por lo que se remite al lector a las referencias bibliograficas disponibles
entre las cuales se puede mencionar [Strogatz, 1994; Ogorzalek, 1997; Blaquiere, 1966;
Hale y Kocak,1991; Hirsch y Smale, 1974; Lefschetz, 1957; Parker y Chua, 1989,
Minorsky, 1962; Roxin y Spinadel,1976; Moiola y Chen, 1996].
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1.1 Sistemas dinamicos continuos

Se define un sistema dinamico de orden n-ésimo por su representacion matematica a
través de la siguiente ecuacion de estado

x = f,(x,0) x(t,)=x,, (1.1)

donde x=dx/dt, x(t)eR" es el estado correspondiente al instante ¢ (un vector a pesar de
la notacion empleada por simplicidad), f:R" — R" se denomina el campo vectorial para

ese mismo instante ¢ y el vector & € R* es denominado el vector de pardmetros del sistema.

La distincioén entre parametros y estados del sistema esta relacionada con la usual
diferenciacion que se realiza en todos los sistemas fisicos entre variables dindmicas, que
resultan ser soluciones de las ecuaciones diferenciales, y variables que representan a los
elementos constructivos del sistema. En la teoria cualitativa el estudio del vector de estados
se denomina estudio de la dindmica del sistema, en tanto que el estudio del comportamiento
del sistema frente a variaciones en los parametros se conoce como teoria de bifurcacion.

Cuando el campo vectorial no depende explicitamente del tiempo se dice que el
sistema dindmico es autbnomo y en ese caso el tiempo inicial siempre puede ser considerado
to = 0. Para mostrar explicitamente la dependencia de la condicidon inicial, la solucion de la
Ec. (1.1) se suele escribir como ®,(x,) y se lo puede interpretar como un mapa que

convierte el estado x, en el estado x(¢).

La familia de mapas @, :R" - R" que satisface las dos relaciones:
®,., =000,y @®(x)=x, se denomina el flujo. El conjunto de puntos

{®,(x,):—0 <<} se denomina trayectoria con condicion inicial xo. Si el campo vectorial

es funcion explicita del tiempo el sistema dindmico continuo se denomina no-auténomo de
orden n.

Para sistemas no-autébnomos, el campo vectorial depende del tiempo y a diferencia
del caso autonomo, en general, el tiempo inicial no puede elegirse como 0. La solucion a la
Ec. (1.1) correspondiente a un estado x, para el instante #) se denota como ®,(x,,?,). El

sistema dindmico es lineal si el campo vectorial f lo es. Si existe un 7>0 tal que
f.,(x,t) = f,(x,t+T) paratodo x y t, se dice que el sistema es periddico en t. El menor valor

posible de 7 se denomina periodo minimo o simplemente periodo.
Un sistema de orden n, no autébnomo y periddico con periodo 7, se puede convertir
siempre en un sistema autébnomo de orden n+1, agregando una variable de estado auxiliar.

El sistema auténomo queda entonces dado por

f=f,(00027), () =x, ;

0=27 /T, ot,) =2xt,/T. (1.2)
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Dado que f* es periddica en t con periodo 7, el sistema (1.2) resulta periddico en &
con periodo 27. De este modo los planos =0y €= 21 quedan identificados entre si, y el
espacio de estados euclideano original R "™/ se puede transformar en un espacio cilindrico
R"x S', donde S': = [0, 2n] representa el circulo.

La solucion de (1.2) en este espacio de estados cilindrico es

x(1) th(xo,to)
0(r)| |2 7 /T mod2r |’ (1.3)

donde la funcion modulo restringe la variable @ al intervalo [0,2m]. Usando esta
transformacion, la teoria de sistemas autoénomos se puede aplicar a sistemas no-auténomos
periddicos en .

1.2 Sistemas dinamicos discretos

Un sistema dindmico discreto o mapa P, : R" — R" queda definido por la ecuacion
de estado

x.,=P(x), k=01,2,... (1.4)

donde x, € R" es el estado y P, convierte el estado xi en el proximo estado xi+;. Partiendo
de una condicion inicial xo, y aplicando P, repetidamente, se genera una secuencia de puntos
{x, }::O que se conoce como Orbita. En la bibliografia, el término orbita se suele utilizar

como sinénimo de trayectoria. Las consideraciones respecto del vector de parametros & son
idénticas que para los sistemas continuos.

1.3 Caos y sistemas cadticos e hipercadticos

No existe una definicion ampliamente aceptada del caos: desde un punto de vista
practico, se lo puede definir por la negativa: caos es un comportamiento estacionario de un
sistema dinamico, que no es un punto de equilibrio, no es periddico y tampoco es
cuasiperiddico. Se dan a continuacion algunos ejemplos.

Ejemplo 1: el oscilador de Duffing

Esta representado por el siguiente sistema de ecuaciones [Duffing, 1918]
X, =X,

X, =X, —X, —& X, +ycos (wr). (1.5)

El vector de parametros es a= (¢, y, ®). Si € = 0.25, y=03 y w =1, el sistema se
comporta en forma caotica, y se obtienen los resultados mostrados en la Figura 1.1.
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(b) (c)

0

\\\’o / )» \( \»J ll
0.4+ _:,9",/.’14 \ / )
’ 5 10°

15 -1 05 0 05 1 15 ~o 100 200 300 400 500 0 50 100 150 200
X t f

Fig. 1.1: Trayectoria cadtica de la ecuacion de Duffing para € = 0.25, y= 0.3 y @ =1. (a) una trayectoria,
(b) forma de onda temporal de la componente x; y (c) espectro de la componente.

Ejemplo 2: el oscilador de Chua

Un comportamiento similar puede obtenerse en el circuito de Chua, conocido
también como double scroll [Matsumoto et al., 1984], que constituye el modelo de un
circuito electroénico simple descripto por el sistema:

X, =a(y—h(x)))
X, =X, =X, + X3 (1.6)

x3 = _ﬂ x2 s
donde h es una funcién lineal por tramos definida por

mx, +(my,—m,), x 21
h(x) =< m,x,, x| <1 (1.7)

m,x, —(m, —m,), |x1|£—1.

El comportamiento de este sistema para =9, = 100/7, my=-1/7 y m; = 2/7 puede
verse en la Figura 1.2.

(b) (©)

10°
500 1000 1500 0 50 100 150 200

Fig. 1.2: Trayectoria cadtica de la ecuacion de doble cinta con a =9, f=100/7, my=-1/7 y m; = 2/7. (a) una
trayectoria, (b) forma de onda temporal de la componente x; y (c) espectro de la componente.
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En las Figuras 1.1 y 1.2 se evidencian dos de las caracteristicas esenciales de las
trayectorias de los sistemas cadticos: no son periddicas pero estdn acotadas. Es dificil
asegurar a partir de su observacion que no son cuasi-periodicas, pero cuando la evolucion de
las trayectorias se observa en una computadora, exhiben una caracteristica comtin a muchos
sistemas cadticos: la trayectoria evoluciona como una mezcla aleatoria de dos tipos de
comportamiento. En la Figura 1.1a, la trayectoria gira durante un tiempo en la regioén x; > 0
y después pasa a la region x; < 0 en donde gira durante otro intervalo de tiempo antes de
retornar a la primer region. Ni el numero ni el tamafio de los giros entre transiciones siguen
un patron fijo; aparentan ser aleatorios. En el double scroll se da el mismo tipo de
comportamiento, con transiciones aleatorias entre dos regiones casi planas, en forma de
discos, para x; positivos y negativos respectivamente (Fig. 1.2a).

También puede observarse que un espectro cadtico es bastante diferente a uno
periodico o a uno cuasi-periddico ya que tiene una naturaleza continua de banda ancha. Este
espectro, cualitativamente similar al del ruido, es caracteristico de todos los sistemas
caoticos. Es bastante comin ademas, que los espectros cadticos contengan impulsos que
indican la presencia de frecuencias predominantes en la solucion.

Por otro lado se ha demostrado que el objeto geométrico al cual son atraidas las
trayectorias cadticas en el espacio de estados no es simple (como un circulo o un toro) y ni
siquiera es una variedad de dimension entera. A este nuevo tipo de objeto se lo conoce como
atractor extrafio y geométricamente es muy complicado. Sus caracteristicas geométricas y
topoldgicas estan relacionadas a las de los conjuntos de Cantor y son de naturaleza fractal
[Mandelbrot, 1982]. En particular poseen dimension fraccionaria [Gonzdlez et al., 1988].
Existen razones teoricas por las que los matematicos realizan una distincion entre conjuntos
limite cadticos atractores, y atractores extraios, que escapan al alcance de esta presentacion,
por lo que en adelante se ignorara esta diferencia.

Otra caracteristica fundamental de los sistemas cadticos es que exhiben una sensible
dependencia a las condiciones iniciales. Es decir, dadas dos condiciones iniciales distintas,
arbitrariamente proximas entre si, las trayectorias que parten de ellas divergen, con una
velocidad caracteristica del sistema, hasta que quedan descorrelacionadas a todos los fines
practicos. Este efecto se evidencia en la Figura 1.3 donde se muestran dos trayectorias para
el circuito de Chua con condiciones iniciales levemente diferentes: [x1° , x20 , x30]= [1.1,0.1,
0]y [xi',x', x3'1=[1.10011, 0.10001, 0.00001] (una variacion de 0.01%).

25

-2.5
0

Fig. 1.3: Sensibilidad del circuito de Chua (ec. 1.6) a las condiciones iniciales: evolucion temporal de
la componente x, para dos condiciones iniciales que difieren sélo en un 0.01%.
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La sensibilidad a las condiciones iniciales tiene una implicancia importante. En la
practica, existe siempre un error al medir o especificar el estado de un sistema. Ademas,
siempre existe ruido presente, sea térmico (en un sistema fisico) o ruido computacional en
una simulacion. Estos errores, sin importar lo pequefios que sean, terminaran alterando el
comportamiento macroscopico de un sistema caotico, tornandolo impredecible.

Ejemplo 3: el oscilador de Rossler

De la variedad de sistemas no-lineales que presentan un comportamiento caotico,
resulta especialmente atractivo el sistema de Rdossler [Rossler, 1976] que esta modelado por
las siguientes ecuaciones que poseen un Unico término no lineal:

X =a+x(x,—f)

X, ==X, — X, (1.8)

X;=X,1) X

El valor de los parametros «, f y y determina el tipo de funcionamiento del
sistema. Tres casos tipicos se muestran en la Figura 1.4.

4 4

Fig. 1.4: Sistema de Rossler para distintos valores de los parametros. (a) [a f y] =[2.2571 4 0.1];
b)) [ap N1=1[22571 5 0.1]; (c)[af y1=[2 4 0.45].

Ejemplo 4. el oscilador de Lorenz

Otro sistema ampliamente utilizado es el de Lorenz [Lorenz, 1963],

X =0 (x;—x)
X, =7 X, =X, =X, X, (1.9)

X;=x; x, —b x,

Para o =16, r = 45.6 y b = 4 ¢l sistema presenta comportamiento cadtico como lo
muestra la Figura 1.5.
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Fig. 1.5: Trayectoria cadtica del sistema de Lorenz con o= 16, r =45.6, y b = 40; (a) una trayectoria; (b) forma de onda
temporal de la componente x; y (c) espectro de la componente x;.

Como se expondra en el capitulo 2 una forma de cuantificar el caos consiste en el
calculo de los exponentes de Lyapunov. Empleando este cuantificador se define un sistema
caotico como aquel que tiene al menos un exponente de Lyapunov positivo. Cuando hay
varios exponentes de Lyapunov positivos el sistema se denomina hipercadtico.

Ejemplo 4: oscilador hipercaotico de Rossler [Réossler, 1979].

Fue creado para modelar la dindmica de una hipotética reaccion quimica y es el
primer ejemplo de sistema hipercadtico con dos exponentes de Lyapunov positivos. Las
ecuaciones diferenciales no lineales que lo describen son:

X, ==X, = X3,
X, =x +ax,+x, (1.10)
X, =3+xx;,

X, =-yx;+Bx,

Se demuestra que para oo = 0.25, = 0.5 y y = 0.05, el sistema tiene comportamiento
hipercaético con dos exponentes de Lyapunov positivos.

200

Especto K1

L L L L L L L L
-100 80 0 2 4 6 8 10 12 1 16 0 50 100 150 200 250 300
X2 X1
t 4 f

Fig. 1.6: Trayectoria cadtica del sistema hipercadtico de Rossler con a= 0.25, = 0.5,y y=0.05; (a) una
trayectoria; (b) forma de onda temporal de la componente x; y (c) espectro de la componente x;.
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1.4 Sincronizacion de sistemas caoticos

La sincronizacion de sefiales periddicas es un fendmeno bien conocido en fisica,
ingenieria y muchas otras disciplinas cientificas. En su acepcion tradicional, se dice que dos
sefiales periddicas estan sincronizadas cuando sus periodos son conmensurables. Una de las
formas de lograr sincronizacion es mediante el empleo de fuerzas externas, como sucede en
el caso de las comunicaciones electronicas, donde se utiliza un oscilador patréon, de
frecuencia muy estable (oscilador a cristal), pero de baja potencia como sincronismo de
varios osciladores de inferior calidad y mayor potencia [Cartwright, 1948].

La sincronizacién de osciladores aislados resulta mas simple que alterar el
sincronismo natural que se establece cuando osciladores casi idénticos se acoplan entre si,
constituyendo un sistema mas robusto [Carroll et al., 1994]. Pero atn el problema mas
sencillo de varios osciladores independientes entre si, sincronizados por una unica sefial
periodica externa, presenta una estructura de resonancias multiples muy compleja [Gonzalez
v Piro, 1983; Arizmendi et al., 1984; Larrondo et al., 1996; Campbell et al., 1989].

La posibilidad que dos o mas sistemas cadticos oscilen de manera sincronizada y
coherente no es intuitivamente obvia debido a la sensibilidad a las condiciones iniciales. Sin
embargo Pecora y Carroll [7/990] y Rulkov et al. [/995] entre otros, demostraron que es
posible acoplar dos sistemas cadticos, que parten de estados iniciales distintos, de modo tal
que sus oscilaciones se sincronicen. Esta sincronizacion puede ser idéntica (las sefales
correspondientes en ambos sistemas coinciden exactamente) o bien generalizada (existe una
relacion funcional fija entre las variables de uno y otro sistema). En ambos casos, la
sincronizacidén es un proceso asintotico. También es posible lograr una sincronizacion de
fase [Rosemblum et al., 1996], que es una nociéon mas débil y de alguna forma equivalente a
la sincronizacion usual en sefiales periddicas.

La sincronizacion idéntica de sistemas caoticos, el control del caos y el filtrado de
sefales inmersas en caos son temas estrechamente vinculados. A partir de técnicas de
sincronizacién se han podido inferir nuevos métodos para controlar sistemas caoticos
[Lourenco y Babloyantz, 1994] y se han obtenido logros importantes en el control de
arritmias cardiacas, reacciones quimicas industriales de tipo oscilatorio y sistemas
electronicos [Hunt y Johnson, 1993; Newell et al., 1994; Babloyantz et al., 1995].

Sefial
TRANSMISOR -
s(?) (circuito cadtico) transmitida RECEPTOR s'(f) = s(f)
> Produce 1a seiial transmitida — | Realiza la operacion inversa [————>
3(f) = F(s(f)) () s =F'(1(0)

Fig. 1.7: Esquema del concepto de sistema inverso.

La sincronizacion idéntica, donde dos o mas sistemas dinamicos tienen el mismo
comportamiento, implica que la dindmica se halla restringida a un hiperplano en el espacio
de fase. Pensado desde el punto de vista del filtrado el sistema de comunicaciones
representado en el diagrama en bloques de la Figura 1.7 puede interpretarse como un
sistema que enmascara el mensaje (transmisor) y otro que realiza la operacion de
desenmascarar (receptor).

12
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El hecho que los sistemas caodticos presenten un comportamiento impredecible,
sumado a su capacidad de sincronizacion, los hacen especialmente interesantes para ser
aplicados en sistemas de comunicaciones. Los primeros intentos para utilizar sefiales
aleatorias en comunicaciones seguras se debieron a Vernam en 1926. Desde entonces, su
uso ha adquirido un considerable significado en campos como la criptografia. Las
investigaciones realizadas [Cuomo y Oppenheim, 1993; Cuomo et al., 1993 y Cuomo, 1993;
1994] presentaron algunas aplicaciones importantes en las dreas de ‘“‘enmascaramiento
cadtico y modulacion” y “conmutacion caotica”. Especificamente, mostraron como puede
enmascararse una sefal de voz, sumandola a una sefial cadtica, y luego recuperarla en un
receptor sincronizado.

Posteriormente, Kocarev y Parlitz [/995], generalizaron las ideas de Pecora y
Carroll, y de Cuomo y Oppenheim, proponiendo la realizacion de un esquema conocido
como descomposicion activo-pasiva (Active Passive Decomposition 6 APD). Con este
método, pueden proponerse diversas variantes de descomposicion del sistema original,
muchas de las cuales producen subsistemas sincronizables.

También se han desarrollado métodos de encriptado digital en los que el mensaje a
transmitir es una sefial binaria que actia sobre un parametro del circuito caotico transmisor,
forzandolo a uno de dos valores posibles [Parlitz et al., 1992; Cuomo y Oppenheim, 1993].
En el receptor el pardmetro correspondiente se deja fijo en uno de los dos valores. Como
resultado, ambos sistemas se sincronizan (igual valor de parametros) o desincronizan
(distinto valor) dependiendo de estado en que se encuentre la sefial de informacion. Las
condiciones de sincronismo positivo (lock) y negativo (unlock) pueden detectarse
facilmente, logrando la demodulacion del mensaje enviado.

Una portadora caotica, que sirve como portadora de informacion, representa una
generalizacion respecto de la portadora senoidal tradicional y tiene la potencialidad de
mejorar la privacidad en las comunicaciones. En el caso de la comunicacion de radio
ordinaria, una portadora de una frecuencia especifica se modula con el mensaje que se va a
transmitir. El receptor debe estar sintonizado a la frecuencia de la portadora para recuperar
el mensaje. De la misma forma se puede considerar que en el caso de emplear una portadora
caotica, el receptor debe estar sincronizado (sintonizado) con la dindmica cadtica del
transmisor.

Uno de los esquemas basicos es el propuesto por Pecora y Carroll [/990], Kocarev
et al., [/990] y Cuomo y Oppenheim, [/993]. En este esquema el mensaje, de amplitud
mucho menor a la de la portadora cadtica, se suma directamente a ésta como se muestra en
la Figura 1.8.

i) (- »(1)
(1) Channel
+ >
V v
= s
Z Z
Siaolo subaystom

Fig. 1.8. Esquema I de Sistema de Comunicacion que emplea Emascaramiento Caotico
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Kocarev y Parlitz [ 1995], Parlitz et al., [/996]; L. Kocarev et al., [1996] proponen el
esquema de la Figura 1.9.

Transmitter Receiver

- active
P ———— passive Eg}-_ﬂ.jzi
iy >
: |"‘~._/J I M - .
Y » /| ?-_—__L____\__ A =97 — v
e ot WY Nonlineal S
z! 7-1

| inear —

¥

|
. /| * 4

Fie. 1.9 Sistema de comunicacion aue emplea Modulacion de la Portadora Cadtica

En la conmutacion caotica [Cuomo y Oppenheim, 1993, Parlitz et al., 1992; H.
Dedieu et al., 1993], un mensaje se transmite variando el conjunto de pardmetros del
sistema. Como muestra la Figura 1.10

(=) i(f)

Channel

> y

-

Stable subsystem

Fig. 1.10 Esquema Il de comunicacion que emplea el mensaje para variar los parametros del
sistema

En principio se espera que la comunicacion sea segura sobre la base de dos
consideraciones:

a) Es dificil capturar el mensaje mediante métodos espectrales debido a la
caracteristica de banda ancha de la portadora.

b) Se necesita conocer exactamente el conjunto de pardmetros del sistema para
recuperar el mensaje. De esta forma, el conjunto de pardmetros, que no esta
accesible a receptores no autorizados, sirve como llave de encriptado.

En el caso de los esquemas de comunicaciones I (Figura 1.9) y II (Figura 1.10), se
ha comprobado, que el mensaje oculto puede desenmascararse empleando métodos de
prediccion no lineal [Short 1994, 1996]. Se suponia que la debilidad en la seguridad se
debia a la baja dimension del sistema y a que la portadora caotica tenia un inico exponente
de Lyapunov positivo. Debido a esto se sugirido que, para mejorar la seguridad, se debian
emplear sistemas hipercaoticos, tales como arreglos hipercadticos acoplados [Kocarev et al.,
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1996, Peng et al., 1996] o sistemas con retardos temporales [Mensour y Longtin, 1998;
Goedgebuer et al., 1998]. Esto tampoco produjo mejoras significativas, como lo demostro
un reporte que documento la extraccion de un mensaje oculto en un sistema hipercaotico de
seis dimensiones reconstruyendo solo tres de las dimensiones [Short y Parker, 1998]. Los
mensajes ocultos en sistemas de muy alta dimension y varios exponentes de Lyapunov
positivos, como lo son los sistemas con retardos temporales, también pueden ser objeto de
intrusion [Changsong Zhou y C. H. Lai, 1999]. Otro trabajo [G. Perez y H. Cerdeira, 1995]
ha demostrado que los mensajes pueden extraerse de la portadora por reconstruccion de la
dindmica, método que aplicaron.

1.5 El esquema de enmascaramiento APD
Sea un sistema cadtico autonomo n-dimensional de la forma
dz/dt= F(z) . (1.11)

Se elige un subconjunto s de variables de estado x y se reescribe la Ec. (1.11) como sistema
no-auténomo

dx/dt = f(x,s) | (1.12)

donde x, representa al nuevo vector de estado, denominado también la porcion pasiva que
actuard como transmisor, en tanto que s es la porcidn activa dada por:

s =h(x) (1.13)
o bien por:
ds/dt = h(x,s) . (1.14)

El par de campos vectoriales /'y 4 constituye una descomposicion del campo vectorial
original F. Eligiendo en forma adecuada la funcion 4, cualquier copia de la componente
pasiva,

dyldt = f(y.5) (1.15)

se sincronizara en forma idéntica con el transmisor. Es decir, || X —Y ||TO

La condicion necesaria y suficiente para que el transmisor se sincronice con el/los
receptor/es es que el sistema dinamico formado por la diferencia entre los estados del
transmisor y cada uno de los receptores

de/dt=f(y,s)— f(x,8)= f(x+e, s)— f(x,5) (1.16)

posea un punto fijo estable (al menos localmente) en el origen, es decir e = (. En algunos
casos esta condicion puede verificarse analizando la estabilidad del sistema linealizado:

de/dt=Df (x,s)-e, e —> 0, (1.17)

donde Dfes el Jacobiano del campo vectorial £, o bien usando las funciones de Lyapunov.
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Tablal.l. Tres descomposiciones posibles del sistema de Rossler que resultan en subsistemas con
exponentes condicionales de Lyapunov negativos, lo que permite que se establezca la sincronizacion.

Subsistema Transmisor Informacion s(7) CLE’s

dx,/dt= 2+x,(x,—4) 2= 043
dx,/dt= -2x,—2x;+s s =X+ x3 2, =-0.52
dx,/dt= x,+ 0.45x, Ay =-3.15
de,/dt= 2-4x, +3(x,+ x;) + s 4= -0.08
dx,/dt = -x,—Xx, s = x1% -3(xy +x3) | 14,=-0.08
dx,/dt= x,+ 0.45x, Ay =-3.39
dx,/dt= 2+x,(x,—4) 4= -0.12
dx,/dt = -x,—x, s = x3 Ay =-0.22
dx,/dt= x,+ 045s Ap=-32

El método APD posibilita obtener muchas descomposiciones distintas
sincronizables, a partir de un mismo sistema original. En la Tabla 1.1 se presentan tres
variantes posibles para el sistema de Rossler.

En lugar de partir de un sistema caotico conocido y descomponerlo, puede
plantearse una técnica alternativa que consiste en considerar un sistema lineal estable

deldi= A-x (1.18)

(caracterizado por alguna matriz 4) y adicionarle una funcion no lineal s = /(x) de tal forma
que el sistema completo

dx/dt=A-x+s (1.19)

sea cadtico. En este caso la dinamica del error esta dada por el sistema lineal estable, por lo
que la sincronizacion se producird para todas las condiciones iniciales y para cualquier
sefal s.

i(?) Transmisor s(?) Receptor ir(1)
———————— B d/di=f(x5) » dyldt=f(y,s) ——»
Informacion sefial cadtica Informacion

transmitida T transmitida recuperada

Fig. 1.11: Esquema general del sistema de comunicaciones APD

El esquema general de un sistema de comunicaciones APD se muestra en la Figura
1.11. Su funcionamiento basico es el siguiente: una sefial de informacion (mensaje) ingresa
al transmisor, cuyas variables de estado se encuentran sobre un atractor cadtico. Una de las
variables se emplea como sefial de salida y contiene, enmascarada, la informacion. En el
otro extremo se cuenta con un mddulo cadtico gemelo, que se sincroniza con el transmisor
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mediante la sefial cadtica enviada por el canal, elimina la méscara cadtica y recupera el
mensaje.

En el caso de un oscilador de Rossler Ec.(1.8) por ejemplo, la dinamica asintotica
del sistema estd gobernada por la combinacién de los tres pardmetros «, f, y 7. De acuerdo
al valor de los mismos, puede existir un punto fijo atractor, orbitas periddicas estables de
distintos periodos, o atractores cadticos. Para este estudio se adopta la combinacion [«, S, ]
= [2, 4, 0.45]. Con estos parametros el sistema presenta un comportamiento caodtico y es
estructuralmente estable en el espacio de los pardmetros. El sistema resulta entonces

dx, /dt =2+x,(x,—4)

dx, /dt = —x, —x, (1.20)
dx/dt =x,+045x;
para el cual se adopta la siguiente descomposicion APD
dx,/dt =2+x,(x,—4)
Transmisor: X,/ dt =—x; —x,
dx,/dt=x,+045x;, . (1.21)

Senal transmitida sin informacion:
s = h(xy, x2, x3) = 1.45 x5, (1.22)

dyp /dt =2+ y(y —4)
Receptor: {dy, /dt =—y| -3

dy3 /dt =y, —y3+s (1.23)

Para transmitir informacion, la sefal i(¢) se incluye como argumento de la funcion A,
con lo cual la sefial escalar transmitida s (componente activa) pasa a ser

s=145x3+i(7) . (1.24)
Si & es invertible con respecto a i, esto es

i(ty=h"(xs,5), (1.25)
entonces la informacion recuperada en el receptor,

iR()=h" (3, 9), (1.26)

converge a la sefial de informacién original i(¢), una vez que el transmisor (sistema X) y el
receptor (sistema Y) se sincronizan.

La Figura 1.12 muestra un diagrama en bloques del sistema realizado con el software
MatLab® y el paquete Simulink®. Este software permite simular el sistema y “medir” las
senales presentes en distintas partes del mismo utilizando los instrumentos virtuales [Rivera
et al., 2001] incluidos en el diagrama.
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En la Figura 1.13 se muestra la sefal s(f) y su espectro, para el caso en que se
transmite como informacién una onda senoidal cuya frecuencia se encuentra dentro del
rango espectral de la sefial cadtica. En la Figura 1.13b se observa que el espectro de la sefial
transmitida enmascara totalmente al espectro de la senoidal.

M f(fLL_
. s ] e LT e ]
Generador 7__ s < S I:l

1.4 * r .
. s(t)

Osciloscopio
Fig. 1.12: Diagrama en bloques del sistema realizado en Simulink®.
4 ‘ 0 ; ‘ ‘ ‘
(a (b)
5 -0t J
20
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Fig. 1.13: Sefial transmitida s(t) con i(t) = 0.15 senw(t). (a) en el tiempo, (b) espectro de potencia, donde se ha
superpuesto el espectro de la informacion, mostrando que la misma queda enmascarada por la sefial cadtica.

Para verificar la sincronizacion se grafica en la Figura 1.14 la sefal de informacion
recuperada en el receptor en funcion de la informacion transmitida. En el caso ideal, ambas
senales deberian ser iguales, debiéndose obtener una linea recta a 45°. Para el caso simulado
se nota que, luego de un transitorio (debido a la diferencia entre los estados iniciales del
transmisor [0.1 0.1 0.1]" y receptor [0 0 O]T), ambas senales se sincronizan.
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Fig. 1.14: Informacion recuperada ig(t) en funcion de la informacion transmitida i(t).

1.6 Mapas unidimensionales y bidimensionales tipicos

La importancia de los mapas unidimensionales a los fines de esta tesis radica en que
una de las metodologias que se desarrolla en el Capitulo 4 para desenmascarar sefiales
inmersas en caos es precisamente la de construir un mapa unidimensional equivalente al
sistema continuo original.

El mapa logistico es quizas uno de los mapas de una dimension mas estudiados en el
caso de dindmica no-lineal y es representativo de una amplia gama de mapas
unidimensionales y en particular de los mapas que se utilizardn en esta tesis. Esta definido
por la siguiente ecuacion de recurrencia

x,,=f(x)=m,(1-x,), re [0,4] . (1.27)

En funcion del valor de », el mapa puede mostrar un comportamiento estable,
oscilaciones, duplicacion del periodo y para r = 3.569946 se inicia el comportamiento
caotico. La Fig. 1.15 muestra el comportamiento del mapa logistico para» = 3.3, r =3.5y
r = 3.7. Los dos primeros casos se corresponden con comportamientos periddicos en tanto
que el tercero es un caso de comportamiento cadtico.
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Fig. 1.15 Comportamiento del Mapa Logistico en funcion del valor del parametro r

Como el mapa logistico es unidimensional, tiene un Unico exponente de Lyapunov
cuyo valor depende también del valor del parametro r. En la Figura 1.16 se muestra
superpuesto al diagrama de bifurcaciones. En este caso tanto el sistema como el espacio de
los parametros son unidimensionales y puede representarse en el plano.

, L L L L L |/‘1‘5’T~ L 1

15 155 LT 485 i .75 BT 185 a2 485 i

e
Fig. 1.16 . Exponente de Lyapunov en funcion del parametro r

Mientras que el mapa logistico mapea el intervalo unidimensional [0,1] sobre si
mismo, el Mapa de Hénon se define sobre un plano real de dos dimensiones y tiene dos
parametros de control: a y b. Las ecuaciones que lo definen son

x,, =y, +l—ax,’ (1.28)
yn+l =b'xn

Para los valores a = 1.4 y b= 0.3, el sistema presenta una estructura fractal del
tipo boomerang conocida como el atractor de Hénon (Figura 1.17)

20



Capitulo I: Sistemas dinamicos e informacion enmascarada

0.4

03t

02

01t

01F

o2tk

o3l

X
Fig. 1.17. Atractor de Henon

Como se mostrara en el capitulo 3, este mapa tiene una autocorrelacion similar a la del
ruido blanco gaussiano por lo que algunas técnicas de estimacion desarrolladas para AWGN
son aplicables al caso de enmascaramiento con el mapa de Henon.
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Capitulo 2

Analisis y caracterizacion de sefiales

2.0 Introduccion

En este capitulo se presentan técnicas empleadas para analizar y caracterizar series
temporales provenientes de sefiales continuas. Sobre la base del origen de las mismas han
sido clasificadas en tres grupos:

e Técnicas Clasicas: que incluyen las técnicas que usualmente se emplean para
el analisis de sistemas lineales e invariantes.

e Técnicas provenientes de la Teoria Cualitativa: en especial técnicas derivadas
del teorema de Takens que permite la reconstruccion de una dinamica
aproximada a partir de las mediciones de una tnica variable del sistema.

e Técnicas estadisticas; en particular se describen conceptos derivados de la
Teoria de la Informacién como la entropia y la complejidad estadistica. Se
introduce asimismo una medida de complejidad basada en la factibilidad de
comprimir un archivo con un programa compresor (complejidad de zipping).

Dado que para la mayoria de las técnicas existe amplia bibliografia especifica, el
capitulo es una recopilacion somera de las que se emplean en esta tesis.

Algunos libros fundamentales de consulta son [Oppenheim y Schafer, 1976; Mitra,
1998; Teolis, 1988, Kantz y Schreiber, 1997; Shannon, 1949; Nicolis y Prigogine, 1989,
Politi y Vulpiani, 1988] .
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2.1 Técnicas clasicas de Andalisis y Procesamiento de Series Temporales

El nombre de clasicas con que designamos estas técnicas se debe a que se han
empleado para caracterizar y analizar el comportamiento de sistemas lineales e invariantes
(LTI). Por definicion, un sistema lineal es aquel que satisface el principio de superposicion
(la respuesta del sistema a una suma ponderada de sefiales es igual a la correspondiente
suma ponderada de las salidas a cada una de las sefiales de entrada). La propiedad de
invarianza implica que su comportamiento y sus caracteristicas son independientes del
tiempo.

2.1.1 Transformadas de Fourier (FT)

La FT ha sido el punto de partida de la descomposicion de funciones en el espacio
tiempo-frecuencia. A continuacion sus principales variantes:

a) Transformada de Fourier de tiempo continuo (CTFT):
Es un mapeo F:L*(R)— L*(R) (L’(R) es el espacio de sefiales complejas de
energia finita definida sobre la linea R) que se define de manera diferenciada para
funciones tipo L' (L'(R) es el espacio de sefales complejas absolutamente
integrables) y para aquéllas que no lo son. Las dos definiciones aplicables son

Ff()=](0=[10e " d para f < L'(R)< L' (R)
y 2.1)
Ff0=Fm)=lim [f@e"™di para fe(R)\LR),

donde y€R(2R).

En el segundo caso las integrales convergen a F.f = f en el sentido de L’.

La transformada de Fourier puede representarse formalmente como

JO=(11¢,) s 2.2)
en tanto que la transformada de Fourier inversa puede representarse formalmente
como:

D O=(Tes), - (2.3)

Existen dos relaciones fundamentales demostradas respectivamente por
Plancherel y Parseval, que garantizan que la transformada de Fourier sea unitaria.
Su expresion se da a continuacion.

Sea f,geL*(R)
J. |f(t) 2 dt = J. |f‘(}/)|2 dy (Relacion de Plancherel) , (2.4)

[r@&)g)dt=[F()&()dy  (Relacion de Parseval) (2.5)
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b) Transformada de Fourier de Tiempo Continuo y Periodico (CPTFT))

Una funcion periddica satisface f (f)=f (¢+7) para todo t. Este tipo de funciones,
definidas sobre el eje real R, pueden recuperarse de un conjunto numerable de
muestras de su transformada de Fourier. Esta relacion estd expresada por la
denominada Foérmula de la Sumatoria de Poisson (PSF), que determina que la
replicacion periddica en el dominio del tiempo (frecuencia) es equivalente al
muestreo en el dominio de la frecuencia (tiempo).

Mediante la PSF puede definirse una transformada de Fourier que relaciona las
funciones de periodo 7' de tiempo continuo, con las secuencias discretas de

energia finita. Este mapeo F:P, c L’(-T/2,T/2)—>1*(Z) se denomina la
transformada de Fourier periddica de tiempo continuo y se define

/2
1

), == [ S Ve (2.6)
1
:ﬁ<f’e”/(f)>ﬁ(—r/2,r/2) ’ (2.7)

c) Transformada de Fourier de tiempo discreto (DTFT): es un mapeo
F:1*(Z)— L*(~1/2,1/2) definido como:

Fe=é=Yc e, (2.8)
donde c¢={c, }el*(Z)

La DTFT es una funcién periddica dado que es una combinacion lineal de
funciones periddicas ( e, representa a las exponenciales complejas armonicas).

d) Transformada Discreta de Fourier (DFT): Una de las razones por la que las
técnicas de Fourier son relevantes en DSP es la existencia de algoritmos
eficientes (Transformada Rapida de Fourier — FFT) para el calculo de la DFT.

Formalmente una DFT es un mapeo

definido como
1 E j2mk | N

(Fx), =%, ==Y x,e”™" k=0,,..,N-1, (2.9)
NI

donde x,%e/*({0,1,....,N-1}) .

e) Espacios duales de Fourier (H, H): Las relaciones de Parseval y Plancherel
pueden generalizarse a otros espacios diferentes de L°(R). Se pueden identificar
pares de espacios aplicando la transformada de Fourier en los que las relaciones
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mencionadas se cumplen. Estos espacios se denominan espacios duales de
Fourier y son isomorfos entre si (Tabla 2.1).

R : numeros reales. L*(R): espacio de sefales de energia finita
Z: nimeros enteros TF(R ): espacio de sefiales complejas de energia finita
T: periodo de la sehal PWg, : espacio de banda limitada

Tabla 2.1 Espacios duales de Fourier.

z H F:H—>H
L*(R) L*(R)
TF(R) TF(R) CTFT
PW,, L*(-Q,0Q)
L*(-T.T) 1*(Z/2T) CTPFT
L*(-1/2,1/2) 1*(2)
I*(Z/2Q) L’ (-Q,0) DTFT
1*(Z) L*(-1/2,1/2)
2(o,,....,N-1}) 2({ol,....,N-1}) DFT

2.1.2  Convolucion y sistemas lineales e invariantes (LTI)

La convolucién f*g de dos funciones f,g e L’(R)se define como

(f*g)7)= ff ()g(r—x)dx . (2.10)

Los LTI estan caracterizados por sus respuestas al impulso, es decir, sus salidas a
una respuesta impulsiva. Dada la respuesta al impulso geZ*(R) de un LTI, la salida

ye L*(R) correspondiente a una sefial de entrada arbitraria f es la convolucion y= f*g.

Una propiedad importante, asociada con los LTI, es que la convolucion en el dominio del
tiempo es equivalente a la multiplicacion en el dominio de la frecuencia,

(fg) =rg. .11
2.1.3  Correlacion

La correlacion (correlacién cruzada) de dos funciones f,g € L’ (R) se define

C(r)= Tf(x)g(r+x)dx . (2.12)

Si f = g, entonces se obtiene la funcidon autocorrelacion. Las similitudes entre el
calculo de la correlacion cruzada y la convolucion de dos funciones son evidentes de las Ec.
(2.11) y (2.12). Las funciones autocorrelacion y correlacion cruzada tienen varias
propiedades importantes. Entre ellas se puede mencionar:
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a) La autocorrelacion alcanza su valor maximo para el retardo T = 0. Este resultado
es consistente con el hecho de que una senal tiene un “indice de similitud”
maximo cuando se compara con ella misma (sin desplazar). La autocorrelacion
para T = () da informacion de la energia total de la secuencia.

b) La funcién correlacion de funciones periddicas es también periodica. En algunas
aplicaciones, la funcion correlacion se emplea para observar periodicidades en
senales fisicas corruptas por la presencia de ruido. En este caso la funcion
“ruidosa” tiene propiedades aleatorias y puede caracterizarse en forma
estadistica.

2.1.4 La Transformada Z (Z1T) y los LTI discretos

La convolucion x*/ de dos elementos x, hel*(Z) se define como

() =%, (2.13)

Los LTI discretos se caracterizan, al igual que los LTI continuos, por sus respuestas al
impulso (Delta de Dirac). Dada la respuesta al impulso #<€/*(Z) de un LTI discreto, la

salida y €/’(Z) a una sefal de entrada arbitraria fes la convoluciéon y, = ( f *h)n .

La ZT y los LTI discretos son fundamentales en el andlisis y el procesamiento de
senales digitales. La ZT (Zh) de una secuencia /= {hn } el*(Z) es

(Zh)(z)2H(2)2) h,z" (2.14)
donde z cubre totalmente el plano complejo C.

Una propiedad importante asociada con los LTI discretos es que la convolucion en el
dominio del tiempo es equivalente a la multiplicacion en el dominio z,

Z(x*h)=2ZxZh . (2.15)

La DTFT (Fc) de una secuencia c={c, }es su ZT evaluada en el circulo unitario,

(Fe)y)=(ze)e™) (2.16)

La ZT es una serie infinita de potencias por lo cual se debe determinar su region de
convergencia (ROC). La ROC es el conjunto R de valores de z para los cuales la ZT

. ., . . . . -n
converge. La condicidon de convergencia implica que la serie {xn |z| } sea absolutamente

sumable.

En general, la ROC R de una ZT de una secuencia x = {xn} es una region anular en
el plano complejo,

R, <|z|<R,, , (2.17)
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donde 0<R, <R, <oo.LaZT definida por la ecuacion (2.14) es una forma de la serie de

Laurent y es una funcion analitica en cualquier punto de la ROC. Esto implica que la ZT y
todas sus derivadas son funciones continuas de la variable z en la ROC.

El procedimiento inverso para obtener x={x, }a partir de Zx, se denomina
Transformada z Inversa (/Z7),

X, .<>7Zx . (2.18)

Las ZT que caracterizan a LTI discretos, descriptos mediante ecuaciones en diferencias con

coeficientes constantes, son funciones racionales, es decir, cocientes de polinomios en z -

La ZT es una operacion lineal y algunas de sus propiedades importantes son las
mostradas en la Tabla 2.2.

Six,.<—>Zx con RC=R=r< |z| <r,, entonces:

Tabla 2.2 Propiedades de la ZT

Desplazamiento en el tiempo X, , < s 2k 7y RC=R Vz#0 rnz# oo sik<0.
Escalado en el Dominio z a"x, <*>a"'Zx RC= |a|r1 < |Z| < |a|r2 VaeC
. 1 1
Inversion temporal xX_,<>7Zx RC=—< |Z| <—
r n
dZx RC=R=r<|zI<r
Diferenciacion en el Dominio z n.x, << >—z—— ¢ 1 | | 2
dz
Dadas
X,,-<=>Zx,  con RC=R,,
X,,.<—>7Zx, con RC=R,,

Se tiene la Tabla 2.3.
Tabla 2.3 Otras Propiedades de la ZT

Convolucién X, =X *X 2n<i>Z x:lesz RC=R,NR,
i . , RC=R, NR; donde R3=RC para
Correlacié ’?clxz(l)zleX2_1<—>ZI§MZ=ZXIZXZ .
orrelacion Pl 75, (=)

2.1.5 Transformadas Wavelet y Gabor continuas

Las Transformada Wavelet Continua (CWT) y de Gabor Continua (CGT) convierten
una sefial unidimensional en una funciéon de dos dimensiones: tiempo y frecuencia. En
ambas, la sefial se representa como una combinacion lineal de una familia especifica de
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funciones de base. Estas funciones se generan a partir de una determinada funciéon madre.
En el caso de CWT las sefiales se descomponen en términos de familias de funciones
(atomos) que son versiones dilatadas y trasladadas de la funcién madre.

En el caso de CGT las funciones se descomponen en términos de familias de
funciones que son versiones trasladadas y moduladas de la funcién madre. El elemento
comun entre ambas transformadas es la traslacion y el distintivo es la dilatacion vs la
modulacién. La diferencia clave entre ambas es que las funciones de Gabor tienen anchos de
banda fijos mientras que, en el caso de las wavelets, estas tienen anchos de banda variables
(arbitrariamente pequefios a arbitrariamente grandes).

En ambas transformadas los “4tomos” de descomposicion se generan a partir de la
aplicacion de un operador sobre la funciéon madre. El operador depende en forma continua

del tiempo ¢ y de la frecuencia y (o escala s).

Transformada Wavelet

Una wavelet es una funcion que satisface las siguientes condiciones:
1.- Es un burst de energia finita concentrado en el dominio del tiempo.
2.- Exhibe algunas oscilaciones temporales.

Una funciéon madre genera una familia de wavelets a partir de dilataciones y
translaciones continuas de si misma. Si g es una funcidon wavelet madre, entonces el
conjunto {z'tDS g} es la familia generada por g para todas las dilataciones s y todos los

desplazamientos ¢.

La Fig. 2.1 ilustra varias funciones de una familia de wavelets. El grafico de la
izquierda muestra las funciones en el dominio del tiempo y el de la derecha la amplitud de
sus transformadas de Fourier.

Dominio del tiempo Dominio de la frecuencia

M
_ M
e

5 0 5 o 0 10 2
Tiempo (us) Frecuencia (MHz)

Fig.2.1 Miembros de una familia de wavelets en los dominios del tiempo y de la frecuencia
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Las “contracciones” temporales, (valores de la escala (s) mayores que uno) se
corresponden con “estiramientos” en el dominio de la frecuencia.

El principal interés en las wavelets reside en la posibilidad de representar y
caracterizar otras funciones. La transformada wavelet continua de una funcién f se define
como el producto interno de f con respecto a la familia wavelet generada por g Ec. (2.19).
Para cada punto (¢,s) en el plano tiempo-escala, la amplitud de la transformada wavelet de
una sefial f* describe cuanto se “parece” ésta a la version escaleada y trasladada de g,

<f,r,DSg> . (2.19)

Las sefiales pueden recuperarse conociendo sus transformadas, es decir, CWT es
invertible. Una condicion que se le impone a la funcién g € L'(R), para que sea invertible,

es que tenga un valor medio igual a cero. La Tabla 2.4 muestra algunas wavelets continuas
y la forma en que estan definidas en los dominios del tiempo y la frecuencia

Tabla 2.4 Funciones Wavelets continuas en el dominio del tiempo y la frecuencia

Tipo de Wavelet Dominio del tiempo Dominio de la frecuencia
1 -1/2 <t<0
gM= 2 TY
Haar -1 0>t<1/2 sen” (=)

g(y)=2j—2—
wy

—I/Zej27z';/ct Sen(ﬁybt)

Shannon g®=y, ; E)=1 ye-m/2<y<y.+1/2
T
_ U pmaewin R a2y (e V2
Morlet g()= e s()=e s (r=re)
U
n
— at)=| L mias | 0= 12<y<12
p Tt g(y)=0+06...... *@ (m veces)
Y. = frecuencia central Yp = varianza de la frecuencia (ancho de banda)

En la Fig. 2.2 se grafica la CWT de una senal chirp si se emplea la familia generada
por la wavelet Morlet. En la parte superior del grafico se muestra la sefial y la CWT se
presenta como una imagen en el plano tiempo—frecuencia. En este caso el eje vertical esta
calibrado en funcidn de las respuestas en frecuencia relevantes asociadas con las versiones
dilatadas de la wavelet madre.
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0 2 4 6 8 10 12

Tiempo (us)
Fig.2.2 . Amplitud de la CWT de una serial chirp

Transformada de Gabor

Dada una funcién g e L’(R), la CGT (G,f) representa una sefial en funcién de todas
las traslaciones y modulaciones de la funcion g. A diferencia de las wavelets, no existen
restricciones en la eleccion de la funcion auxiliar g excepto que esta sea de energia finita. Se
define

G hen=[fe) ™ ga-nax | (2.20)

La CGT puede interpretarse como una FT que varia con el tiempo, donde la funcién
g actlia como una ventana deslizante. En la formulacion original, la ventana g fue la funcion
Gaussiana aunque el nombre Gabor se refiere a la expresion general presentada en la Ec.
2.20. Se la conoce también como transformada de Fourier de Tiempo Reducido (STFT).
Para un instante particular ¢ la transformada de Gabor de una funcion f es la transformada
de Fourier de f modulada por la version trasladada en ¢ de g, es decir

(G Nt =(fr.g) . (2.21)

2.1.6  Transformada Wavelet Discreta (DWT)

En general una DWT se obtiene a partir del muestreo (en el plano tiempo-frecuencia)
de una CWT. La DWT se especifica mediante la eleccion de

1.- Un conjunto contable de puntos del plano tiempo-escala.
2.- Una wavelet madre.

Si la transformada debe ser invertible las elecciones no pueden hacerse en forma
arbitraria. Aunque el conjunto posible de DWT es infinito, se reserva el nombre para
indicar las asociadas con una eleccion particular del muestreo y de funciones madre. En
DWT el muestreo tiempo-escala esté restringido a la grilla diddica estandar (Figura 2.3). El
tipo de wavelet debe generar bases ortonormales o biortogonales. Ademas la wavelet madre
debe ser de soporte compacto (caracteristica que hereda el resto de la familia).
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A

23-0-.0...........................

s (Escala)

714 °
20 L 4

°
°
2

w+ o o

t (tiempo)
Fig. 2.3 EI conjunto contable diddico en el plano tiempo-frecuencia
Si se cumplen las condiciones enunciadas existe un algoritmo, conocido como

algoritmo de Mallat, para calcularla que s6lo requiere un proceso de filtrado con filtros de
respuesta finita al impulso (F/R). Este algoritmo es el que se conoce como Transformada

Wavelet Rapida (FWT).

2.1-7  Analisis multiresolucion (MRA)

Un factor que contribuyo6 al uso de wavelets para DSP fue el descubrimiento y la
construccion de las bases wavelet ortonormales (ONB) [Mallat, 1989] y, especialmente las
de soporte compacto [Daubechies, 1988; 1992]. El encuadre matematico y los mecanismos
de generacion de las ONBs se basan en MRA. Varios son los elementos clave en MRA en

un espacio de Hilbert (H).

1. La existencia de una secuencia de espacios anidados
{O} V_ZC V.]C V()C V]C Vg...CH . (221)

que forma la estructura basica de resolucion. A medida que el indice £k — o el
espacio V; tiende a H. En tanto que para k — - o, V; —> {0} Es decir, el conjunto

de subespacios {V, } es completo.

2. Se define una funcion ¢ H llamada funcion de escala cuyas traslaciones
enteras {rn¢} forman una ONB para uno de los subespacios V; de H. Sin perder

generalidad, se elige como referencia, el subespacio V) Debido a que las funciones
de la ONB pueden estar compuestas solo de traslaciones enteras de ¢, V) resulta
una version en baja resolucion de H.

3. El subespacio V; contiene la aproximacion a f'de nivel £ de una funcién arbitraria
f e H . Dado que los V; se eligen como espacios crecientes de H, cuanto mayor

sea el valor de &, mejor el nivel de resolucion del espacio correspondiente.
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Lo deseable es que el incremento en la resolucion sea uniforme, es decir que pasar
del espacio Vj al espacio Vi, produzca el mismo incremento de resolucion para
cualquier k. Para asegurar la uniformidad la ONB del subespacio Vj se obtiene a
partir de la ONB de V) mediante una dilatacién en potencia de 2,

feV,=D,feV,,, . (2.22)
Luego si una funcion f; € Vi, entonces la funcion f,,,(¢)= £, (2t) € Vi Asi,

V, =spaniz, ¢} (2.23)

y, en general V), :span{Dzk rn¢}, donde D" es el operador de dilatacién de ¢y 7,

es su operador de traslacion.

Una vez realizadas estas aclaraciones previas podemos definir MRA.
Sea {Vk V., cH }una secuencia de subespacios que se incrementany ¢ €V, . Se dice

que el par ({V, },#) constituye un MRA de H si:
1- Existe una funcion ¢ €V tal que {z‘n(;ﬁ}n_e , €s una ONB para V.
2- Si f eV, entonces D, f€V,,.
3- UV, =H.ynV, ={0}.

Un MRA establece una estructura matematica bien fundada que conecta las
funciones de tiempo discreto a las funciones de tiempo continuo. A partir del MRA se puede
generar una gran variedad de familias de wavelets ortonormales para el espacio H. Un
conjunto de funciones de norma unitaria que estdn relacionadas por traslaciones y
dilataciones de una funcion generante (la funcion de escala) forman bases ortonormales para
los subespacios de resolucion V.

Para obtener ortogonalidad entre diferentes resoluciones en MRA, se define una
secuencia {Wk} de subespacios de H, denominados espacios wavelet. El subespacio wavelet

Wi se define como el complemento ortogonal del subespacio Vj en el siguiente espacio Vi,
es decir,
Vi,=V, W, y V,1W,.

El subespacio wavelet W} describe exactamente aquellas funciones wavelet que es necesario
sumar a las del subespacio V; para que la combinacién resultante cubra Vi ;.

Sin pérdida de generalidad, a continuacion se considera el subespacio W). El objetivo
es construir una funcion yeW, cV, con la propiedad que {Tnl//} forma una base
ortonormal para W). Si se pudiera hallar tal funciéon , entonces {Dzm T, }mez forman una
base ortonormal para el espacio H. Esto ocurre porque:

1- Cada subespacio W es el subespacio wavelet de resolucion k-esima.

2- Los espacios wavelets son ortogonales entre si de manera que para cualquier
entero J < k se cumple
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Vian =V, OW, =V, W, OW,

k
=V, e@W, .
=

Debido a que {/,} es completo, H puede escribirse como la suma de todos los

subespacios wavelets

H=..W ®W,®W,..= DW,.
J=—00

2.1.8 Algoritmo de Mallat

El algoritmo de Mallat puede describirse de la siguiente manera:

1. La sefal en el nivel n, x(n) de longitud 2" se analiza primero con un filtro
pasa-altos (H en el diagrama de la Figura 2.4). La salida de este filtro da los
coeficientes de las wavelets de la escala mas alta n -1. Después del filtrado pasa-
altos se realiza también un proceso de decimacion, es decir el tamafio de la sefal
se reduce a la mitad, y el vector de coeficientes wavelet (W(n-1)) tiene una
longitud igual a 2 ™.

2. La senal original x(n) atraviesa el filtro pasabajos (L en la Figura 2.4) para
producir el vector x(n-1) de tamafio 2 ™.

3. Ir al punto 1 y repetir el proceso para n=mn - 1.

4. Fin

x(n)

w(n-1)

x(n-1)

=
\ L

= w(n-3)
x02) WMWW B/ T WWNWU

Fig. 2.4. Algoritmo de Mallat Fig. 2.5. Algoritmo de Mallat en el Dominio de la
Frecuencia

2.1.9 Funciones Ventana

Las ventanas empleadas en FFT estan caracterizadas por varias propiedades. Las
mas importantes son el ancho de banda de 3 dB y la amplitud de sus lobulos laterales. La
Tabla 2.5 presenta las funciones ventana mas conocidas y sus principales caracteristicas.
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Ventana Ancho de banda de 3 dB Atenuacion del 16bulo lateral
Rectangular 0.85B -13dB
Triangular 1.258 -26 dB
Hanning 1.4 B -32dB
Hamming 1.3 B -42 dB
Kaiser (K = 10) 1.75 B -74 dB

= Inversa de la duracion temporal de la ventana

Tabla 2.5 . Principales caracteristicas de las Funciones Ventana

El Principio de Incerteza determina que existe un compromiso entre la localizacion
temporal y espectral de una sefial. La localizacion en un dominio se hace a costa de la
localizacion en el otro. Una medida de la cantidad de localizacion que posee una sefial debe
dar idea de la forma en que se distribuye la energia en su dominio. Los dominios que
interesan son el tiempo y la frecuencia.Las funciones ventana pueden considerarse filtros
temporales que determinan la localizacion espectral de las sefales. Las especificaciones de
una funcidn ventana deben establecer con precision los términos “centro” y “ancho” de la
misma.

Sea A(f) una funcidén (ventana) no trivial, con un decaimiento suficientemente
rapido, de manera que las integrales que se presentan a continuacion sean finitas. El
“centro” de la funcion 4(¢) (valor medio en la Teoria de Probabilidad) se define como

]Et | he) ‘Zdt

t : (2.24)

o0

[ | hoy [ ar

y el “radio” (dispersion) de A(7) esta dado por

1/2

00

j(t—t*)z‘ h(t) ‘Zdt
A, =12 — . (2.25)
| A [ ar

Suponiendo que A, es finito, el ancho de la funcion ventana se ajustaa 2.A, (2.A,

es la duracion “eficaz” de la ventana). En forma similar, si la FT };(w) de A(?) tiene un
decaimiento rapido, el centro y ancho estan determinados por

*

w

TW ‘ ﬁ(w) ‘Zdw

== (2.26)
ﬂ h(w) ‘zdw
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T(w—w*)2| h(w) | dw
A ={z . 2.27)
[ | iw ‘za’w

El valor 2 A ; se denomina valor eficaz del ancho de banda de la funcion ventana.

Si A, (A,) es finita h(w) (h(?)) es una ventana en el dominio de la frecuencia (tiempo), si

ambos (A, y A, ) son finitos, entonces /(#) proporciona una ventana de tiempo-frecuencia.

Un filtro pasabajos ideal no puede considerarse una ventana de tiempo-frecuencia
porque tiene una buena localizacion espectral (funcién rec) pero una mala localizacion
temporal (funcion sinc). El Principio de Incerteza establece que cualquier ventana de tiempo
frecuencia A(t) debe satisfacer la desigualdad

ALA, Zl . (2.28)
2
Laigualdad en la Ec. (2.28) es valida solamente cuando % () es la funcion

h(t) = ce’e P4 (2.29)

Para algunas constantes a, b, ¢ y a, con o > 0. Este resultado implica que una ventana
tiempo-frecuencia no puede tener un area menor que 2 y que la funcion gaussiana es la
unica que proporciona una ventana tiempo-frecuencia optima.

En FFT el espacio tiempo-frecuencia se divide en segmentos de igual ancho de
banda. En el caso de la DWT el dominio de la frecuencia se divide en octavas. Es
conveniente que la forma de estos filtros de octavas sea simétrica para minimizar la
dispersion entre ellos y para reducir la distorsion de fase. La forma estandar de lograr esta
simetria es utilizar los denominados Filtros Espejo Cuadratura (OMF), la Figura 2.6
muestra el caso de las wavelet “Daubechies 15" que tienen los filtros de descomposicion y
reconstruccion idénticos.

08t

06
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02

0 L I f L
o 10 20 30 40 a0 B0

Fig. 2.6 Filtros espejo cuadratura correspondientes a las funciones Daubechies 15
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La Figura 2.7 muestra los filtros de reconstruccion y descomposicion para el caso de
las funciones wavelet “Bior6.8”. Estas wavelets constituyen una base biortogonal y el
conjunto de filtros de descomposicioén y reconstruccion difieren entre si. Se trata de pares
adaptados de filtros pasa-altos y pasa-bajos cuyas caracteristicas de corte son similares, de
forma tal que cuando se aplican simultaneamente, la banda pasante del filtro resultante tiene
simetria alrededor de la frecuencia central.

25 T T T T T T

] _,_'I_« 1 L 1 1 ""H—
0 & 10 15 20 25 30 35
Fig. 2.7 Filtros espejo cuadratura correspondientes a las funciones “Bior6.8”
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2.0 Técnicas de analisis provenientes de la Teoria Cualitativa

2.2—1 Reconstruccion de atractores por el método de los tiempos de retardo.

El conjunto de observaciones (en general magnitudes escalares) obtenidas de un
experimento deben volcarse en el espacio de fase; para ello se las debe convertir en vectores
de estado. En el caso general que el modelo no es conocido, el espacio de estados debe
reconstruirse a partir de los valores medidos.La técnica més importante de reconstruccion
del espacio de fase es el método de los retardos. Los vectores en el nuevo espacio, el espacio
de “embedding”, se generan a partir de valores retardados de las mediciones escalares.

El espacio de embedding puede adquirir una dimensién arbitraria. Sin embargo la
reconstruccion puede resultar inadecuada si se elige una dimensiéon mucho mayor que la del
sistema. Por esa razon se va incrementando la dimension del espacio de embedding hasta
que se alcanza una dimension suficiente para obtener un atractor reconstruido equivalente
al original. Pardmetros tales como la dimension de correlacion saturan si se los expresa
como funcién de la dimension de embedding indicando que debe detenerse el proceso de
incremento de dimension. Para garantizar que las cantidades calculadas para el atractor
reconstruido sean idénticas a las del espacio de fase original, se requiere que la estructura
del espacio de fase, sea preservada por el proceso de reconstruccion.

Sea Xx, es el vector de estado para el tiempo n, s la funcion de medicién y F el
mapa que representa la dindmica x,+; = F(x,). Segun Takens el vector en el espacio de
embedding se obtiene a partir de mediciones realizadas sobre el espacio del sistema
dindmico, es decir se obtiene a partir de [s(x,), s(F(x,)), s(F.(F(x,)),...]. Por lo tanto, conocer
s(x,;) para sucesivos tiempos n; es equivalente a conocer un conjunto de coordenadas
diferentes para un instante (si el mapa F acopla los diferentes grados de libertad de manera
que las componentes de los vectores retardados mutuamente independientes). Una
reconstruccion por retardos de una unica variable es un mapeo muy particular de A — R ™.
Dado que mezcla la dinamica y la geometria del sistema, las palabras “casi cualquier mapa
C” empleadas en la version generalizada del Teorema de Whitney nos indican que no todo
mapa de retardos es un embedding. En particular, la proyeccion debida al proceso de
medicion puede destruir esta propiedad. Un ejemplo negativo, reportado por Sauer [Sauer et
al., 1991] es el de la dindmica sobre un ciclo limite con un periodo igual a uno o dos veces
el intervalo de muestreo Az. La dindmica de éste sistema no puede reconstruirse mediante el
embedding por retardos dado que las 6rbitas colapsan a una curva.

Takens pudo probar [Takens, 19811 que un mapa de retardos de dimension
m = 2D+1 es un embedding para una variedad compacta de dimension D si la funcioén de
medicion s: 4 — R es C° y si la dinamica de la funcién de medicién es genérica en el
sentido que acopla todos los grados de libertad. En la version original de Takens, D es la
dimension (entera) de una variedad “suave”, el espacio de fase que contiene el atractor. De
esta forma, D puede ser mucho mayor que la dimension del atractor. Sauer et al. [/99]]
generalizaron el teorema que ellos denominaron Fractal Delay Embedding Prevalence
Theorem:

Para cualquier funcion de medicion “suave” s con un periodo de muestreo Az > 0, el
mapa de retardo en R” con m > 2Dp es un embedding, si no existen Orbitas
periddicas del sistema con periodo A 0 24t 'y s6lo existe un numero finito de orbitas
periddicas con periodo pAt, con p >2. (Dr es la dimension fractal (Seccion 2.2-3).
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Notese que en los sistemas disipativos Dr puede ser mucho menor que D. En los casos
favorables, se puede reconstruir un atractor en espacios cuya dimension se encuentre
comprendida entre Dry 2Dp.

En aplicaciones reales es importante la eleccion apropiada del retardo de tiempo 7. Si
se lo elige demasiado pequefio, no existe casi diferencia entre los elementos de los vectores
de embedding, de manera que casi todos los puntos se acumulan a lo largo de la bisectriz del
espacio de embedding. Esto se denomina redundancia en Casdagli et al. [1991a] y en
Gibson et al. [1992]. Si ademads los datos medidos son ruidosos, los vectores asi formados
tienen sentido si la variacion de la sefial durante el tiempo cubierto por m 7 es mayor que el
nivel de ruido. Si 7 es demasiado grande, las diferentes coordenadas pueden estar
practicamente descorrelacionadas. En este caso, el atractor reconstruido puede hacerse muy
complicado, ain cuando el atractor verdadero sea muy simple. Rosenstein et al. [1994]
proponen un método, con resultados satisfactorios, que combina redundancia e ignorancia.
En términos practicos esto implica que hay que determinar simultineamente t y D™
[Blanco et al., 1997].

Otro aspecto importante, en la practica, es la frecuencia de muestreo con que se
toman los datos. Un flujo de datos que se muestrea con una frecuencia de muestreo muy
elevada es altamente redundante, debido a que los datos estan muy correlacionados. En
particular, cuando se investigan las propiedades caoticas que se hallan representadas solo
por la dindmica en la direccion ortogonal a la tangente del flujo, las frecuencias de muestreo
elevadas exageran la cantidad de datos que cubre un intervalo de tiempo comparativamente
pequetio. Se puede reducir la cantidad de datos incrementando los intervalos de muestreo
mediante un proceso de diezmado y al mismo tiempo reducir el nivel de ruido explotando
las redundancias.

Otro tipo de analisis alternativo es el conocido como Andlisis de Componentes
Principales (MCA) o Transformacion de Karhunen-Loéve [Broomhead y King, 1986]. El
algoritmo calcula la matriz de covarianza m x m,

N-m+1

C, :<(s)i.(s)_/> ; zsnme.S,hmH ) (2.30)

T N—m+l =

Dado que Cj; es una matriz real y simétrica, sus autovalores son reales y sus autovectores
ortogonales. Los autovalores son los cuadrados de los semiejes de la hiper-elipsoide que
ajusta mejor la nube de puntos en R" y los correspondientes autovectores dan las
direcciones de los ejes. Las direcciones mas relevantes en el espacio estdn dadas por los
vectores correspondientes a los autovalores mas grandes. Las direcciones que corresponden
a los autovalores mas chicos pueden despreciarse. En el analisis MCA, los datos estan
representados por vectores m-dimensionales. Conociendo los autovalores, se pueden
transformar los vectores sobre una nueva base, es decir las componentes de los nuevos
vectores son las proyecciones de los vectores originales sobre los autovalores. Los nuevos
vectores se truncan después de la componente my si los m, autovalores mas relevantes son
suficientes para describir la sefial. De esta forma se tiene un embedding de los datos de my
dimensiones. Dado que cada uno de estos vectores cubre un intervalo de m veces el
intervalo de muestreo, el retardo de tiempo efectivo en esta representacion, es m/my. Se
puede demostrar que en el limite, cuando m — N, esta transformacion se convierte en la
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Transformada de Fourier [Broomhead y King, 1986]. Para valores pequenos de m el MCA
selecciona las estructuras relevantes en el espacio, en lugar de las frecuencias relevantes.

2.2 -2 Exponentes de Lyapunov.

La caracteristica fundamental del caos es la impredecibilidad de los estados futuros,
sin importar que la evolucion del sistema sea deterministica. La impredecibilidad es una
consecuencia de la inestabilidad inherente de las soluciones, reflejada por lo que se conoce
como sensibilidad a las condiciones iniciales. Cualquier desviacion pequeia entre las
condiciones iniciales de dos trayectorias se amplifica a medida que transcurre el tiempo, y
cualquier detalle imperceptible en el inicio de la dindmica es importante para determinar en
forma precisa la trayectoria en el espacio de estado. Uno de los aspectos asociados a la
impredecibilidad es la pérdida de informacion, cuantificada por la entropia de Kolmogorov-
Sinai. El otro aspecto es de naturaleza geométrica, las trayectorias cercanas se separan
exponencialmente.

En el caso que la divergencia sea exponencial, el sistema se comporta en forma
caotica. El denominado exponente de Lyapunov mide esta divergencia y cuantifica la
intensidad del caos. Para un sistema dindmico se pueden definir tantos Exponentes de
Lyapunov como la dimension del espacio de fase. El exponente de Lyapunov maximo A. es
el mas importante dado que da la méxima divergencia del sistema.

Sean x,; y Xn2 dos puntos en el espacio de estado con distancia |xn1 -X,, |: 0, <<1

y Oan la distancia entre dos puntos de los que emergen dos trayectorias en el tiempo n

5An = ||Snl+An _Sn2+An (23 1)
Entonces A estd determinado por
5,268, dm<<l , dn>>1. (2.32)

Si A es positivo existe una divergencia exponencial de trayectorias cercanas (caos).

Dos trayectorias no pueden separarse mas de lo que les permite el tamafio del
atractor, de manera que la expresion de la Ec. (2.33) es s6lo valida durante tiempos 4n para
los que dan permanece pequeila. Una definicion matemdtica mdas rigurosa tiene que
involucrar un primer limite 8,—0 de manera que el segundo limite An— pueda realizarse,
sin que se produzcan efectos de saturacion. Solo de esta forma el exponente A se hace una
cantidad invariante y bien definida.

En el caso de sistemas disipativos, existe al menos un exponente de Lyapunov
negativo. En este caso, si el exponente de Lyapunov méaximo es cero, el movimiento se
denomina marginalmente estable. Si un sistema deterministico se perturba con ruido
aleatorio, las escalas pequenas pueden caracterizarse mediante un proceso de difusion, con
Oan creciendo como +/An . En ese caso el exponente de Lyapunov méaximo es infinito. De

acuerdo a la definicibn matematica este resultado es valido independientemente de lo
pequena que sea la componente del ruido. Si se suponen solo errores de medicion aditivos,
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se puede tratar de estimar el exponente de Lyapunov del supuesto sistema deterministico
subyacente.

Los exponentes de Lyapunov tienen unidades inversas de tiempo y proporcionan
escalas de tiempo tipicas para la divergencia o convergencia de trayectorias proximas.
Cuando los datos corresponden a un sistema continuo, discretizado mediante una seccion de
Poincaré¢ (Apéndice) se debe conocer el tiempo promedio entre dos puntos consecutivos
del mapa, t , para relacionar los exponentes de Lyapunov del mapa con los del flujo. La
relacion es

lmap = /lﬂow.zb . (233)

El exponente de Lyapunov maximo de un sistema es una cantidad global caracteristica. Pero
las mediciones que se pueden realizar de diversas maneras pueden someter los datos a
procesos de reescalamiento, desplazamiento etc. y al propio método de reconstruccion del
espacio de estado que es absolutamente arbitrario. Estas modificaciones no afectan los
exponentes de Lyapunov dado que se trata de una cantidad invariante a todas estas
transformaciones (mientras ellas sean suaves).

Dado que un exponente de Lyapunov maximo (positivo), es un indicador de la
presencia de caos, es importante determinarlo para una secuencia temporal. El primer
algoritmo fue propuesto por Wolf et al. [1985], pero no es muy robusto y puede conducir a
resultados erroneos. Una debilidad que presenta es que no prueba la existencia de
divergencia exponencial sino que asume su existencia y por lo tanto conduce a exponentes
aun finitos para el caso de datos estocasticos, donde el verdadero exponente es infinito. Los
métodos de Sano y Sawada [/985] y Eckmann et al. [/986] son muy eficientes si los datos
aproximan bien la dinamica del sistema. En los algoritmos propuestos por Rosenstein et al.
[1993] y por Kantz [/994] en forma independiente se comprueba la divergencia exponencial
de trayectorias cercanas y luego se decide si tiene sentido calcular el exponente maximo de
Lyapunov de la serie de datos.

Las proyecciones, involucradas durante el proceso de medicion, pueden hacer que las
distancias se reduzcan para tiempos cortos aun cuando crezcan en el espacio de estados
verdadero. Las distancias en el espacio de estado verdadero no crecen homogéneamente
sobre todo el atractor y pueden llegar a reducirse localmente pero el exponente de Lyapunov
es un promedio de las velocidades de divergencias locales. Los datos experimentales
generalmente estan contaminados por ruido. Su influencia puede minimizarse usando una
estadistica adecuada en el calculo del exponente. Para obtener el crecimiento exponencial
medio a partir de los datos puede emplearse el procedimiento de Rosenstein et al. [1993]
incluido en una de las rutinas del paquete TISEAN usado en esta tesis.

2.2 -3 Geometria del atractor cadtico y los fractales.

La dindmica del caos se manifiesta como una sensibilidad a las condiciones iniciales.
Este comportamiento temporal del sistema caotico tiene su contrapartida en la geometria del
atractor en el espacio de fase. Los atractores de sistemas disipativos cadticos tienen
generalmente una geometria muy complicada. Un sistema descripto por ecuaciones
diferenciales autonomas (flujo) no puede ser cadtico en menos de tres dimensiones.
Empleando el mismo argumento que indica que las trayectorias en un sistema deterministico
no se pueden cruzar, se puede inferir que tanto el espacio de fase como el atractor de un
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flujo caotico deben tener mas de dos dimensiones. Es suficiente un numero levemente
mayor a dos y el movimiento sobre un fractal de dimension 2+¢ puede ser verdaderamente
cadtico. Las dimensiones no enteras se asignan a objetos que exhiben autosimilitud y
muestran la misma estructura en todas las escalas.

La autosimilitud de los conjuntos se puede cuantificar mediante la dimension de
Hausdorff, [Hausdorff, 1918], pero la dimensiéon de box counting es mucho mas
conveniente para el célculo y su limite superior es la dimension de Hausdorff. Sea un
conjunto de puntos ubicados en R", que se desea cubrir con cajas regulares de lado €. Se
denomina M(g) al niimero de cajas que contienen al menos un punto. Para un conjunto
autosimilar se cumple

M(g)oce™ . (2.34)

Donde el exponente Dr se denomina dimension de box counting o capacidad. Mas
significativo es  otorgar mayor peso a aquellas regiones que son visitadas mas
frecuentemente. Siguiendo esta idea se definen familias de dimensiones generalizadas
[Renyi, 1971] que difieren entre si por la forma que son pesadas las diferentes regiones.

Todas las definiciones de dimension dan valores coincidentes cuando se las aplica a
objetos no-fractales (una coleccion finita de puntos es de dimension cero, las lineas tienen
dimension uno, las superficies dos, etc). La dimension de correlacion, introducida por
Grassberger y Procaccia en 1983, es de particular interés en las aplicaciones practicas
donde la geometria de los objetos tiene que reconstruirse a partir de un conjunto finito de
datos, que en general pueden contener errores. Se define la Suma de Correlacion, para un
conjunto de puntos x, en un espacio vectorial, como la fraccion de todos los posibles pares
de puntos que estan a una distancia € en una norma particular. La expresion es:

2 N N
C(e)= mzizlz,»zm@(g [ =, (2.35)

Donde 6 es la funcion escalon de Heaviside, 0(x) =0 si x <0y 0(x) =1 para x > 0. La suma
es igual al numero de pares (x; x;) cuya distancia es menor que €. En el limite para una
cantidad infinita de datos (N — o0) y para & pequefio, se espera que C sea proporcional a &°,
de donde se puede definir la dimension de correlacion D como

d(N,e) :w , (2.36)
Olng
D=lim_lim, . d(N,s) . (2.37)

Se puede verificar que ésta definicion determina correctamente las dimensiones de objetos
geométricamente regulares. Para los casos practicos, N estd limitada por el tamafio de la
muestra y € por la precision finita de los datos y por la pérdida de los vecinos mas proximos
en el caso de escalas pequenas.

Las diferentes definiciones de dimension, los exponentes de Lyapunov, etc. son
formas de cuantificar las propiedades de una sefial. Cada uno de estos conceptos permite
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transformar una secuencia de datos en un numero (0 unos pocos) que aportan un
conocimiento mas profundo de la dindmica del sistema.

Si se debe determinar si un objeto geométrico es una superficie o un volumen,
conociendo la dimension, esta no puede depender de los detalles de la medicion o la
resolucion de los datos. La dimension de Correlacion es una medida invariante pero la suma
de correlacion no lo es para una escala dada, gy De esta forma, no podemos tomar d(N, &)
como una estimacion de D. La dimension de Correlacion es una herramienta para cuantificar
la autosimilitud cuando se sabe que ésta se halla presente.

Las definiciones de suma y dimension de Correlacion involucran a vectores en el
espacio de fase y posiciones de los puntos sobre el atractor. Cuando se tiene una serie
escalar, primero se debe reconstruir el espacio de fase mediante el procedimiento de
embedding ya descripto Una vez que se reconstruyen los vectores, la estimacion de la
dimension de Correlacion se hace en dos etapas. Primero se tiene que determinar la suma de
correlacion C(g) para el rango de € disponibles y para diferentes dimensiones de embedding
m. Luego se inspecciona C(m, €) para hallar signos de autosimilitud, si esta se confirma,
entonces es posible calcular un valor para la dimension.

Para estimar la suma de correlacion, de la distribucion, se tiene que extrapolar
informacion obtenida a partir de la muestra finita. El estimador de la Ec. (2.35) tiende a dar
dimensiones demasiado pequeias cuando los pares que se toman no son estadisticamente
independientes. Para series de datos temporales con autocorrelaciones distintas de cero no
puede asumirse independencia. Los vectores de embedding, para tiempos sucesivos, se
hallan también préximos en el espacio de estado para evoluciones continuas del tiempo. A
esto se le denomina correlacion temporal. Las correlaciones temporales mas importantes se
deben a que los datos que se hallan proximos en el tiempo también lo estan en el espacio.
Esto no ocurre solamente en sistemas puramente deterministicos sino también en algunos de
naturaleza estocastica. Los métodos cuantitativos de andlisis de series temporales pueden
polarizarse debido a la presencia de correlaciones temporales (se puede subestimar la
dimension de correlacion). Las sefiales estocasticas, (dimension infinita) pueden aparecer
como de dimension finita. Para evitarlo se deben descartar aquellos pares de puntos que
estan temporalmente proximos.

2.2- 4 Aplicacion de los métodos para series de tiempo no-lineales —Paquete TISEAN

Para comprobar el funcionamiento de las herramientas de andlisis no lineal se
emplea una secuencia de valores obtenida a partir de un oscilador de Rossler empleando la
rutina ODE45 de Matlab® .

X =a+x(x,-p) >
X, ==X, — X, ’

X=X, 4y X . (2.38)

Parao =2, B=4 y y=0.45 el sistema presenta comportamiento cadtico. La variable que
se utiliz6 en el proceso de evaluacion es x;.
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Se analiz6 también el efecto de agregar una sefial de informacion (senoidal)
mediante suma directa y mediante descomposicion APD al atractor cadtico. Se emplea el
siguiente conjunto de algoritmos elaborados por el proyecto TISEAN para cuantificar los
indicadores mencionados (disponibles en http://www.mpipks-dresden.mpg.de/” tisean).

a) Reconstruccion del atractor a partir de la serie temporal de la variable x;.

La técnica de reconstrucciéon mas importante es el método de los retardos.
Los vectores en el nuevo espacio, el espacio de embedding, se forman con versiones
retardadas de las mediciones escalares. Empleando el algoritmo delay.exe de

TISEAN se obtiene la reconstruccion del atractor de Rossler mostrada en la Figura
2.8.

- -4 2 0 2 4 6 8
Fig. 2.8 Reconstruccion del atractor de Rossler a partir de la variable x; empleando el
algoritmo delay.exe

El algoritmo delay.exe (basado en el algoritmo de la informacion mutua demorada
de Fraser y Swinney [/986]) no proporciona el retardo adecuado para “desplegar”
completamente el atractor. Un método alternativo, que calcula el retardo adecuado a
partir de la informacion espectral, obtiene mejores resultados. Si se calcula una FFT
de 10000 puntos de la secuencia x; se verifica que su espectro se halla comprendido
entre los indices 0 y 500. El retardo adecuado se calcula como

Retardo = indice de la frecuencia de muestreo = 10000 =20 puntos . (2.39)
indice de la frec. mas significativa 500

La Fig.2.9b muestra el atractor reconstruido a partir de la informacién espectral
mostrada en la Fig. 2.9a. El algoritmo de reconstruccion automadtica efecttia los
siguientes pasos:
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Fig.2.9 a) amplitud de la FFT de la secuencia x; b) reconstruccion del atractor con el retardo
calculado a partir de la informacion espectral

a) Se calcula la FFT de la secuencia ingresada.

b) Se determina la componente espectral cuya magnitud sea por ejemplo menor
que el 5 % de la magnitud de la componente espectral maxima.

c) Se determina su indice.

d) Se calculala Ec. (2.39).

Las Figuras 2.10 y 2.11 muestran los espectros y el atractor reconstruido para los
casos de la suma de la sefial cadtica con una sefal senoidal y la descomposicion
APD respectivamente.

025¢

Sefial senoidal

Modulo de la FFT

LT

m

m .
0 500 1000 1500

Indice FFT

Fig.2.10 a) Espectro de la suma de una sefial senoidal y la variable x; del Rossler b) Atractor
reconstruido
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Fig. 2.11 a) Espectro de la variable x;de la descomposicion APD b) Atractor reconstruido

b) Exponente mdaximo de Lyapunov .

El exponente méaximo de Lyapunov puede calcularse empleando la rutina
lyap k.exe (Seccion 2.2.2). La zona lineal de las curvas (Fig. 2.12), construidas para
diferentes valores de &, se ajusta con una recta cuya pendiente es el valor del
exponente maximo de Lyapunov.

Fig.2.12 Calculo aproximado del exponente maximo de Lyapunov para diferentes & y dim=2 a) Caso sin sefial
b) Suma c¢) Descomposicion APD

¢) Dimension de Correlacion

La dimension de Hausdorff es, desde el punto de vista matematico, el concepto
mas natural para caracterizar los conjuntos fractales. Pero en el caso de contar con
datos que provienen de una medicion es mas adecuada la dimension de correlacion.
Las limitaciones de cualquier enfoque numérico se deben a que se cuenta con un
conjunto finito de datos para caracterizar todo un conjunto o una medida invariante
como es la dimension. El paquete TISEAN ha implementado el estimador de
Takens-Theiler (un estimador de maxima verosimilitud) que aplicado a los
resultados de la suma de correlacion, C(¢), permite determinar la dimension de
correlacion (c2t.exe).
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Dy (e)=——" Cf(i ) (2.40)
& ,
{[ - de

Se grafica Drr(e) vs. log(e) para diferentes dimensiones de embedding. La
dimension de correlacion se determina como el valor de Drp(¢) donde las curvas
presentan una zona de comportamiento aproximadamente lineal. La Figura 2.13
muestra los resultados cuando se aplica a los tres casos bajo analisis.

T T T T T T 6
6
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Log (¢) Log (g) Log ()

Fig. 2.13 Dimension de correlacion empleando el estimador de Takens-Theiler a) Sin sefial b) Suma c¢) APD

2.2 -5 Bifurcaciones

Una bifurcaciéon es un cambio abrupto de la geometria del atractor o de la topologia
para un valor critico de los parametros de control. Una bifurcacién implica un cambio en la
estabilidad de los atractores existentes o bien la aparicion y desaparicion de atractores.

Se han observado distintos tipos de bifurcaciones. En la mayoria de los modelos
matematicos no lineales asi como en muchos sistemas experimentales aparecen las
denominadas bifurcaciones de duplicacion de periodo: para un valor critico de los
parametros una Orbita estable de periodo p se hace inestable y simultaneamente emerge una
orbita de periodo 2p. Las bifurcaciones de duplicacion del periodo a veces se presentan en
cascada constituyendo el denominado escenario de Feigenbaum, en el que incrementando
los parametros de control aparecen nuevas duplicaciones de periodo hasta que se alcanza un
punto de acumulacion para el cual la dindmica se vuelve caodtica.

Una bifurcacion que presenta un diagrama muy similar es la denominada bifurcacion
pitchfork en la que un punto fijo estable se hace inestable y se crean dos nuevos puntos fijos
estables. En la bifurcaciéon tangente (bifurcacion silla—nodo) un régimen cadtico se
transforma subitamente en una solucion periodica estable al modificar el pardmetro de
control. Se debe mencionar, por tltimo, la bifurcacion super critica de Hopf, en la que existe
un valor del parametro para el cual un punto fijo estable se hace inestable y da lugar al
nacimiento de un ciclo limite estable. Los casos mencionados estdn representados en la
Figura 2.14.
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pitchfork bifurcation Feigenbaum bifurcation

tangent bifurcation

Hopt bifurcation

Fig.2.14 Grafico de los diferentes tipos de bifurcacion

El estudio de las bifurcaciones de los sistemas no lineales ha cobrado gran
importancia pues, desde el punto de vista practico los parametros de un sistema
estructuralmente estable, deben elegirse alejados de las fronteras que separan las distintas
regiones de estabilidad estructural en el espacio de los parametros, es decir alejados de las
hipersuperficies de bifurcaciéon. En efecto, dado que siempre existen perturbaciones que
alteran los valores de los parametros (condiciones ambientales, errores en la evaluacion de
algoritmos o en la medicidén de variables, etc.) si no se tomara esta precaucion se corre el
riesgo que el sistema no se comporte de acuerdo a lo esperado, ni siquiera desde el punto de
vista cualitativo. La dificultad es que, en la mayoria de los casos, esas hipersuperficies se
conocen solo parcialmente, motivo por el cual todo estudio que apunte a una mejor
determinacion de las fronteras entre regiones tiene importancia fundamental en la aplicacion
real de los sistemas no lineales.
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2.3 Técnicas Estadisticas en el Procesamiento y Andlisis de Series Temporales

2.3.1 Entropia

Distintos conceptos y métodos estadisticos, desarrollados inicialmente para el
estudio de la termodinamica y la mecanica estadistica, han sido modificados para su
aplicacion a series temporales. Uno de estos conceptos basicos es la entropia, magnitud que
pretende cuantificar el desorden de un sistema y que, en el caso de las series temporales, se
generaliza para caracterizar la cantidad de informacion almacenada en distribuciones de
probabilidad mas generales, generalizacion conocida como Teoria de la Informacion. Esta
teoria gand un notable desarrollado entre 1940 y 1950 a partir de los trabajos de Shannon y
Weaver [1949], Renyi [1971] y Kolmogorov [1956].

Todo sistema puede ser considerado como una fuente de informacion y cualquier
secuencia de valores medidos constituye un conjunto de numeros que pueden analizarse
como un mensaje. Si los valores numéricos se distribuyen de acuerdo con alguna
distribucion de probabilidad, y las transiciones entre diferentes niimeros ocurren con
probabilidades bien definidas, es posible determinar parametros estadisticos del sistema que
permiten inferir cuanta informacion se posee sobre el estado futuro cuando se ha observado
todo el pasado y qué informacién adiciona una nueva medicién. Por ejemplo si un sistema
descansa en un punto fijo estable, una unica observacion es suficiente para determinar
totalmente su futuro, con la misma precision de la medicion. Para un sistema periddico, es
necesaria la observacion sobre un periodo completo para poder predecir toda la sefial. Y si el
sistema es una generador de nimeros aleatorios en el intervalo [0,1], no se puede predecir la
proxima salida aunque se tenga un ntimero infinito de observaciones previas (pero debe
notarse que tanto los generadores “fisicos” como los producidos por una computadora no
son realmente aleatorios sino pseudoaleatorios).

El valor numérico de la entropia de una serie temporal es de interés dado que su
inversa proporciona la escala de tiempo relevante para la predictibilidad del sistema.
Ademas suministra informacién topologica del proceso de plegado tipico en sistemas no
lineales cadticos. La entropia esta relacionada con otros cuantificadores ya definidos como
exponentes de Lyapunov y las dimensiones.

Las entropias de series temporales son dificiles de obtener numéricamente porque su
calculo requiere mayor cantidad de datos que los necesarios para estimar el maximo
exponente de Lyapunov o la dimension de correlacion. De hecho se necesita un gran niimero
de datos para poder evaluar las probabilidades de cada estado del sistema, punto de partida
para el célculo de la entropia. Ademas la particion del espacio de fase debe tender a infinito.
La implementacion directa de la definicién de entropia de Kolmogorov—Sinai requiere un
proceso de box—counting. Por ejemplo, si los datos se normalizan de modo que queden
restringidos al intervalo unitario, debe cubrirse el espacio de fase con //¢ intervalos iguales
de tamafio ¢ para estimar las probabilidades conjuntas p;j,...;» contando el nimero #n;;_;, de
elementos de la serie temporal que caen dentro de la secuencia de intervalos I;;. .. Iin.
Posteriormente se debe evaluar un histograma m-dimensional.

.........

Existe una estrecha relacion entre la Entropia y otros cuantificadores estadisticos de
un sistema. Los exponentes de Lyapunov por ejemplo caracterizan la divergencia o
convergencia exponenciales de dos trayectorias con condiciones iniciales muy proximas. Si
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las trayectorias divergen la prediccion del estado futuro se hace mas dificil a medida que
transcurre el tiempo. En efecto, la incerteza en el estado presente hace que éste sea no un
punto sino una pequea esfera alrededor del valor medido y la evolucion temporal deforma
esta esfera convirtiéndola en un elipsoide, cuyos semiejes se expanden (si A >0) y contraen
(si A<0) en un factor e . Aunque el volumen total del elipsoide generalmente se reduce
debido a la contraccién en ciertas direcciones, la incerteza sobre el estado futuro se
incrementa a causa de los ejes que se expanden. Si existen varios exponentes A; positivos,
cada una de las direcciones inestables contribuye a este efecto. La identidad de Pesin
[Pesin,1977] determina la relacion entre la entropia de Kolmogorov — Sinai y los exponentes
de Lyapunov positivos

he= Y2, : (2.41)

A >0

La suma de todos los exponentes de Lyapunov positivos constituye un limite superior para
la entropia de Kolmogorov-Sinai [Ruelle, 1978], y la identidad de Pesin (Ec. (2.49)) es
valida cuando la medida invariante es continua sobre las direcciones inestables. La identidad
de Pesin puede generalizarse teniendo en cuenta la fractalidad [Ledrappier y Young, 1985]

hy= Y DA=—)Y DA, , (2.42)

i >0 i:Ai.<0

donde las dimensiones D; se denominan dimensiones parciales y son las dimensiones de
informacion del conjunto formado por la interseccion del atractor con las direcciones
estables o inestables relacionadas a A;. Con frecuencia, la identidad de Pesin es la tnica
forma de obtener una buena estimacion de la entropia de Kolmogorov—Sinai de una serie
temporal.

La dimension de Kaplan—Yorke [Kaplan y Yorke, 1979], también llamada dimension
de Lyapunov, esta dada por

k

!
Dy —k+id (2:43)

| k+1|

k k+1
donde Zii >0y 2/1,. <0, se suponen idénticas a la dimension de informacion D;. Esta
i=1 i=l
expresion se comprobd para mapas bidimensionales [Ledrappier y Young, 1985] pero
existen contra ejemplos para dimensiones mayores. En muchos sistemas se cumple que
DKY:Dl.

La dindmica simbdlica, introducida por Hadamard [/893] para analizar sistemas
complejos, también esta estrechamente relacionada con la entropia. Un punto importante del
trabajo de Hadamard fue el lograr una descripcion simple de las posibles secuencias que
pueden presentarse en flujos geodésicos sobre superficies de curvatura negativa. Introdujo
un conjunto finito de pares de simbolos prohibidos y definié las secuencias posibles como
aquellas que no contenian pares prohibidos. Méas tarde Morse y Hedlund [/944] usaron este
método para comprobar la existencia de periodicidades en diferentes sistemas. Estos

49



Capitulo 2: Analisis y caracterizacion de Serniales

trabajos demostraron que en muchas circunstancias es posible una descripcion finita de la
dinamica de un sistema.

La idea basica es convertir la serie de tiempo medida en una correspondiente
secuencia de simbolos y asi tener una representacion simbolica del sistema investigado. Los
conceptos para analizar tales secuencias fueron desarrollados por Shannon en su trabajo
“Predictions and Entropy of Printed English” [Shannon, 1951]. Desde entonces, el enfoque
de Shannon fue aplicado a un amplio rango de topicos incluyendo biosecuencias y otras
portadoras de informacioén [Ebeling y Jimenez —Montano, 1980; Herzel et al., 1994,
Boyajian y Lutz, 1992].

Para ejemplificar la relacion entre dinamica simbolica y entropia se considera el
mapa logistico que, por sus caracteristicas de “universalidad”, representa el comportamiento
de una amplia clase de mapas. Su expresion analitica es

x,,=r,(1-x,) , 0=<x <I , 0<r<4 (2.44)

El mapa logistico es un sistema ampliamente investigado y presenta bifurcaciones de
duplicacién de periodo en el rango 3.5<r<4. Para r=3.569946¢l sistema ingresa en el
caos y para » =4 alcanza el caos totalmente desarrollado.

Para obtener la dindmica simbdlica del mapa logistico se grafica la ecuacion

recursiva x,,, vs X, y se particiona el intervalo [0,1] en tantos segmentos disjuntos como

n+l

letras se desee utilizar. La Figura 2.15 muestra la grafica para » = 4 y para una particion en
dos niveles.

M apa Lpgistco

08 1 Nivel de
0] ’/Di gitalizacion
06 1
—
jg' 05l
X 04 0 1

Fig. 2.15 Grdfico de L Vs x, parar = 4 en el Mapa Logistico

Con esta eleccion de un alfabeto de solo dos simbolos, la dindmica del Mapa Logistico se
reduce a una secuencia de bits donde el bit 0 corresponde a x, <1/2 y el bit 1 corresponde a

x, > 1/2. Son posibles otras particiones como muestra la Figura 2.16.
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M apa Logistico

xn+1)

L L L L L L L L
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xn)

Fig. 2.16 Refinamiento de la particion del Espacio de Fase del Mapa Logistico

Cuando el niimero de niveles es mayor que dos, la dindmica simbolica queda
entonces representada por una secuencia de niumeros enteros. Se puede refinar la particion
de manera que el espacio de fase quede dividido en sectores cada vez mas pequeios a costa
de aumentar la cantidad de simbolos que representan la dinamica. En el caso de las
denominadas particiones generantes, P,, el limite para particiones muy finas puede evitarse.
Una particion se denomina generante si el refinamiento dindmico producido cuando 7 se
incrementa, produce una division del espacio de fase en regiones arbitrariamente finas, es
decir cada secuencia de simbolos (infinita) se corresponde con un Unico punto en el espacio
de fase. En este caso el mapeo entre la secuencia simbolica (infinita) y la serie de tiempo
escalar (infinita) es unica. Aun cuando las particiones generantes se conocen para diversos
sistemas es dificil obtenerlas practicamente.

Una vez elegida una particion es posible evaluar la entropia de Shannon de la
secuencia de simbolos. La mejor particion sera aquella que revela mas efectivamente la
aleatoriedad de los datos originales como fue sugerido en [Steuer et al., 2001] y esa
particion es la que produce méxima entropia.

El grafico de la Figura 2.17 muestra la entropia como funcion del nimero de niveles
de la particion, para el caso del mapa logistico. Se observa que la particién propuesta en la
Figura 2.15, que divide en dos sectores idénticos el espacio de fase, corresponde a la
maxima entropia.

Longiud de Pakbm 1 bi

Entropha

L L L L L L L L L
0 01 0.2 03 04 05 0.6 0.7 0.8 0.9 1

N ielde Partcin

Fig. 2.17 Entropia vs nivel de particion para el caso del Mapa Logistico con r=4
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Efectivamente sea S una secuencia de N simbolos que pertenecen a un alfabeto finito de A
letras. Los subconjuntos de » letras se denominan palabras n o bloques n. Suponiendo
estacionariedad, cualquier palabra n i se espera que ocurra con una probabilidad bien

definida p;en cualquier sitio arbitrario de la secuencia. Siguiendo a Shannon, las entropias
de las palabras de longitud » (entropias de gram n) estan dadas por

_ (n) (n)
H,=- p"log, p" (2.45)

La sumatoria debe efectuarse sobre todas las palabras con p,”’ >0.

Las entropias H, miden la cantidad de informacién contenida en una palabra de
longitud n, que es equivalente a la informacion promedio necesaria para predecir una
subsecuencia de longitud n. Se pueden introducir las entropias condicionales 4, como la
informacion promedio necesaria para predecir el préximo simbolo dando los precedentes n
simbolos

hn = Hn+] - Hn . (246)
La interpretacion de las entropias condicionales 4, implica la siguiente desigualdad

h. <h . (2.47)

n+l

Una cantidad de particular interés es la entropia de la fuente definida como el limite
de las entropias condicionales #,

H, . (2.48)

h=lm_ __ h =lim
n

n—>0 "N

La entropia limite / (entropia de Kolmogorov- Sinai) es la cantidad promedio de
informacién necesaria para predecir el proximo simbolo cuando se tiene la informacion
completa de la historia previa del sistema. Dado que una entropia de Kolmogorov—Sinai
implica la existencia de un exponente de Lyapunov positivo, es una medida importante del
caos en tanto que la velocidad de convergencia de las entropias diferenciales, al limite 4,
puede tomarselo como una medida de correlacion.

En el caso de sistemas continuos se requiere una seleccion discreta de muestras
obtenida a través de un mapa de Poincaré, seguida de la representacion simbolica de los
datos reales x;. Nuevamente se efectia una particion finita P que divide el espacio de fase
continuo / en A conjuntos disjunto. Cada conjunto es identificado con un simbolo (o letra)
A; perteneciente al alfabeto 4. La secuencia simbolica resultante da ahora una descripcion
“gruesa” de la evolucion temporal de la dindmica. Aplicando los conceptos de entropia
sobre las secuencias simbolicas se obtienen las entropias condicionales /,(P) con respecto a
la particion P. En el caso de sistemas deterministicos de tiempo discreto f:R™ — R" cada

palabra_n identifica una regién 7, en el espacio de fase.

T =Anf(4) .. f(4) (2.49)

52



Capitulo 2: Analisis y caracterizacion de Serniales

i-1 . . . .y . . .., .
donde V. (4;) indica la iteracién ( i-1) esima de la particion correspondiente a la letra
iesima. Para una eleccion apropiada de la particién se supone que la region 7, se achica a
medida que se incrementa n (refinacién dinamica).

La entropia de Kolmogorov - Sinai estd determinada por el limite de las entropias
condicionales 4, (P) para particiones cada vez mas finas o, en forma equivalente, como el
supremo sobre todas las posibles particiones P,

h=suplim#h, (P) _ (2.50)
{pp
La aproximacion de Kolmogorov—Sinai requiere considerar palabras cada vez mas largas,
pero los datos experimentales siempre son racionales pues el numero de cifras es finito. Por
lo tanto, la particion Optima deberia maximizar 4, para una palabra larga, pero finita, de
longitud n+1. Larga significa, en este contexto, tan larga como sea posible para minimizar
los efectos de la longitud finita.

2.3.2 Complejidad Estadistica

La adaptacion de Kolmogorov—Sinai de la Teoria de la Informacion de Shannon
permiti6 la caracterizacion estadistica de fuentes deterministas cadticas. Estos esfuerzos para
describir la impredictibilidad de sistemas dindmicos condujeron a la definicion de
cantidades tales como la entropia métrica, los Exponentes de Lyapunov y las dimensiones
fractales que pueden emplearse para detectar la presencia y para cuantificar el
comportamiento cadtico deterministico.

No obstante su utilidad, estas medidas no logran capturar adecuadamente las
estructuras correlacionadas en el comportamiento de estos sistemas. La existencia de una
estructura implica que existe alguna relacion entre sus componentes. Cuanto mayores y mas
intrincadas son las correlaciones entre los constituyentes del sistema, mas estructurada es la
distribucion subyacente. Sin embargo, las estructuras y correlaciones no son completamente
independientes de la aleatoriedad. Generalmente se acepta que, tanto la maxima aleatoriedad
(desorden) como los sistemas perfectamente ordenados, carecen de estructuras. Para un
nivel de aleatoriedad alejado de estos extremos, existe un enorme rango de procesos
estructurados de diferente forma.

En afios recientes se viene realizando un considerable esfuerzo para desarrollar una
medida general que cuantifique el grado de estructura o patrén presente en un proceso.
Existen muchos métodos ad hoc para detectar estructuras, pero ninguno de aplicacion tan
amplia como lo es la entropia para indicar aleatoriedad. Las cantidades que se han propuesto
como medidas generales de estructuras se denominan “medidas de complejidad
estadistica”. Las definiciones corrientes caen dentro de tres amplias categorias (Figura
2.18).

a) Caso I: Se considera la complejidad como monoténicamente creciente en funcion
del desorden, ejemplo de esto son las complejidades algoritmicas [Kolmogorov,
1965, Chaitin, 1966] y las diversas entropias [Shannon, 1948; Shannon y Weaver,
1949; Renyi, 1970].

b) Caso II: Son aquellas en las que la complejidad es una funcion convexa del
desorden, es decir la complejidad tiene un minimo para los sistemas completamente
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ordenados o completamente desordenados con un maximo en algin nivel intermedio.
A esta categoria pertenecen las profundidades logica y termodindmica [Lloyd y
Pagels, 1988; Bennett, 1987] asi como la complejidad MPR [Martin et al., 2003]
empleada en el capitulo 4 de esta tesis.

c) Caso III: Engloba las definiciones que asocian la complejidad con el orden, estas

identifican complejidad con auto-organizacion y la auto-organizacioén con el orden.

[Mc Shea, 1991]
CasoI

Caso I Caso IT

pEidad_

Com

0 T . . . . . . . . . ‘ . . . I
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 0 1000 2000 3000 14000 5000 6000 7000

Desomden Desorden Desorden

> > >

Fig. 2.18 Grdficos de complejidad estadistica segun tres definiciones diferentes

En particular, en esta tesis se emplean las complejidades de Martin-Plastino-Rosso (MPR) y
se dan a continuacion las definiciones que conducen a la Complejidad Estadistica MPR y la
complejidad de Zipping.

Shiner, Davison y Landsberg (SDL) [1999] propusieron una medida de complejidad
estadistica (SDL) formada por el producto de dos factores: uno de orden y otro de desorden.
Para una distribucion de probabilidad {p,} se define su informacion I asociada. El factor de

“desorden” que utilizaron es la entropia normalizada H =1/1 donde / es la medida de

max

N
informacion de Shannon [ = —z p;log, p, e L es la informacion para el caso de
i=l
distribucion de probabilidad uniforme. El factor de “orden” queda expresado por & =I[-H.
Tanto @ como H toman  valores entre 0y 1. Luego la complejidad de SDL es C ®P” =
H(I-H)=0(I- 9).

Loépez — Ruiz, Mancini, y Calbet (LMC) [1995] han propuesto una medida de
complejidad estadistica basada en la nocion de desequilibrio. LMC se define como:

cC "M =0H (2.51)

Donde QO es la medida del desequilibrio y H ya fue definida en SDL. La cantidad Q fue
definida como una “distancia” en el espacio de probabilidad. Mide cuan lejos se halla {pi },

en este espacio respecto de la distribucion uniforme {pe }, que caracteriza el equilibrio en la
mecanica estadistica de Gibbs, p, =1/ N.
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En la C*M9 la distancia empleada para la evaluacién de O es la Euclidea. Es decir

0,(P)=0\"D,(P.B)=0" |P-P

E (2.52)

(E) S 1 ’
_QO ;[pz_ﬁ} s
con

N
B 1 (2.53)
© N-1
La norma Euclidea ignora la naturaleza estocéastica de los vectores P. Para resolver esta
dificultad Martin-Plastino-Rosso[2003] propusieron otra medida del desequilibrio que
emplea una distancia de acuerdo a las ideas de Wooters [Wooters, 1980].

El concepto de distancia estadistica de Wooters se origina en el contexto de la
mecanica cuantica. Se usa basicamente para distinguir entre diferentes preparaciones de un
estado cuantico dado. La distancia estadistica entre dos puntos de un espacio de
probabilidad de N dimensiones es la longitud estadistica de la curva mas corta que conecta
los dos puntos en este espacio. A su vez la longitud estadistica de una curva es el maximo
numero de puntos, mutuamente distinguibles, a lo largo de la curva. Inspirado en el trabajo
de Wooters, se define el “desequilibrio” Q (Distancia de Wooters) por

QW(P.):Q(%W)DW(P., _.e):
=QO(W) cos”! ﬁ:[pi]l/z [1/N]1/2:| ’ (2.54)

i=1

con

1
) ~1 cos” {[1/1\7]2} - (2.55)

2.3 -4 Complejidad de Zipping

El problema de la codificacion eficiente cuando se envian mensajes es bastante
antiguo. Un ejemplo de ello lo constituye el codigo Morse que codifica un texto con dos
caracteres: el punto y la linea. La idea es determinar la mejor forma (mas corta) de codificar
los caracteres del idioma ingles con secuencias de puntos y lineas. Morse codificd los
caracteres mas frecuentes con el minimo niimero de simbolos. Por lo tanto la letra e, la letra
del idioma inglés mas frecuente, se codificé con un punto, y el nimero 0 se codificd con 5
lineas. Aunque este tipo de codificacion esta bien definida, su uso no es demasiado practico
dado que estan sustentados en la existencia de una fuente ergoédica que permite calcular a-
priori las probabilidades de las N palabras.

Los denominados compresores o zipeadores son programas concebidos para

encontrar el archivo mas pequefio que representa una secuencia dada. Uno de los primeros
algoritmos de compresion, el de Lempel —Ziv [1976] tiene la particularidad que si codifica
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un texto de longitud L extraido de una fuente ergddica, cuya entropia por cardcter es s
entonces la longitud del archivo zipeado dividido por la entropia del texto converge a 1 a
medida que la longitud del texto se incrementa. Esto significa que la efectividad de la
compresion es mejor cuanto mayor sea la longitud del archivo a comprimir y que la entropia
de una cadena de caracteres puede calcularse mediante un proceso de compresion.

Segun se ha mencionado en secciones previas la Teoria de la Informacién se halla
intimamente ligada a los sistemas dinamicos. Si un sistema es cadtico, su horizonte de
predicibilidad es temporalmente limitado. El limite estd asociado con su exponente positivo
de Lyapunov. La secuencia temporal, generada a partir de una de sus trayectorias caoticas,
no puede comprimirse por un factor arbitrario, es decir es algoritmicamente compleja. En un

sistema cadtico, una pequefia perturbacion |5 x0| produce una separacion, creciente con el

tiempo, entre una trayectoria y la misma perturbada, dada por
|6x(0)| = [5x(0)| ", (2.56)

donde A > 0 es el maximo exponente de Lyapunov. Se tiene de esta manera una rapida
amplificacion (exponencial) de un error en las condiciones iniciales.

Por esta razon el nimero de bits por unidad de tiempo necesarios para describir la
trayectoria es proporcional a A. Por el contrario, una trayectoria regular puede comprimirse
facilmente.

La caracterizacion de la informacioén contenida en una secuencia puede enfocarse
desde dos puntos de vista. El primero es de indole estadistica, es decir no considera la
transmision de un mensaje especifico, sino las propiedades estadisticas del mensaje emitido
por la fuente. Esto la hace un método poderoso para caracterizar sistemas cadticos. El
segundo punto de vista considera el problema de caracterizar una secuencia particular y
conduce a la teoria de la complejidad algoritmica. La complejidad algoritmica se encuentra
relacionada con el problema de compresion de los datos.

La entropia de Shannon determina la maxima compresion posible de una secuencia.
En efecto, si la longitud N es suficientemente larga, la longitud minima de la secuencia con
la cual se pueda reconstruir la secuencia original serd h,T /log, m (siempre empleando m

simbolos). Esta relacion crea un vinculo entre la entropia de Shannon y otras definiciones
equivalentes de complejidad las que se enfocan en cadenas de caracteres en lugar de utilizar
la totalidad de la secuencia emitida por la fuente. Entre ellas, probablemente la mejor
definicion es la complejidad algoritmica de Chaitin—Kolmogorov que indica que la
complejidad algoritmica de una cadena de caracteres es la longitud (en bits) del programa
mas pequeilo que produce como salida esa cadena. Esta definicion es extremadamente
abstracta y, en principio, es imposible encontrar tal programa.
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Capitulo 3

Procesamiento de sefiales inmersas en AWGN y en caos

3.0 Introduccion

En este capitulo se presentan resultados originales sobre técnicas de rescate de

informacion inmersa en ruido y en sefiales cadticas en casos en que no es posible un filtrado
directo del ruido. El estudio comprende la simulaciéon por computadora de las técnicas
propuestas asi como su realizacion real. Se analizan distintas situaciones de interés en
comunicaciones:

Estimacion de los parametros (amplitud y frecuencia) de sefiales periddicas inmersas en
ruido blanco gaussiano y caos empleando correlacion y técnicas espectrales [Hidalgo y
Fernandez, 1994; Hidalgo y Fernandez, 1997; Fernandez et al., 2004, Fernandez et al.,
2005, Hidalgo et al., 2002].

Rescate de sefiales periddicas (senoidales, cuadradas, triangulares) y no periodicas (en
especial sefales de voz) inmersas en ruidos aditivos, de tipo blanco gaussiano y caodtico.
Se desarrollé un método que combina filtrado digital y wavelets. [Ferndandez et al.,
2002, Fernandez et al., 2003].

Rescate de senales periddicas y no periddicas de voz empleando un receptor caotico
gemelo al transmisor. [Hidalgo et al., 2001b, Hidalgo et al., 2002].

Deteccion de la presencia de una sefial de informacion en una portadora cadtica
empleando conceptos de entropia y complejidad. [Ferndndez et al., 2005].

Para las implementaciones reales se disefiaron bancos de medicion controlados por PC,
que emplean placas DSP (Digital Signal Processors). [Hidalgo et al., 2001; Rivera et
al., 2001; Rivera et al., 2003, Ferndndez et al., 2004, Fernandez et al., 2005]
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3.1 Estimacion de amplitud y frecuencia de seifiales periodicas inmersas en ruido blanco
gaussiano aditivo (AWGN)

En numerosas aplicaciones es de relevancia poder estimar, con el menor error
posible, tanto la amplitud como la frecuencia de una sefial periddica inmersa en ruido [Kay,
1989; Gough, 1994; Quinn, 1997; Macleod, 1998]. En la literatura especifica se ha
propuesto una amplia variedad de estimadores que se diferencian entre si en cuatro aspectos:
a) el umbral de la relacion S/N por encima del cudl la estimacion tiene un error aceptable; b)
el rango de frecuencia dentro del cual debe permanecer la sefial para obtener una estimacion
con error aceptable; c) el sesgo (bias) de la estimacion y d) la complejidad computacional de
los algoritmos utilizados.

Para el caso de sefiales senoidales Rife y Boorstyn propusieron un estimador de
frecuencia de maxima verisimilitud (MLE) basado en el célculo de la FFT [Rife y Boorstyn,
1974]. Este estimador exhibe el tipico efecto de umbral de los estimadores no-lineales pero
su comportamiento es independiente de la frecuencia. Brown y Wang desarrollaron un
estimador basado en multiples aplicaciones de un proceso de diezmado y filtrado pasabajos,
estimando la frecuencia mediante técnicas de prediccion lineal y heterodinizacion digital. El
algoritmo es uniforme en todo el rango de frecuencias digitales (+1) y su complejidad
computacional es menor que la del caso anterior [Brown y Wang, 2002].

Para aplicaciones en tiempo real se emplean procedimientos basados en el Teorema
de Prony como el presentado por Marple [Marple,1987], con buenos resultados. La
propuesta de Marple consiste en calcular en forma analdgica la autocorrelacion de la sefal y
determinar la frecuencia de la sefial senoidal empleando un modelo autoregresivo. La
desventaja de este método es que admite niveles de relacion S/N s6lo moderadamente altos
(mayores a 5 dB). Boyte et al. [1990] propusieron una mejora al método de Prony que lo
hace mas exacto en presencia de niveles moderados de ruido. Fung er al [2004]
consideraron la situacion que se presenta cuando el registro de datos es corto. El algoritmo
que proponen muestra un excelente comportamiento en un amplio rango de frecuencias y es
esencialmente no polarizado, pero tiene la desventaja de requerir que la relacion S/N sea
superior a 0 dB. Muravchik y Loffler [/988] presentaron dos estimadores para la funcion
Distribucion Espectral de Potencia (PSD) asociada a una serie temporal que convergen con
probabilidad uno a la verdadera PSD.

La propuesta de esta tesis [Fernandez et al., 2004] es un método basado en el uso
conjunto de la funcién autocorrelacion y de un algoritmo iterativo que, a partir de una
primera aproximacion de la FFT calcula la verdadera relacion entre el periodo de la sefial y
la duracion de la ventana rectangular utilizada. A partir de esta relacion se ajusta por
software la frecuencia de muestreo para disminuir la dispersion espectral. Este método de
ventana ajustable representa una mejora significativa de las mediciones [Hidalgo et al.,
2002].

Sea s(¢) una sefial periddica de amplitud pico 4, frecuencia f; y n(?) una sefial de
ruido blanco con distribucion gaussiana y valor medio nulo. Considerando que el ruido es
aditivo, se obtiene entonces la informacion enmascarada

x(t)=s(t)+n(t) - 3.1)
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Si se admite que las sefiales s(?) y n(?) no se encuentran correlacionadas, la funcion
autocorrelacion de x(¢) consta de sélo 2 términos

R, (t)=R,(7)+R, () | (3.2)

donde R (7) y Run(7) son respectivamente las funciones autocorrelacion de la sefial y

autocorrelacion del ruido. Las sefiales s(7) y R,s(7) son periddicas y de igual periodo, en tanto

que R,,(r) decae exponencialmente por tratarse de ruido filtrado. Por lo tanto, para valores

de 1 suficientemente grandes es posible obtener la informacion de amplitud y frecuencia de
la sefal s(7) a partir de la amplitud y frecuencia de Ry,(7).

El algoritmo desarrollado, que se describe en la seccion 3.1.2, se basa en el calculo
de la FFT con una ventana de duracion autoajustable y, como se demuestra mejora los
errores en la estimaciéon de ambos parametros, respecto del uso de ventanas usualmente
empleadas en los sistemas de medicion.

La Ec. (3.2) presupone un tiempo de integracion infinito, cosa que no es posible si se
quieren realizar los célculos con una computadora. En la préctica se emplea una estimacion
no polarizada dada por

(3.3)

R (n)= Nl Z_fx(jA) x(jA—nA)

R

para 0 <n <N, donde N es la longitud del registro y A es el periodo de muestreo (1 / fy). La
Ec. 3.13 presenta errores significativos cuando el valor de n—N, por lo que para calcular su
FFT se debe considerar un segmento de longitud Ny ubicado simétricamente entre los N

valores de R_(n).

La Transformada Discreta de Fourier (DFT) de un segmento de longitud Ny de la Ec.
(3.3) puede calcularse por la expresion

N+ -1 _j2mk
Fky= Y R.(mexp ™ (3.4)
conk=0, ... Ny-1;donde n,;, es el minimo valor de n para el cual puede despreciarse la

contribucion de R (7). Dado que la Ec. (3.4) se calcula mediante el algoritmo de la FF'T, N,,
debe ser potencia de 2.

El uso de un segmento de longitud fija para el calculo es equivalente a pesar la
funcién original mediante una ventana rectangular de duraciéon N, y produce el efecto
conocido como dispersion espectral. Para tratar de resolver este problema generalmente se
recurre al empleo de diferentes funciones ventana. Como se expuso anteriormente en esta
tesis se adopta el uso de una ventana rectangular, cuya duracion se ajusta automaticamente
para adaptarse a un numero entero de periodos de la sefial, obteniendo una mejora apreciable
en la determinaciéon simultanea de amplitud y frecuencia respecto de las ventanas
usualmente adoptadas en la literatura [Fernandez et al., 2005].
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3.1.2 Algoritmo para obtener una ventana autoajustable en el calculo de la FFT

El andlisis espectral de sefiales muestreadas es una técnica basica en muchas
disciplinas cientificas. Las sefiales se transforman del dominio del tiempo al de la frecuencia
empleando la DFT, que puede calcularse en forma eficiente con el algoritmo de la FFT. Si
la frecuencia de muestreo y la duracion de la ventana no son los adecuados, el empleo de la
DFT produce los errores denominados solapamiento y dispersion espectral. El solapamiento
se produce cuando la frecuencia de muestreo no es suficientemente alta, y puede reducirselo
aumentando dicha frecuencia. La dispersion espectral se debe al truncamiento requerido
para convertir la sefial muestreada en una secuencia de longitud finita. Para resolver este
problema se han desarrollado un conjunto de métodos conocido como Transformada Rapida
de Fourier Interpolada (IFFT = Interpolated Fast Fourier Transform), que calculan la
frecuencia, amplitud y fase de las lineas espectrales originales a partir de las del espectro
distorsionado. Se diferencian esencialmente por el tipo de ventana que utilizan para calcular
la FFT.

El método de la ventana ajustable que aqui se presenta también puede considerarse
como una técnica [FFT. La principal diferencia es que solo se utiliza una ventana
rectangular y un algoritmo desarrollado en lenguaje C. A pesar de su simplicidad, el método
es muy eficiente para reducir significativamente la dispersion espectral. La idea principal del
algoritmo es evaluar la frecuencia de la sefial de entrada, y luego modificar por software la
frecuencia de muestreo, mediante las técnicas de diezmado e interpolacion, de forma de
obtener una ventana rectangular cuya duracion sea adecuada. Aunque el algoritmo se
desarrolld sobre la base de sefiales armonicas, los resultados experimentales y las
simulaciones muestran una drastica reduccion de la dispersion espectral también en el caso
de senales poliarmonicas. Se verifico la estabilidad del método frente a diferentes estrategias
de diezmado e interpolacion, tanto en las simulaciones como en mediciones reales.
Actualmente existen instrumentos de laboratorio que incorporan los algoritmos de calculo
de la FFT y reduccion de dispersion espectral. Un caso tipico es el osciloscopio HP5420A,
capaz de mostrar “on line” la FFT de la sefal de entrada. Incluye tres tipos de ventanas:
Hanning, Flattop y Rectangular. El método propuesto en esta tesis es comparado con
mediciones reales hechas con este instrumento.

Sea una senal periddica, s(¢) =A4, cos (2nt / Ty +¢) con periodo T desconocido. Sea
w(?) una funcidn ventana rectangular de ancho 7, definida por

1 0<t<T,
£ =
M= <0 0 2T, (3.5)

Si se multiplican s(¢) y w(), se obtiene

x(t) =w(t).s(t) - (3.6)

Las respectivas transformadas de Fourier son:

W(f)=Ty e’™"™ sinc(/T,)
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X(f)= ;[(ejgej’ﬁw UL sine(T, (f —1/T,)+e ™IV DT sine(T, (f+1/T,)]  (3.7)

Para aplicar la FFT se toman N muestras de la sefial con un periodo de muestreo 7;. La
ventana w(f) representa una limitacién al valor maximo de N, que deberd satisfacer N <
T,/ Ts. El espectro discreto dado por

(Xt} ={x(k/T), k=0,..N-1} , (3.8)

no tendra componentes espectrales artificiales (es decir no tendra dispersion espectral)
unicamente en el caso en que 7,/7) sea un entero; pero esto generalmente no se cumple
debido a que 7y no se conoce a priori.

Por ejemplo, en la Figura 3.1 se considera el caso particular de una onda senoidal de
amplitud 1 Vpp y periodo 7= T,/ 2.5. El espectro resultante X(f) esta dibujado en linea de
puntos. El resultado de la FFT es un conjunto de muestras de este espectro tomadas a
intervalos de 1/T,,, que estan representadas en la Figura 3.2 mediante lineas sélidas (bins). El
grafico muestra como se ha modificado el espectro de la sefal: se ha perdido la componente
espectral real y apareci6 una cantidad de componentes espurias.
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Fig. 3.1 Espectro discreto de s(t) obtenido con la DFT

El algoritmo propuesto consta de los siguientes pasos:

1) A partir del gréafico distorsionado del modulo de la DFT se determinan:
a) A;la amplitud de la mayor barra espectral y k; su orden (es decir el bin 2 en
la Figura 3.1).
b) A la amplitud de la méxima barra espectral adyacente a la anterior y su
orden k> = k; £ I (es decir el bin 3 en la Figura 3.1).

2) Si se supone que f; es lo suficientemente elevada como para despreciar las
componentes espectrales centradas en multiplos de f;, entonces puede escribirse
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4, o sine(k, — C) -+ sinc(k, + ) = 8™ __2C . , (3.9)
T C*—k,
A, o sinc(k, —C)+sinc(k, + €)= $Em) _2C . : (3.10)
T C’—k,

donde C = T,/T) es la relacion entre la duracién de la ventana y el periodo de la
sefal. Si se divide (3.9) por (3.10) se obtiene

_ Ak Ak (3.11)
A1+A2

C2

3) Se resuelve la ecuacion (3.11) para T)
4) Se define un nuevo tamafio de ventana 7,,' que se ajusta para ser exactamente un
multiplo entero m de T),

, T
T, =ml, =int(C)-~ (3.12)

donde int(C) significa la parte entera de C.

Debe notarse que este nuevo tamafio de ventana podria obtenerse re-muestreando la
sefial con un namero diferente de muestras y/o con un periodo de muestreo diferente, pero
en la practica ninguno de estos cambios puede hacerse de manera directa. El nimero de
muestras estd limitado a ser una potencia de dos para aprovechar la eficiencia de la FFTy el
periodo de muestreo se puede cambiar por hardware (modificando la frecuencia de un DDS
-Direct Digital Synthesis). En nuestro caso se modifica la frecuencia de muestreo por
software a un nuevo valor dado por

r=N (3.13)
TW
Para lograr esta modificacion se utilizan dos procedimientos basicos del procesamiento
digital de senales: el diezmado y la interpolacion. Los métodos de interpolacion analizados
(lineal y sinc) para crear las nuevas muestras condujeron a resultados similares en la
estimacion tanto de la amplitud como de la frecuencia de la sefial. Por lo tanto en el caso de
mediciones reales se emple6 la interpolacion lineal que resulta mas simple.

Sea (L-1) el nimero de muestras insertadas por la interpolacion entre dos muestras
consecutivas de la secuencia original, y (M-1) el nimero de muestras removidas por el
diezmado, entonces

. L
= ) 3.14
Js=777 (3.14)
Combinando las ecuaciones (3.13) y (3.14) se obtiene

L C _ (3.15)

M int(C)

Una condicion adicional es que tanto L como M deben ser niimeros enteros dado que
representan respectivamente la cantidad de puntos que se colocan entre muestras y la
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cantidad de puntos que se remueven. En este trabajo se usa M =1000 para obtener al menos
tres digitos exactos en el cociente de la ecuacion (3.14), obteniendo de la misma el
correspondiente valor de L. La nueva secuencia “re-muestreada’” por software de la manera
indicada, se emplea para hacer un nuevo célculo de la FFT, a partir del cual se recuperan la
amplitud y la frecuencia de la sefial. La Figura 3.2 muestra el diagrama de flujo que sintetiza
el algoritmo propuesto.

Adquirir registro de N muestras

v

Calcular la FFT

v

Calcular el valor de C

Y

Modificar fy; (resample)

v

Recalcular FFT

Fig. 3.2 Diagrama de flujo del algoritmo

3.1.3 Banco de Medicion

En la Figura 3.3 se presenta el banco experimental utilizado para verificar el
funcionamiento del algoritmo. Estd constituido por una placa DSP Dalanco Spry 310
conectada al bus ISA de una PC, un generador de funciones programable (HP33120A) y un
osciloscopio HP 54520 que tiene la capacidad de calcular la FFT de la sefial de entrada. La
interfase HPIB se utiliza para controlar los procesos de ajuste de los instrumentos y la
medicion. Se adquieren N = 1024 muestras de la sefnal entregada por el generador de
funciones a una  f;= 50 Ks/s, lo que corresponde a un tamano de ventana 7,, = 20.4 ms y
una resolucion teodrica en frecuencia de 48.828 Hz. En todos se ajusta el osciloscopio para
medir con la maxima resolucion posible (1 dB/div).
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Fig. 3.3 Banco de medicion para probar las caracteristicas del algoritmo
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Se mide una forma de onda senoidal de 4o = 0.5 Vp (1 Vpp 0 +3.9794 dBm) y frecuencia f;
en el rango 100 Hz a 5 kHz aproximadamente. El tamafio de ventana utilizado en la primera
aproximacion debe ser mayor que el periodo de la sefial para obtener buenos resultados. En
todas las mediciones reportadas aqui, elegimos una ventana de muestreo de por lo menos el
doble del periodo de la sefial (esta condicion impone el limite menor de frecuencia en 100
Hz). Por otra parte la frecuencia de muestreo debe ser por lo menos diez veces la frecuencia
fundamental de la sefial de entrada para obtener mas de 10 muestras/periodo (lo que impone
el limite de la frecuencia mas alta en 5 kHz). Cabe notar que estas limitaciones son usuales
en cualquier técnica de FFT. Las diferencias entre el espectro teorico, los valores medidos
empleando el algoritmo propuesto y el resultado que se obtiene empleando algunas ventanas
estandar se muestra en las Figuras (3.4-3.7). En las Figuras 3.4 se muestran los errores de

amplitud (20 logA/ A,) para el rango completo de frecuencias. El generador cambia la
frecuencia de la sefial en pasos de 48.828 / 4 Hz = 12.207 Hz.
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Fig. 3.4 Errores de amplitud obtenidos comparando el valor estimado con el valor real: a)
Algoritmo; b) Ventana Rectangular; c) Ventana de Hanning; d) Ventana Flattop

Todas las curvas de error denominadas "algoritmo" muestran el valor medio sobre una

estadistica de 100 mediciones. La dispersion tiene un valor maximo dado por: ca = 0.29 dB
(Figura 3.4).

Puede notarse que los errores en el algoritmo se incrementan cada vez que el tamafio
de la ventana original tiene un valor cercano a un multiplo del periodo de la sefal. EI motivo
de ello es que para esos valores particulares en realidad no seria necesario efectuar
correcciones en el tamafio de la ventana. Este efecto disminuye para altas frecuencias debido
a que el nimero de ciclos dentro de la ventana aumenta. Por otro lado, para estos mismos
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valores de frecuencia los errores obtenidos con el algoritmo son considerablemente menores
que los del osciloscopio. Solamente en el rango de muy baja frecuencia la ventana Flattop
proporciona un espectro con un error de amplitud menor.

La Figura 3.5 muestra los errores relativos en frecuencia para los mismos casos que
los mostrados en la Figura 3.4. La dispersion en el calculo de la frecuencia empleando el
algoritmo tiene un valor maximo dado por or= 0.421Hz.
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Fig. 3.5 Errores relativos de frecuencia: a)algoritmo b) ventana rectangular c) ventana
de Hanning d) ventana Flattop

Las Figuras 3.6 a 3.11 son ampliaciones de las Figuras 3.4 y 3.5 en los rangos de

frecuencias bajos, medios y altos respectivamente. En estos casos el paso de frecuencia se
reduce a 48.828 / 40 Hz = 1.2207 Hz.
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Fig. 3.6 Ampliacion de la Fig. 3.4 para el caso de bajas frecuencias
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Fig. 3.11 Ampliacion de la Fig. 3.5 para el rango de las frecuencias altas

Las Tablas 3.1a y 3.1b muestran la aplicacion del algoritmo de ventana
autoajustable aplicado sobre una onda cuadrada de periodo 73,/9.5. La columna denominada
Exact corresponde a la Transformada de Fourier tedrica. Las restantes corresponden a los

resultados obtenidos por el algoritmo y por las ventanas Rectangular, Hanning y Flattop
del HP5420A.

Tabla 3-1a: Errores de frecuencia para una onda cuadrada empleando el algoritmo y las
ventanas usadas por un instrumento comercial

Exact Algoritmo Rectangular Hanning Flattop
Frec. (Hz)

Valor Valor Error Valor Error Valor Error Valor Error

Fundamental | 463.87 | 463.37 -0.50 488.28 24.41 488.28 24.41 439.45 | -24.42
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Tabla 3-2b: Errores de amplitud para una onda cuadrada empleando el algoritmo y las
ventanas usadas por un instrumento comercial

Amplitud Exact Algoritmo Rectangular Hanning Flattop
dBm Valor Valor Error Valor Error Valor Error Valor Error
1™ arm. 6.078 6.062 -0.016 2.188 -3.890 4.688 -1.390 5.937 -0.141
3" arm. -3.465 | -3.520 | -0.055 | -6.563 | -3.098 | -5.000 | -1.535 | -3.438 0.027
5% arm. -7.902 | -8.028 | -0.126 | -11.563 | -3.661 -9.375 | -1473 | -7.813 0.089
7™ arm. -10.824 | -10.831 | -0.007 | -14.063 | -3.232 | -12.188 | -1.375 | -10.930 | -0.099
9™ arm. -13.007 | -13.075 | -0.068 | -16.625 | -3.618 | -14.688 | -1.681 | -13.125 | -0.118

La capacidad del algoritmo para separar dos componentes espectrales muy proximas
(a menor distancia que la resolucion tedrica de ventana) se prueba empleando una sefial
compuesta dos ondas senoidales de 2077 Hz, 0.66 Vpp y 2167 Hz, 0.17 Vpp
espectivamente La FFT se muestra en las Figuras 3.12a a-d y los valores medidos se
reportan en la Tabla 3.2.
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Fig. 3.12 Espectros de la sefial compuesta por dos senoidales una de 2077 Hz y 0.66 V,,, y la otra de 2167 Hz y 0.17 V,,

Esta senal es especialmente interesante ya que su espectro tedrico tiene dos
componentes espectrales tan cercanas que se requiere una resolucion en frecuencia menor a
la que se podria obtener, teéricamente, con la ventana. Los espectros obtenidos con el
osciloscopio HP, utilizando las diferentes ventanas, se muestran en la figura 3.12 a-d. El
osciloscopio no es capaz de resolver cada linea espectral, mostrando solamente un pico. Si
se aplica el algoritmo (Fig. 3.12a) ambas componentes espectrales se identifican claramente.
Esta capacidad se confirma en la Tabla 3.2
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Tabla 3.2: comparacion del método propuesto con distintas estrategias de estimacion de amplitud y
frecuencia

Exact Algoritmo Rectangular Hanning Flattop

Valor Valor Error Valor Error Valor Error Valor Error

Seiial senoidal 1:

Frec. (Hz) 2077 2075 -0.09% 2020 -2.74% 2050 -1.3% 2050 -1.3%

Amp (dBm) 0.37 0.0844 | -029db | -3.75 | -4.12db | -1.25 | -1.62db | 0.9375 | 0.57 db

Seiial senoidal 2: (N.D.*: no detectada)

Frec. (Hz) 2167 2171.4 0.2% N.D.* N.D.* N.D.* N.D.* N.D.* N.D.*

Amp (dBm) | -11.41 -12.54 | -1.13db | N.D.* N.D.* N.D.* N.D.* N.D.* N.D.*

Para obtener errores de frecuencia del orden de los producidos por el algoritmo
(menores que 1Hz) se deben utilizar ventanas cuya longitud es cincuenta veces mayor, con
el correspondiente incremento del tiempo de procesamiento y requisitos de memoria. El
empleo de este algoritmo elimina la nocidn habitual que la resolucion de frecuencia es
f/N. Dado que cambia dindmicamente la frecuencia de muestreo disminuye
significativamente el error por debajo de esa resolucion original.

3.1.4 Combinacion de autocorrelacion vy ventana ajustable para estimacion de parametros
de seriales periodicas inmersas en AWGN

En el caso de una sefial periddica inmersa en AWGN puede combinarse la
autocorrelacion en la forma indicada en la seccion 3.1.1, con el método descripto en las
secciones 3.1.2 a 3.1.4, para recuperar la amplitud y frecuencia de la autocorrelacion de la
sefial. Si se conoce el tipo de sefial (senoidal, cuadrada, triangular, etc.) pueden entonces
recuperarse la amplitud y frecuencia de la sefial a partir de las de su correlacion. La figura
3.13 muestra un diagrama en bloques del sistema.

S()/No S/N

>® »| Correlador |—p| Algoritmo |— EStim;i‘?;ciZ ;:;phtud

s(t)

n (t)

Fig. 3.13. Diagrama en bloques del sistema que realiza la estimacion de amplitud y frecuencia de
sefiales periodicas.

Empleando Matlab®, se simula el funcionamiento del algoritmo. Se genera una sefial
senoidal s(7) de 2048 muestras de amplitud 4p= 1V y 382 ciclos dentro de la ventana, a la
que se le suma ruido n(f) de amplitud 3 veces superior (S/N = -9.54 dB). La Fig. 3.14
muestra la sefial suma x(¢) =s(¢)+n(t) .
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Fig. 3.14 Seiial senoidal enmascarada por AWGN

La Fig. 3.15 muestra el segmento Ny de la funciéon Rxx(z) elegido para calcular su FFT
segun lo indicado en 3.1.1.
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Fig. 3.15 Segmento Ny de la funcion autocorrelacion

18

La Fig.3.16a muestra el segmento Ny de 512 puntos de la sefial senoidal inmersa en
AWGN, en la Fig. 3.16b se grafica la funcién autocorrelacion Rxx(z). La Fig 3.16¢c
corresponde a la FFT de este segmento donde se observa la dispersion espectral producida
por la ventana rectangular. La Fig 3.16d muestra el mismo segmento de 512 puntos en su
version diezmada e interpolada , de manera que dentro de la ventana el nimero de ciclos de
la senal sea entero. En esta caso se ha reducido notablemente la dispersion espectral y el
error en la estimacion de la amplitud y frecuencia de la sefial es significativamente menor.
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Fig. 3.16 a) Seiial senoidal inmersa en AWGN b) Funcion autocorrelacion Rxx(z). ¢) FFT con la ventana
rectangular tradicional d) FFT con ventana autoajustable

En la Figura 3.17a se muestra el histograma (PDF) obtenido para 2000 valores de la
estimacion de amplitud obtenida con el algoritmo y en la 3.17b se presenta el caso de la
estimacioén empleando la ventana rectangular tradicional.

70
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Fig 3.17. a) PDF para 2000 valores de amplitud con ventana autoajustable b) PDF para 2000 valores de
amplitud con ventana rectangular

La estimacion de la amplitud para el caso de la Fig. 3.17 aes A= (0.9912 £ 0.095) V en

tanto que para el caso de la Fig. 3.17 b es A= (0.8073 + 0.076) V. Es decir la estimacion
realizada con la ventana autoajustable tiene un error mucho menor y su valor medio tiende
al valor real de la sefial (no-sesgada).
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La PDF de la estimacion de la frecuencia de la sefal inmersa en AWGN se muestra
en la Fig. 3.18a empleando la ventana autoajustable ( f‘ = (382.0099 £ 0.0874) Hz) y en la

Fig. 3.18b con la ventana rectangular ( f =380 Hz o f = 384 Hz). En este ultimo caso la

frecuencia estimada oscila, segun el nivel de ruido adicionado, entre dos valores
determinados por la resolucion espectral de la FFT (la resolucion es igual a la inversa de la
duracion de la ventana de 512 puntos —1/4 de 2048- que se emplea para el célculo).
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Fig 3.18. a) PDF para 2000 valores de frecuencia con ventana autoajustable b) PDF para 2000 valores
de frecuencia con ventana rectangular

La Fig. 3.19 muestra el logaritmo del error en la estimacion de frecuencia (of)
normalizado con la frecuencia medida, como funcién de la frecuencia y de S/N. El valor
unitario en el eje de frecuencias corresponde equivale a la mitad de la frecuencia de
muestreo.
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Fig. 3.19. Comparacion entre los errores en la estimacion de la frecuencia obtenidos con el método
propuesto, y la cota de Cramer Rao
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El plano que cubre el grafico de la Fig. 3.19 representa una cota de minimo error en la
estimacion de acuerdo a los trabajos originales de Cramer Rao [1946]. Es usual emplear esta
cota como parametro de comparacion de los diversos métodos de estimacién de la
frecuencia [Rife y Boorstyn, 1974, Lang y Mc Clellan, 1980; Fitz, 1994, Macleod, 1998;
Brown y Wang, 2002; Fernandez et al, 2004]. Para el método de estimacion propuesto la
cota esta dada por

e p— 6 (3.16)
(ZJN(Nz—l)
O

donde N es el nimero de iteraciones para el calculo de la estadistica, A es el valor eficaz de
amplitud de la sefial, c es la dispersion del ruido a la salida del correlador y ocr es el
limite del error de la estimacion de la frecuencia. Si a ocgr se lo divide por la frecuencia de
muestreo digital (2) y se calcula el logaritmo se obtiene el plano mostrado en la Fig. 3.19,

6 (3.17)

201og2i=201og2i | e
O

En la Figura 3.20 se muestra la curva para una frecuencia fija (300 ciclos en la ventana) con
diferentes relaciones S/N. En esta se observa claramente la presencia de un umbral propio de
los sistemas no lineales para una relacion S/N de aproximadamente —15 dB. A partir de ese
valor se obtiene una estimacion de la frecuencia con un error proximo al determinado por la
cota de Cramer Rao.
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Fig. 3.20 Interseccion de las superficies de la figura 3.19 con el plano =300 ciclos/ventana
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Es posible realizar un grafico similar (Fig. 3.21) para evaluar el error cometido en la
estimacion de la amplitud de la sefial senoidal para diferentes frecuencias y relaciones S/N.
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Fig. 3.21. Error relativo en la estimacion de amplitud para diversas frecuencias y relaciones S/N

Si se grafica una de las curvas de la Fig. 3.21 para diferentes S/N y frecuencia fija
(300 ciclos en la ventana) se obtiene la Fig. 3.22.
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Fig. 3.22 Interseccion de la superficie de la Fig. 3.21 con el plano =300 ciclos/ventana
Cabe destacar que para obtener con una ventana rectangular convencional resoluciones

comparables a las del método propuesto se requieren ventanas mucho mas largas,
implicando un elevando tiempo de procesamiento.
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3.1.5 Banco de Medicion para estimacion de senales inmersas en ruido por el método
propuesto en 3.1.4

Para verificar experimentalmente la efectividad del método propuesto en 3.1.4 se
implement6 el banco de medicion de la Fig. 3.23. El circuito adicionado permite sumar
sefales provenientes de los dos generadores empleados para generar la sefial y el ruido
respectivamente. A la salida del generador de ruido se colocé un filtro pasabajos con una
frecuencia de corte f. = 8700 Hz para limitar su potencia.
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. 1
AN
Noise 3 >—‘ 1k5 Q
Source 39 kQ |

- PC

A
g; o 12 > 8 DSP
.

Board
5 1k5 Q
Signal 5 >—74»——/\/\/¥——
Source

+
Fig. 3.23 Circuito para comprobar el comportamiento del algoritmo de ventana autoajustable

Se ajustd el generador 1 para generar una salida senoidal de amplitud 4 =40 mVp y
f =660 Hz en tanto que el generador 2 se ajustod para entregar un nivel de ruido o= 250 mV.
Para calcular la estadistica que permita estimar los parametros de la sefial periddica se
adquieren 3000 muestras. Los resultados obtenidos se muestran en la Figura 3.24.

100 T T T T T 70

Numero de eventos
Numero de eventos

656 658 660 662 664 666 0.03 0.035 0.04 0.045 0.05

Frecuencia Ampnlitud

Fig. 3.24 Resultados obtenidos en a) la estimacion de la frecuencia b) la estimacion de amplitud

El valor estimado de la frecuencia resulté f=659.9358.Hz con una dispersion
o,=1.739Hz y para la amplitud A=41.1 mV con ox = 4.4 mV. Luego se ajustd el

generador 1 para obtener una onda cuadrada de amplitud 4 = 80 mVppy f = 660 Hz. El
generador 2 entrega un nivel de ruido o = 250 mVpys Para calcular la estadistica que
permita estimar los parametros de la sefial periddica se adquirieron 3000 muestras. Los
resultados obtenidos se muestran en la Figura 3.25.
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0
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Fig. 3.25 Resultados obtenidos en a) la estimacion de la frecuencia de la onda cuadrada b) la
estimacion de amplitud de la onda cuadrada

Las estimaciones obtenidas son: f = 660.0 Hz con una dispersion oy = 1.2 Hz 'y A=51mV

con oy = 4.5 mV. Nétese que la amplitud y frecuencia estimadas corresponden a la
correlacion de la onda cuadrada. La frecuencia de la onda cuadrada es idéntica a la de su

A

. . ~ A
correlacion pero su amplitud resulta ser 4, = 77[ =81.5mV .

3. 2 Estimacion de parametros amplitud y frecuencia de seiiales periddicas inmersas en
ruido cadtico aditivo

Las series temporales cadticas poseen informacién cualitativa que permite clasificar
el sistema que las genera. Esa informacion puede obtenerse de dos maneras:

1.- Reconstruyendo el atractor, mediante el método de los retardos. Cada sistema tiene
un atractor caracteristico.

2.- Empleando la funcién autocorrelacion, que produce un determinado patrén para
cada tipo de sistema.
La Fig. 3.26 muestra los atractores reconstruidos a partir de una serie temporal originada en
cuatro sistemas diferentes: Chua, Rossler, Lorenz y Van der Pol. La Fig. 3.27 muestra la
reconstruccion del espacio de fase de otros dos sistemas caoticos discretos muy estudiados:
el mapa de Henon y el de Yamakawa.
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Fig. 3.26 Cuatro atractores caoticos tipicos a) Chua b) Rossler ¢) Lorenz d) Van der Pol
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Fig. 3.27 Reconstruccion del espacio de fase a) Mapa de Henon b) Mapa de Yamakawa

La Fig. 3.28 muestra las funciones autocorrelacion de los sistemas de Chua, Henon, Lorenz
y Rossler.
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Fig. 3.28 Funciones autocorrelacion cuatro sistemas caoticos: a) Chua b) Henon c) Lorenz d)
Réssler
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Se puede concluir que el proceso de reconstruccion del atractor y el calculo de la funcion
autocorrelacion conducen a una identificacion del sistema cadtico que encripta la
informacion. Sin embargo el conocimiento del sistema no es suficiente para descifrar el
mensaje: el filtrado perfecto del mensaje solo es posible si se conoce ademas los parametros
empleados y la estrategia de modulacion empleada. Si bien todos los sistemas de encriptado
cadtico se basan en ocultar la informacion en la sefal caodtica, en algunos sistemas
simplemente se suma la sefal al caos (ACHN) mientras que en otros se efectia un proceso
de modulacion lineal o no lineal (esquema APD por ejemplo). Como se mostrd en la seccion
3.1.5 el algoritmo de la Ventana Autoajustable en combinacion con la funcion
autocorrelacion permiten estimar amplitud y frecuencia fundamental de una senal periodica
inmersa AWGN. A continuacidn se analiza la posibilidad de emplearlo cuando la mascara
es cadtica y aditiva.

Sea s(#) una senal senoidal de amplitud 4, (en el ejemplo 4, = 0.1 V) y frecuencia f;
(en el ejemplo f; = 210 ciclos en la ventana) y sea n(f) una sefial cadtica (en el ejemplo la
variable x; del oscilador de Rossler (Ec. (2.9)). La sefial enmascarada con ACHN est4 dada
por

x(t)=s(t)+n(t) . (3.19)

La Figura 3.29 muestra la aplicacion del algoritmo cuando la sefial senoidal estd bien
enmascarada, es decir cuando no es posible por filtrado separar los espectros de ambas
sefiales.

Senoidal enmascarada por caos Salida del correlador
5 2
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Fig. 3.29 a) Suma de sefial senoidal y caos b) Salida del correlador ¢) FFT de la salida del correlador (azul) —Espectro de

la serial (rojo) d) FFT de la salida del correlador calculada con ventana autoajustable (azul) — Espectro de la serial (rojo)

Los resultados de la estimacion son malos y lo mismo ocurre en el caso de una onda
cuadrada segin se muestra en la Fig. 3.30. La razon es que, como se puede observar en la
Figura 3.28d, la autocorrelacion de la sefial del oscilador de Rdssler no se extingue luego
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de algunos 7 como ocurre con el ruido blanco gaussiano. Por lo tanto, cuando se aplica el
método propuesto en 3.1.1 la autocorrelacion Ry, no coincidird con la de la sefial, y en su
FFT existen componentes espectrales espurias que enmascaran la identificaciéon de los
componentes de la sefial bajo analisis.

Suma de sefial cadtica y onda cuadrada Salida del correlador
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Fig. 3.30 a) Suma de onda cuadrada y caos b) Salida del correlador c) FFT de la salida del correlador (azul)
—Espectro de la cuadrada (rojo) d) FFT calculada con ventana autoajustable (azul)- Espectro de la cuadrada

Sin embargo, si el oscilador cadtico presenta una funcidon autocorrelacion que decae
rapidamente con el retardo, tal como ocurre con el oscilador de Henon (Fig. 3.28b), el
método propuesto en 3.1.3 permite estimar frecuencia y amplitud de la sefial periddica. En
una simulacion tipica una sefal senoidal de amplitud 4, = 0.2 V'y frecuencia f; = 211.75 Hz
fue contaminada con ruido cadtico aditivo generado por un oscilador de Henon. Los
histogramas obtenidos se muestran en la Figura 3.31.
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Fig. 3.31 Histogramas de la suma de una senoidal y una sefial de un oscilador de Henon a) Frecuencia b) Amplitud
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La Fig. 3.32 muestra el comportamiento del algoritmo en sus diferentes etapas. Notese que,
si se hubiera empleado ventana convencional se hubiera obtenido: f, =216 Hz vy
A=0.238 V. Los valores fueron obtenidos para 100 estimaciones. Se concluye entonces

que el método propuesto en 3.1 puede extenderse a mascaras cadticas con autocorrelacion
rapidamente decreciente con el retardo.

Suma de sefial senoidal y de Henon Salida del correlador
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Fig. 3.32 a) Suma de onda senoidal y Henon b) Salida del correlador c¢) FFT de la salida del
correlador d) FFT calculada con ventana autoajustable

3.3 Recuperacion mediante sincronizacion de sistemas cadticos, de sefiales inmersas en
caos y AWGN combinados.

La sincronizacion de sistemas cadticos permite recuperar informacion inmersa en
caos aun en casos mas ingeniosos de enmascaramiento. De hecho el receptor de un sistema
de comunicaciones basado en caos puede pensarse como el filtro ideal que permite eliminar
totalmente la sefial caodtica que enmascara la informacion. Un caso es el método APD
desarrollado por Kocarev y colaboradores [Kocarev y Parlitz, 1995]. En el método APD la
informacion no se suma a la portadora caodtica sino que se introduce en la dindmica del

sistema transmisor. Por ejemplo, un sistema APD de Rdssler estd modelado por las
siguientes ecuaciones diferenciales
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- .
dx d
d_;:a'i'xl(xz_ﬂ) %:a+yl(y2_ﬁ)
dx dy
< d_;:_xl_xs < d_;:_% Vs
dx dy
d_;:xz Xyt d_3:J’2_y3+S
s=y x,+i' L i"=s-y x, , (3.19)

donde 7 =t/ Aes el tiempo adimensional, A es el parametro de escalamiento temporal, i ‘(?)
es el mensaje original, i (¢) es el mensaje recuperado, s es la sefial enviada por el canal, x;
son las variables de estado del transmisor, y; son las variables de estado del receptory
a=2, f=4y y=145 En la Figura 3.33a se muestra i‘(z) como funcion de ¢/ T,
donde T, = 1/11025 s es el periodo de muestreo, y en la Fig. 3.33b el correspondiente

espectro de potencia.

. \ I \

-

0.8+

o

06}

o

0.4}

S

0.

N

i(t)

o

0.2+

N

04}

EN

-0.

()

-0.8+

<]

'
N

0 2000 4000 6000 8000 10000 12000
t/Ts
0.035
b
0.03}
0.025}-
—
= 002
~
a5
—
0.015}
0.01}
0.005
O L L L L L
0 100 200 300 400 500 600 700
f (Hz)

Fig. 3.33 a) Mensaje original: la voz de un hombre diciendo “this is a 16" b) Espectro de la sefial
de voz.
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La Fig. 3.34 a-c muestra s para 4 = 100, 20 y 5, respectivamente. Notese que el ancho de
banda de s (para i ' = 0) puede controlarse cambiando A. A medida que A disminuye todas
las velocidades del oscilador de Rdossler se incrementan y aparece contenido de mayor
frecuencia en la sefial de enmascaramiento. De este modo puede controlarse el efecto de
superposicion entre el espectro de la sefial cadtica y la sefial de informacion.

Sefial en el canal
IS

o 2000 4000 6000 8000 10000 12000

Sefial en el canal

o 2000 4000 6000 8000 10000 12000

Sefial en el canal

10

o 2000 4000 6000 ’000 10000 12000

t /T,

Fig. 3.34 . Seiial s enviada a través del canal de comunicaciones para tres valores de A a) A = 100;
b)A=20; c)A=5

La Fig. 3.35 muestra i " como funcién de i’ para A =100. En ella se muestra que el proceso
de filtrado no lineal realizado por el receptor permite que la informacién se recupere sin
ruido de sincronizacidn (resultados similares se obtienen para A = 20 y 4 = 5). Noétese que
la senal utilizada (voz) es una de espectro amplio que en general es mas compleja de
recuperar que las sefiales senoidales, periddicas y poliarmonicas.
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Fig. 3.35 Mensaje recuperado en el receptor como funcion del mensaje original para A =100. Las condiciones iniciales
son (1,1,1) para las variables de estado del transmisor y (0,1,1) para las del receptor. La linea vertical central en la

figura corresponde al transitorio previo a la sincronizacion.

Un caso mas interesante es el de enmascaramiento por un proceso compuesto. La
sefial de informacion (azul) es enmascarada con caos utilizando el esquema APD y luego es
contaminada con AWGN para simular los efectos del canal de comunicacion. Interesa
evaluar la capacidad del proceso de filtrado no lineal para recuperar la informacion. Se
analizaron sefiales senoidales y poliarmonicas con distintos niveles del AWGN.

La Figura 3.36a muestra los espectros de una sefial senoidal (azul) con 4 = 0.4 Vpp y
f = 1000 Hz enmascarada con una sefial caotica de Rossler (rojo) con el esquema APD. El
AWGN tiene una dispersion o = 0.01 V.
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Indice FFT Muestras

Fig. 3.36 a) Espectro de la mascara cadtica y de la sefial senoidal b) Seiial recuperada por el receptor gemelo (rojo) y
senial de informacion (azul)

En la Figura 3.37 se muestra el caso en que la misma sefial senoidal 4 =0.4 Vppy
f = 1000 Hz es enmascarada en esquema APD por un oscilador de Rdossler que cubre
totalmente el espectro de la sefial (sefial bien enmascarada). El AWGN tiene o= 0.01 V.
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Fig. 3.37 a) Espectro de la mascara cadtica y de la sefial senoidal b) Serial recuperada por el receptor gemelo (rojo) y sefial
de informacion (azul)

En las Figuras 3.38 y 3.39 se muestra el caso de una onda cuadrada para casos mal y
bien enmascarados respectivamente. La onda cuadrada tiene 4 = 0.4 Vpp y f= 750 Hz y el
AWGN tiene o= 0.01 V.
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Fig. 3.38 a) Espectro de la mascara cadtica y de la onda cuadrada b) Sefial recuperada por el receptor gemelo (rojo) y
sefial de informacion (azul)
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Fig. 3.39 a) Espectro de la mascara cadtica y de la onda cuadrada b) Serial recuperada por el receptor gemelo (rojo) y seiial

de informacion (azul)

En las figuras 3.40 y 3.41 se muestra el caso de una sefial triangular de 4 = 0.3 Vpp,
f=1000 Hz) para los mismos tipos de enmascaramiento de los casos senoidal y cuadrada.
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Fig. 3.40 a) Espectro de la mascara cadtica y de la onda triangular b) Seiial recuperada por el receptor gemelo (rojo) y

senial de informacion (azul)
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Fig. 3.41 a) Espectro de la mascara cadtica y de la onda triangular b) Seiial recuperada por el receptor gemelo (rojo) y sefial
de informacion (azul)

El empleo del receptor gemelo en configuracion APD permite recuperar sefiales perioddicas y
multifrecuentes bien o mal enmascaradas como se observa en las figuras 3.36 a 3.41 atin con
la presencia de AWGN contaminando el canal de comunicacion. En el caso en que ambos
ruidos son aditivos (ACHN + AWGN) también la recuperacion es muy buena con el
receptor gemelo. Las Figuras 3.42 a 3.49 muestra los mismos casos de las Figuras 3.33 a
3.40 pero ahora con ACHN +AWGN. Las amplitudes y frecuencias de las senales son las
empleadas en el caso APD. El AWGN adicionado tiene o= 0.01 V'
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Fig. 3.42 a) Espectro de la mascara cadtica y de la seiial de voz b) Serial recuperada por el receptor gemelo (rojo) y seiial
de informacion (azul)
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Fig. 3.43 a) Espectro de la mascara cadtica y de la serial de voz b) Senial recuperada por el receptor gemelo (rojo) y serial
de informacion (azul)
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Fig. 3.44 a) Espectro de la mascara cadtica y de la seiial senoidal b) Sefial recuperada por el receptor gemelo (rojo) y
senial de informacion (azul)
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Fig. 3.47 a) Espectro de la mascara cadtica y de la onda cuadrada b) Seiial recuperada por el receptor gemelo (rojo) y
serial de informacion (azul)
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Fig. 3.48 a) Espectro de la mascara caotica y de la onda triangular b) Sefial recuperada por el receptor gemelo (rojo) y
senial de informacion (azul)
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Fig. 3.49 a) Espectro de la mascara cadtica y de la onda triangular b) Seiial recuperada por el receptor gemelo (rojo) y
senial de informacion (azul)

Los resultados mostrados en las Figuras 3.42 a 3.49 indican que el receptor gemelo se
comporta como un filtro ideal que recupera la informacién en el caso que esta se sume a la
portadora cadtica, sin importar si los espectros de ambas se hallan superpuestos, aun con la
presencia de AWGN.

3.4 Métodos para eliminar mdscaras cadticas basados en reconstruccion de atractores

Como se vio las mascaras cadticas ain en el caso aditivo, resultan en general mas
dificiles de eliminar que el AWGN, a menos que se disponga del filtro ideal (sistema que
logra sincronizacion idéntica). Short [/994] y Short y Parker [/998] han propuesto un
método para desenmascarar mensajes basados en la reconstruccion completa del espacio de
fase a partir de una serie temporal, seguido por la estimacioén local de la dindmica de la
portadora en cada punto del atractor cadtico.

Perez y Cerdeira [/995] propusieron un método de extraer los mensajes empleando
mapas de retorno de dos dimensiones. Zhou y Lai [/999] emplearon un espacio de
coordenadas de embedding especial para recuperar mensajes enmascarados por sefiales
cadticas en el caso de sistemas con retardo temporal y diversos exponentes de Lyapunov
positivos. Feng y Tse [2001] disefiaron un demodulador adaptativo on line usando redes
neuronales con funciones de base radial. D’Anjou ef al., [2001] presentaron una regla
adaptativa de parametros que sincroniza globalmente un sistema caotico de Lorenz con
valores de pardmetros inicialmente diferentes. Todos los métodos mencionados estan
basados en el Teorema de Takens que prevé la posibilidad de reconstruir el espacio de fase
en funcion de las muestras de una Unica variable del sistema dinamico. Para que sean
efectivos, se requiere una serie temporal suficientemente larga de una o de varias variables
de estado asi como alguna informacién respecto del tipo de sistema caotico y del rango de
los parametros a ser explorado.
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En el trabajo de Perez y Cerdeira se demostro la forma en que la maéscara cadtica
puede removerse sin necesidad de recurrir a un sistema receptor gemelo. La idea consiste en
efectuar una reconstruccion parcial de la dindmica del sistema empleando mapas de retorno.

El sistema debe ser de baja dimension y debe tener una rapida relajacion de la
dindmica hacia el atractor, al menos en las escalas de tiempo usadas en el mensaje. Esto
permite a un tercero (intruso) efectuar una reconstruccion parcial de la dindmica empleando
mapas de retorno. Analizando la evolucion de la sefial sobre el conjunto de atraccion de esos
mapas, el mensaje puede extraerse. Este proceso no emplea en ningin momento la
reconstruccion completa de la dindmica del transmisor, un procedimiento que consume gran
cantidad de tiempo, y que requiere el embedding en un espacio de mayor dimension al del
receptor propuesto.

Para mostrar la forma en que se efectia el desenmascaramiento se simula el
comportamiento de un sistema transmisor-receptor que emplea las ecuaciones de Lorenz.
Las ecuaciones del transmisor y receptor son

dx
(ZL=0(y,-x) (a)
dr
d
< l:rxl_yl_xlzl (b)
dr
dz
L d_rl =x,y, —bz, , (c) (3.20)
( &:U(yz_xz) (a)
dr
< %=rx2—y2—x222 (b)
dr
dz
L d_;:xzyz —bz, ) (©) (3.21)

donde 7 = K.t es un factor de escala. Los valores de los parametros son o = 16.0, »r =45.6 y
b = 4. En el segundo conjunto de ecuaciones, el uso de x; en lugar de x; en las ecuaciones
3.21by c tiene el efecto de sincronizar el segundo oscilador al primero. Esto significa que si
se comienza con dos osciladores desde diferentes condiciones iniciales, pero usando el
mismo conjunto de pardmetros, las variables en el receptor tenderan a los valores en el
transmisor. La transmision de los datos se implementa de dos formas. En el caso de la
transmision digital se modifica el pardmetro b, en las ecuaciones del transmisor, entre dos
valores de referencia b = 4 y b = 4.4. El parametro correspondiente en el receptor se
mantiene fijo en el nivel de referencia, dando como resultado que los osciladores se
sincronizan cuando los pardmetros son iguales y se desincronizan cuando son diferentes.

Esta desincronizacion se manifiesta en el cuadrado de la diferencia (x, —x,)* que presenta
fluctuaciones permanentes cuando los dos b son diferentes.
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La segunda opcion para la transmision de los mensajes es sumar un pequeiio mensaje
analdgico m(t) a la variable x,(z) produciendo una excitacion modificada s(?) = x;(¢) + m(1).
Esta nueva excitacion se alimenta en el receptor. Se logra una sincronizacion que esta lejos
de ser perfecta dado que la sefial de entrada no es exactamente una variable del sistema de
Lorenz. No obstante, la frustracion del proceso de sincronizaciéon puede usarse como una
forma de recuperar el mensaje, usando para este propdsito la diferencia s(z) - x2(2). Este
proceso dista de ser trivial. La diferencia entre la excitacién y la respuesta no reproduce
exactamente el mensaje m(?), y la correlacion entre las dos depende fuertemente de las
frecuencias involucradas. Esto sucede porque, como puede verse en el proceso de
simulacion, el error en el proceso de sincronizacion decae con su propia escala temporal y
no mondtonamente.

Este retardo en la sincronizacion afecta la calidad en el mensaje recuperado. Para el
caso de frecuencias comparables con las predominantes en el ruido de sincronizacién, el
mensaje reconstruido tiene un nivel importante de ruido y no puede reproducirse
adecuadamente. Para frecuencias mas bajas el mensaje recuperado contiene un amplio
espectro de frecuencias por encima de la transmitida y la salida reproduce aproximadamente
el mensaje si se realiza un filtrado pasabajos. En el caso de frecuencias muy altas, por
encima de la frecuencia dominante del oscilador de Lorenz, ocurre un fendmeno diferente.
El periodo del mensaje es mucho mas chico que el tiempo de decaimiento del proceso de
sincronizacion y el mensaje y el mecanismo de sincronizacion y desincronizacién se
desacoplan. Esto hace al mensaje recuperado préacticamente igual al original pero los
espectros del sistema de Lorenz y del mensaje estan tan separados que este puede
recuperarse mediante un simple proceso de filtrado pasa-altos.

Un enfoque alternativo, que propone el trabajo de Perez y Cerdeira, consiste en
emplear un mapa de Lorenz. Este se aplica sobre una de las variables del conjunto de
ecuaciones (3.20) produciéndose un mapa de retorno donde la totalidad de la dindmica es
atraida a un conjunto practicamente unidimensional. Se construye el mapa de retorno de la
variable x(z) del oscilador de Lorenz comenzando por un punto en un tiempo arbitrario. Se
denomina ¢, al tiempo en el que x(?) alcanza su enésimo maximo local y X, es su valor en
ese momento. Similarmente se define otro mapa de retorno donde u,, es el tiempo en el que
x(t) alcanza su emésimo minimo local e Y, es el valor de x(z) en ese momento. Usando estos
valores se pueden construir los mapas de retorno X,:+; vs X, (Fig. 3.50) € Yy+; vs YV
(Fig.3.51). Estos dos mapas tienen atractores que son casi 1D.
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Fig. 3.50 Mapa de retorno de los maximos locales del oscilador de Lorenz
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Fig. 3.51 Mapa de retorno de los minimos locales del oscilador de Lorenz

Aplicando la transformacion Y— -7, el atractor para el mapa Y es idéntico al del mapa X.
Esto tiene su origen en el hecho que la dindmica es invariante a las transformaciones
X —>-X, ¥y —-y, z—zy por lo tanto los maximos de x(z) y los minimos de —x(?) dan el
mismo mapa de retorno.

En lugar de emplear los dos mapas de retorno directamente, se pueden lograr
mejores resultados empleando las  siguientes combinaciones lineales 4, = (X, +Y,)/2,
B, =X-Y, C,=(Xy+1+Y,) /2y D, = Y, —X,+,. Estos son simplemente los valores promedio
de un par consecutivo de maximo-minimo y la distancia entre ellos. Los mapas de retorno
B, vs A, y D, vs C, son atractores muy simples. Cada uno de ellos esta constituido por tres
segmentos 1D desconectados y tienen la misma inversion de la simetria que en los casos de
los mapas X e ¥ de manera que la seccion B vs 4 es idéntica a la de -D vs —C. (Fig. 3.52).
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Fig. 3.52 Atractores de los mapas de retorno obtenidos de los mdximos y minimos de x(t) en el oscilador de
Lorenz. Se han superpuesto los atractores de los mapas A, vs B, y —C, vs —-D,,
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La llave para extraer el mensaje de la mascara cadtica, en el caso de la transmision
digital es reconocer que un pequeiio cambio en los pardmetros del transmisor no sélo frustra
la sincronizacion sino que también afecta el atractor obtenido en el mapa de retorno. Dado
que el cambio es pequefio, el unico efecto es un corrimiento en la posicion de los segmentos
del atractor, mientras se conserva su forma general. En el atractor que se obtiene cuando
existe un mensaje (Figura 3.53) aparecen dos ramas donde antes aparecia una (sistema de
Lorenz no perturbado)

a5+ R

s " e 1

'-<,._._Z L
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45 f 1

-8 £ -4 -2 ] 2 4 G g 10
Any -Cn

Fig. 3.53 Segmento del atractor del mapa de retorno, dividido por el uso de b =4y b=4.4 en la
generacion de la sefial

Una vez que se conoce que la conmutacion entre los dos parametros implica también
conmutar entre las dos ramas del atractor, es simple ir al atractor y clasificar los puntos de
acuerdo a la rama en la que caen. Se pueden usar solo los puntos que estan claramente
separados asignandole, en forma arbitraria, un 0 o un 1 a cada rama del atractor. Luego se
lee en las secuencias temporales los valores #, y u, y se grafican los valores asignados vs el
tiempo. El resultado puede parecer carente de sentido dado que la asignacion de los ceros y
unos se hizo en forma arbitraria. Se necesitan probar diferentes asignaciones y comparar los
resultados. La correcta sera aquella que muestre largas secuencias de sélo ceros o s6lo unos.
Este requisito se debe a que los bits del mensaje original tienen que ser suficientemente
largos para superar el retardo de sincronizacion y permitir que x;(2) en el transmisor pase por
varios maximos y minimos antes de cambiar de valor.

Para optimizar el algoritmo de seleccion de los puntos, es posible crear una funcion
Fi (empleando la funcion polyfit de Matlab® ) que marque la separacién entre ambas ramas

(Figura 3.54). Se eligen algunos pares de puntos en el canal entre ambas ramas en el grafico
B, vs A,y se obtiene

FI1=0.0523394* 4, — 0.8655828*4, + 49.6276764 (3.22)
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Fig. 3.54 Funcion F1 empleada en la asignacion de los valores de los puntos de cada rama

Este simple algoritmo permite la reconstruccion del mensaje (Fig. 3.55), excepto por la
pequena ambigiiedad de decidir que bits se identifican con 1’s y cuales con 0’s. En el caso
analogico, la separacion del mensaje de baja amplitud de la portadora cadtica no es mucho
mas dificil que la extraccion de los mensajes digitales, al menos para bajas frecuencias.

Amplitud de la sefial

Muestras x 10

Fig.3.55 Desenmascaramiento de la sefial en la transmision digital, usando el mapa de retorno y una asignacion
correcta de 0’s y 1’s a cada rama del atractor. En linea cortada (rojo) la sefial transmitida

Cualquier tipo de perturbaciéon de la portadora afecta los atractores quasi
unidimensionales de los mapas de retorno; en el modo analogico de transmision el efecto de
sumar el mensaje s(?) a la portadora x,;(z) es dispersar el atractor, transformando los tres
segmentos en tres lineas difusas. Si se superpone el atractor obtenido durante los silencios
del mensaje (una linea densa), se observa que el ensanchamiento de los segmentos (en
presencia del mensaje) es casi simétrico alrededor del mismo.

Lo que se hace para recuperar el mensaje es medir la distancia entre la posicion de

los puntos en el atractor con el mensaje y el lugar que deberian haber ocupado en su
ausencia, teniendo en cuenta a que lado del punto se ha movido. Esta distancia puede
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aproximarse razonablemente como la menor distancia al atractor silente. En este caso dos de
las ramas del atractor son casi verticales y la otra es practicamente horizontal. Por lo tanto es
suficiente con tomar la distancia x en el caso de las ramas verticales y la distancia y para la
horizontal. Para comprobar el funcionamiento de esta técnica de desenmascaramiento se
suma a la sefial del oscilador una senoidal de amplitud 4 = 0.2 Vp. Los espectros del
oscilador y de la sefial se muestran en la Fig. 3.56.
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Fig. 3.56 Espectros del oscilador de Lorenz (azul) y de la sefial senoidal (rojo)

En la Fig. 3.57 se muestra el aspecto de la rama horizontal del atractor con y sin sefial. Se
observa la forma en que se dispersa el atractor alrededor del eje constituido por el atractor
silente.
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Fig. 3.57 Rama horizontal del atractor con senial (rojo) y sin serial (azul)

Los resultados de este procedimiento son bastante satisfactorios para frecuencias por debajo
de la frecuencia a la cual se halla el pico del espectro del oscilador de Lorenz (f.). En estos
casos la portadora tiene varios minimos y maximos por cada periodo del mensaje, con lo
que se consigue una buena reconstruccion con algunas redundancias y bajo nivel de ruido.
La calidad del mensaje recuperado se deteriora a medida que se traspone la frecuencia f. y
para frecuencias superiores los resultados son muy pobres.
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El trabajo de Perez-Cerdeira ha demostrado que es posible desenmascarar mensajes
transmitidos empleando un par caodtico Lorenz-Lorenz. El modo de transmision digital se
desenmascara facil y eficientemente si se produce una divisién clara de las ramas del
atractor. Este esquema funciona alin en condiciones de bajos niveles de ruido.En el caso de
enmascaramiento de mensajes analdgicos, la remocion de la mascara trabajara para
frecuencias hasta una frecuencia de corte que se corresponde con el pico de frecuencia en el
espectro del oscilador de Lorenz. Para frecuencias proximas a esta frecuencia de corte, este
esquema de extraccion proporciona pobres resultados, fallando completamente para
frecuencias mucho mas altas (Fig.3.58 y 3.59b).
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Fig. 3.58 Reconstruccion del mensaje analdgico usando el mapa de retorno. En rojo el
mensaje original m(t) = 0.2 sin (27ft) y en azul el mensaje reconstruido
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Fig. 3.59 a) Espectros de la sefial y la mdscara cadtica b) reconstruccion de la sefial empleando mapas de retorno

Siguiendo este procedimiento lo que se necesita para evitar que el mensaje sea
desenmascarado es transmitir a frecuencias suficientemente altas. En este caso, el transmisor
y receptor trabajaran en un sector donde el espectro de potencia del oscilador de Lorenz es
de reducida amplitud y no tendra suficiente nivel para enmascarar la sefial por lo tanto esta
puede recuperarse mediante un proceso de filtrado.
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El analisis previo puede extenderse a otros sistemas cadticos sincronizados. En
general en las dinamicas que tienen un Unico exponente de Lyapunov positivo y los
restantes son suficientemente negativos como para asegurar una rapida sincronizacion, los
atractores en los mapas de retorno son casi unidimensionales y muestran cualquier
perturbacion sobre la portadora.

3.5 Analisis Wavelet Multiresolucion(MRA) de sefiales enmascaradas con caos

3.5.1 Seriales enmascaradas en esquema APD

Recientemente se ha reportado que las wavelets son particularmente adecuadas para
la deteccion de estructuras coherentes, y se ha propuesto un procedimiento de
desenmascaramiento on line basado en las wavelets [Huang et al., 2001]. A continuacion se
analiza la capacidad del analisis wavelet multiresolucién para desenmascarar informacion
oculta bajo una portadora cadtica segiin el esquema APD. Se exploran varias familias de
wavelets y diferentes osciladores caoticos. Empleando un parametro que controla el
escalamiento temporal se puede modificar el espectro de la mdscara. Los resultados
muestran que las wavelets son efectivas para descubrir el mensaje sélo en casos particulares
con pobre enmascaramiento.

Es interesante analizar el espectro de la mascara cadtica generada en un sistema APD
para predecir si las técnicas de filtrado lineal pueden ser ttiles en el procedimiento de
desenmascaramiento. Para ello se evalua la FFT de la mascara cadtica para diferentes
resoluciones espectrales. El resultado muestra que el espectro es denso sin
discontinuidades. En consecuencia los filtros de Wiener y otras técnicas de filtrado digital,
tales como los filtros peine usados en las transmisiones de las sefiales de television color,
son inutiles para eliminar la mascara caodtica.

Desde el punto de vista del procesamiento, el analisis empleando wavelets discretas
puede considerarse un proceso de filtrado empleando filtros en espejo-cuadratura. La senal
analizada pasa a través de estos filtros complementarios y sale como dos sefiales: una que
conserva el contenido en baja frecuencia (aproximacion) y la otra que contiene la
informacion de alta frecuencia (detalle). En MRA, el proceso de descomposicion se itera en
sucesivas aproximaciones que se vuelven a descomponer, de manera que la sefial se divide
en varias componentes de menor resolucion.

El procedimiento para desenmascarar la informacion mediante MRA es el siguiente:

1) Descomponer la sefal s empleando la familia wavelet seleccionada. En esta tesis
se emplean wavelets de la familias Daubechies y Splines Simétricas y
Biortogonales. Los resultados que se presentan se obtuvieron con db10, pero son
representativos del comportamiento de las otras familias.

2) Obtener las aproximaciones y los detalles para cada nivel (ver Figuras 3.60 y
3.61).

3) Evaluar la diferencia i ” entre s y la aproximacion en ese nivel (Fig. 3.62).

4) Seleccionar el nivel mas adecuado, eso implica el nivel donde i es la mejor
aproximacion al mensaje. En la Figura 3.62, tres niveles (j =4,j =5y 6) son
muy similares al mensaje original con el que se los compara.
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Si la sefal es un mensaje de audio se puede escuchar la sefal i

correspondiente a cada nivel y seleccionar la mejor.
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Fig. 3.60 Aproximaciones de la sefial s usando la wavelet dbl0 en el caso A = 100
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Fig. 3.61 Detalles de la sefial s usando wavelets db10 en el caso A= 100
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Fig.3.62 Diferencias i entre la seiial s y las aproximaciones para el caso A = 100 para las
wavelets db10. El mejor nivel es j = 6

La Fig. 3.63 muestra i “ como funcién del mensaje original i ' para cada nivel. Esta figura
confirma que j = 6 es la mejor eleccion. Si se analizan las Figuras 3.60 y 3.61, MRA parece
ser efectivo para eliminar la mascara cadtica. Desafortunadamente para A = 20 el ruido en la
aproximacion al mensaje, i ¥, se incrementa. El método falla completamente para A4 = 5
(Fig. 3.64c¢). Todas las familias de wavelets analizadas conducen a los mismos resultados.
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Fig. 3.63 Diferencias entre iV entre s y la aproximacion para diferentes niveles como funcion del mensaje original
i'en el caso A= 100 para las wavelets db10. El mejor nivel es J= 6
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Amnlitud del mensaie recunerado

Amplitud del mensaje

Fig. 3.64 Diferencia i’ entre s y la aproximacién como funcién del mensaje original i ' para las wavelets db10 y
diferentes valores de A en el mejor nivel de descomposicion a) A=100 (enmascaramiento pobre) b) A=20
(enmascaramiento en la zona de bajas frecuencias) ; ¢c) A =5 (enmascaramiento completo)

Un criterio alternativo para seleccionar el nivel wavelet que mejor separa la sefial
caotica (caos) de la informacion (info) es el propuesto por Huang. [2001]. Este consiste en
calcular la relacion entre la potencia del caos y la potencia ( s - 4; ) para cada nivel de
aproximacion 4; (SNR). Si se tiene una sefial s = caos + info, para un nivel de
descomposicion j, puede escribirse ( seccion 2.1.8)

s =caos +info=A4;+D;+....+ D; , (3.23)

entonces s—A;=D;+...+D;=i% eslasuma de todos los niveles de detalle hasta ;. El
criterio de Huang indica que el mejor nivel de descomposicion es aquel para el cual la
relacion SNR, evaluada segln la Ec. 3.24, es maxima. Ese nivel es el que mejor separa la
portadora cadtica de la informacion.

Z(caos - <ca0s>2 )
=i}y

SNR, =10log, dB (3.24)
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Donde < > significa valor medio de los elementos del vector al nivel ;.

Si se aplica este razonamiento, se obtienen los resultados de la Tabla 3.3. Esta muestra que
el nivel j = 6 es el que mejor separa la informacion del caos. Esto implica que el caos se
encuentra en la region cubierta por el nivel de aproximaciéon j = 6 y la informacién en todos
los niveles de detalle hasta j = 6 inclusive.

Tabla 3.3. SNR para los 8 niveles de descomposicion wavelet

=2 J=3 J=4 J=5 J=6
26.5896 | 26.6896 | 29.0764 | 34.0306 = 40.2133

J=1
26.4305

J=7
29.1854

J=8
9.3991

Escala
SNR (dB)

Para profundizar en la razon de estos resultados, se analiza el espectro de la sefial
enmascarada /.45.x; y del mensaje usando la FFT. Las Figuras 3.65 a-c muestran los
resultados. Para 4 =100 (Fig. 3.65a) ambos espectros no estan superpuestos, para A =20
(Fig. 3.65b) se superponen parcialmente en la zona de bajas frecuencias y finalmente para
A =15 (Fig. 3.65c¢) los dos espectros estdn completamente solapados. En concordancia con
este resultado el MAR es eficiente en el caso 4 =100, se hace menos efectivo a medida que
A disminuye y falla completamente para A =5.
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La superposicion aparente de los espectros no es razoén suficiente para rechazar la
posibilidad de desenmascarar la informacién mediante otras técnicas de filtrado. La
transmision de la sefial de television color emplea espectros aparentemente mezclados para
enviar las informaciones de color y luminancia en el mismo ancho de banda. En este caso, la
separacion se hace mediante filtros peine. Estos son eficientes siempre que los espectros
estén mezclados pero no superpuestos. Para analizar las caracteristicas del espectro de la
sefal enmascarada se lo evalta con diferentes niveles de resolucion. Las Figs. 3.66a y b son
dos casos representativos y contienen ampliaciones de la Fig. 3.65c¢ en el rango de
frecuencia  f = [340,350] Hz. En este rango el mensaje constituido por la voz humana
tiene la mayoria de su contenido espectral. En el caso de la Fig. 3.66, las resoluciones
espectrales son  of = 0.4594 Hz (Fig. 3.67a) y of = 0.3063 Hz (Fig. 3.66b). Cualquier otra
resolucion produce resultados similares. Es claro que todas las frecuencias presentes en el
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mensaje aparecen también en el espectro cadtico (espectro denso). Una separacion mediante
filtros peine es entonces imposible.
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Fig. 3.66 Espectros de la sefial enmascarada 1.45 x ; (triangulos) y el mensaje original (circulos) para A =5 (bien
enmascarada). Las resoluciones en frecuencia son a) &f = 0.4594 Hz b) &f = 0.3063 Hz

En resumen, se puede concluir que el encriptado caético producido en el esquema
APD no puede quebrarse en general mediante métodos espectrales. Solo en los casos
particulares donde el enmascaramiento es pobre (el espectro de potencia del mensaje no se
halla completamente cubierto por la mascara cadtica) el andlisis con wavelets es efectivo.
Falla en cambio si la mascara ocupa la misma banda que el mensaje.

3.5.2 Seriales enmascaradas en ACHN (ruido cadtico aditivo)

Los casos que se presentan a continuacion se analizan mediante wavelets
Daubechies de orden 10 con 8 niveles de detalle y aproximacion. Los filtros digitales que se
emplean son del tipo Butterworth de 4'° orden. Los niveles de aproximacion de las wavelets
se incluyen s6lo en los casos que la sefial estd mal enmascarada (no se recupera en ningun
nivel de detalle). Los niveles de detalle marcados con recuadro azul indican la presencia de
la sefial buscada o de alguna de sus armonicas.

La Figura 3.67a muestra (en verde) el espectro de la sefial senoidal de amplitud
A = 0.2 Vpy frecuencia digital f; = 0.075 a la que se le ha adicionado la variable x; (azul)
proveniente de un oscilador cadtico de Rossler (Ec. 1.21). La Figura 3.67b indica como se
recupera la informacion empleando el filtro pasabanda orden centrado en la frecuencia de la
informacion y un ancho de banda 4B = 0.025.
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Espectro de sefial cadtica sumada a sefial Detales con:dbl0
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Fig. 3.67 a) Espectros de la sefial compuesta (caos + senoidal) b) Seiial recuperada mediante filtrado digital c)
Nivel 3 de detalle de las wavelets db10 que recuperan la sefial senoidal (azul), sefial original (rojo)

Se observa que es posible recuperar sin problemas la sefial senoidal. En la Figura 3.67c se
muestran los niveles de detalle de la wavelet aplicada a la sefial compuesta. El recuadro en
azul indica el nivel que recupera la informacion. Analizando la ubicacion espectral de la
informacion y los rangos de frecuencia que cubren cada uno de los filtros de detalle (pasa-
altos) de las wavelets, a priori es posible establecer cual es el nivel de detalle que recupera la
informacion. El nivel 1 cubre el rango de frecuencias digitales entre 0.25 y 0.5, el nivel 2
entre 0.125 y 0.25, el 3 entre 0.0625 y 0.125 etc. La frecuencia de interés se halla ubicada
en 0.075 por consiguiente es rescatada por el nivel de detalle 3.

La Figura 3.68a muestra el espectro de la suma (en verde la ubicacion del espectro
de la senoidal de amplitud 4 = 0.25 V'y f; = 0.03). En la Fig. 3.68b se muestra el resultado
al filtrar la suma con un filtro centrado en la frecuencia f; = 0.03 (donde se halla la sefal a
rescatar) y AB =0.02. La Fig. 3.68c muestra los niveles de aproximacion y la Fig. 3.69 los
de detalle de la wavelet empleada. Es imposible recuperar la informacion, cualquiera sea el
nivel de aproximacion o detalle, como era de prever del andlisis espectral de la suma de las
dos sefiales.
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Espectro de sefial cadtica sumada a sefial Aproximaciones con: dB10 C
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Fig. 3.68 a) Espectros de la sefial compuesta (caos + senoidal) b) Serial recuperada mediante filtrado digital centrado
en la frecuencia de la senoidal c) Niveles de aproximacion de las wavelets db10 (en rojo sefial original)

Detalles con: db10

1
0.5
0 PP ARSI Y VATEY (1] ARV AT ASA AN AN AN AU AN A NFANA!
AARVAAVARVERVARVIAVIRVARVERVINVARVARY)
-1 ] -0.5
o -2 -1
= 2000 2200 2400 2600 2000 2200 2400 2600
©
o]
o 05 1
S o ASAARRAARAA 0
0
% -0.5 ] 1
E 2
= 2000 2200 2400 2600 2100 2200 2300 2400
& 4 . 4
_qa) 2 — 2
0 0
: S L
Z 4 ’ B
= 2100 2200 2300 2400 2500 2000 2200 2400 2600
< 04
i 0.2
opooA R s\
-1 -0.2
2 i -0.4
2000 2200 2400 2600 2000 2200 2400 2600
Muestras

Fig. 3.69 Niveles de detalle de db10 (azul) para la seiial suma de caos y senoidal (rojo)

En el caso que una onda cuadrada (4 = 0.4y f; = 0.05) se sume a la sefial cadtica,
de manera que los espectros sean los que muestra la Fig. 3.70a, (en verde el espectro de la
onda cuadrada) es posible recuperarla empleando un filtro pasaaltos (Q_ =0.045) que

elimine el espectro del caos (Fig. 3.70b). Los resultados de aplicar wavelet a la suma se
muestran en 3.70c.
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Detalles con: db10 c
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Fig. 3.70 Espectros de la sefial compuesta (caos + cuadrada) b) Serial recuperada mediante filtrado
digital pasaaltos c) Niveles de aproximacion de las wavelets db10.(en rojo serial original)

Dado que el espectro de la onda cuadrada no es de banda limitada y estd constituido por
infinitas componentes armonicas (en la Fig. 3.70a puede verse el solapamiento espectral de
la grafica del espectro de la onda cuadrada), cada nivel wavelet recupera un conjunto de
esas componentes espectrales. En este caso el nivel cuatro recupera aproximadamente (dado
que esta afectado por la presencia de la sefal cadtica) la componente fundamental de la
cuadrada. Recuperar la onda cuadrada, en este caso, se reduce a sumar las contribuciones de
los niveles que “aportan” alguna componente. El efecto es equivalente al obtenido por el
filtro pasa-altos en la Fig. 3.70a.

La Fig. 3.71a, 3.71b, 3.71c y 3.72 muestran los resultados de aplicar filtrado y
descomposicion wavelet a una onda cuadrada (4 = 0.4 V' y f; = 0.01) enmascarada por la
sefial cadtica. En este caso no es posible recuperar la onda cuadrada. Las componentes mas
significativas se hallan ocultas por el caos.
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Aproximaciones con: db10 c
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Fig. 3.71 Espectros de la sefial compuesta (caos + cuadrada) b) Seiial recuperada mediante filtrado digital
pasaaltos c) Niveles de aproximacion de las wavelets dbl0.(en rojo senial original)

Detalles con: db10
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Fig. 3.72 Niveles de detalle wavelet para la onda cuadrada bien enmascarada por el caos

La onda triangular tiene el mismo contenido arménico que la onda cuadrada por lo
tanto los resultados y las conclusiones son equivalentes y pueden verse en las Figuras 3.73 a
3.75.

108



| FFTI

Amnlitud

| FFTI

Amplitud

Capitulo 3. Procesamiento de seriales inmersas en AWGN y en caos

08F

06F

04F

02F 1
OM I I I I ! I I

. I .
005 01 015 02 025 03 035 04 045 05

Frecuencia digital

1

56 1562 1564 1566 1568 157 1572 1574 1576

4
x10

Muestras

Detalles con: db10

4050 4100 4150

N AAA AN A AN A AN
AN \/\ VA VAAA v/\/'

2200 2250 2300 2350

Amplitud de los niveles de detalle

3300 3350 3400 3450 2800 2850 2900 2950 3000

3050 3100 3150 3200 3200 3250 3300 3350

Muestras

Fig. 3.73 Espectros de la sefial compuesta (caos + triangular) b) Sefial recuperada mediante filtrado digital
pasaaltos c) Niveles de aproximacion de las wavelets db10.(en rojo sefial original)
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Fig. 3.74 Espectros de la seiial compuesta (caos + triangular) b) Sefial recuperada mediante filtrado digital
pasaaltos c) Niveles de aproximacion de las wavelets dbl0.(en rojo seiial original)
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Detalles con: db10
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Fig. 3.75 Niveles de detalle wavelet para la onda triangular bien enmascarada por el caos

El caso de la sefial de voz tiene caracteristicas similares a las de las sefiales
poliarmoénicas (cuadrada y triangular). Si el espectro se halla separado del espectro cadtico
se puede recuperar facilmente mediante un simple filtrado pasa-altos o con los filtros de
detalle de las wavelet. La senal de voz empleada es la que se usé en el esquema APD, la de
un hombre diciendo “ this is a 16”. Resultados tipicos se muestran en las figuras 3.76 y
3.77.

Detalles con: db10
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Fig. 3.76 Espectros de la seiial compuesta (caos + voz) b) Seiial recuperada mediante filtrado digital pasaaltos c) Niveles de
detalle de las wavelets db10.(en rojo seiial original)
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En la Fig. 3.76 a se muestran los espectros para el caso en que el enmascaramiento
es pobre (4 = 100) y se le superpone la respuesta en frecuencia de un filtro pasa-banda
Butterworth de 4 ' orden con frecuencias de corte inferior f;; = 345 Hzy f.; = 1033 Hz. Con
estas frecuencias de corte se asegura que la sefal cadtica queda fuera de la banda pasante del
filtro. Empleando la funcion filter de Matlab® se filtra la sefial transmitida s y se obtiene el
resultado mostrado en la Fig. 3.76b. Como se observa, el registro de voz se recupera con
minima distorsion. Se puede verificar que en el caso bien enmascarado (4 = 5), las
limitaciones son las mismas que con las wavelets.
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Fig. 3.77 Espectros de la sefial compuesta (caos + voz) b) Seiial recuperada mediante filtrado digital pasabanda c) Niveles
de aproximacion de las wavelets db10 (en rojo sefial original)
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Fig. 3.78 Niveles de detalle wavelet para la sefial de voz bien enmascarada por el caos
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Cuando el espectro de la senal de voz esta cubierto por la mascara cadtica, es imposible
recuperar la informacion ya sea mediante filtrado digital o mediante wavelets.

3.5.3 Sernales enmascaradas con AWGN

Los casos que se presentan a continuaciéon se analizan mediante wavelets
Daubechies de orden 10 con 8 niveles de detalle y aproximacion. Los filtros digitales que se
emplean son del tipo Butterworth de 4°° orden. Los niveles de aproximacion de las wavelets
se incluyen s6lo en los casos que la sefial estd mal enmascarada (no se recupera en ningun
nivel de detalle). Los niveles de detalle marcados con recuadro azul indican la presencia de
la sefial buscada o de alguna de sus armoénicas. Se incluyen ademas las funciones de

transferencia (|H (w)|, en azul) de los filtros pasabanda empleados para reducir la potencia

de ruido. La sefial senoidal tiene una amplitud 4 = 0.2 V' y una frecuencia digital
fa =0.025.

La potencia de ruido (¢° ) es variable para obtener un buen y mal enmascaramiento
de la senal. La Fig. 3.79a muestra los espectros de la sefal senoidal y la del ruido. En este
caso es posible rescatar la sefial empleando el proceso de filtrado convencional (Fig. 3.79b)
y el analisis wavelet (Fig. 3.79¢). El ruido se ajusta en este caso para que o=1 V.

Detalles con: db10 c
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Fig. 3.79 Espectros de la sefial compuesta (senoidal + ruido) b) Serial recuperada mediante filtrado digital pasabanda c)
Niveles de detalle de las wavelets db10 (en rojo sefial original)

A pesar que el nivel de ruido supera ampliamente a la sefial, es posible estimar (con mayor
error) la amplitud de esta. En el caso del analisis wavelet, el nivel 5 de detalle (marcado en
azul, Figura 3.80) indica la presencia de la sefial en esa banda de frecuencias. Es posible
estimar, con la informacion en este nivel, la frecuencia y amplitud de la senoidal
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Detalles con: db10

10 A
N
0 AR
-10

° -20
= 2620 2640 2660 2680 2700 2200 2220 2240 2260
3 5 i 5
S 0 XVQ‘V \/\/ \/ 0 UAUMW%QWA#L@Z
& 5 5
2 10 -10
= 2200 2250 2300 2200 2250 2300
wn
9 2
:
o 0
3
g’ 2300 2400 2500 2200 2400 2600 2800
< 1 1

0 QUL ALAAATHRAAT 0 W

- _

2 -2

2200 2400 2600 2000 2200 2400 2600 2800

Muestras

Fig. 3.80 Niveles de detalle wavelet para la seiial senoidal bien enmascarada por el
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Fig. 3.81 Espectros de la seiial compuesta (senoidal + ruido) b) Serial recuperada mediante filtrado
digital pasabanda c) Niveles de aproximacion de las wavelets db10.(en roio serial original)
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Aproximaciones con: db10 c
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Fig.3.82 Espectros de la sefial compuesta (cuadrada + ruido) b) Seiial recuperada mediante filtrado digital
pasabanda c) Niveles de aproximacion de las wavelets dbl0.(en rojo sefial original)
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Fig. 3.83 Niveles de detalle wavelet para la onda cuadrada mal enmascarada por el ruido

La Figura 3.82 corresponde a una onda cuadrada mal enmascarada (4 = 0.4 V;
o =1 V). Se observa en la Fig. 3.82a, que el empleo de un filtro pasabanda con un ancho de
banda suficiente para que abarque la frecuencia fundamental y sus armoénicas principales,
implica que no es posible realizar un filtrado adecuado para reducir el nivel de ruido como
ocurria en el caso de la sefial senoidal. La presencia de ruido en la banda pasante afecta la
forma en que se recupera la onda cuadrada (Fig. 3.82b). En el caso del anélisis wavelet (Fig.
3.82c y 3.83) los niveles 3 de aproximaciéon y 5 de detalle recuperan la frecuencia
fundamental de la onda cuadrada.
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En el caso o= 6 V no puede recuperarse informacion respecto de la sefial ni con filtrado
convencional ni con analisis wavelet. (Figuras 3.84 y 3.85)
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Fig. 3.84 Espectros de la seiial compuesta (cuadrada + ruido) b) Seiial recuperada mediante filtrado digital
pasabanda c) Niveles de aproximacion de las wavelets db10.(en rojo seiial original)
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Fig. 3.85 Niveles de detalle wavelet para la onda cuadrada bien enmascarada por el ruido

En forma similar una onda triangular puede recuperarse mediante filtrado digital y en
los niveles 2, 3 y 4 de aproximacion y 5 de detalle de las wavelets (Figura 3.86 y Figura
3.87) si no esta bien enmascarada (4, =0.75V, c =1 V).
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Fig. 3.87 Niveles de detalle wavelet para la onda triangular mal enmascarada por el ruido

La onda triangular bien enmascarada (4 = 0.175 V, o = 3 V) por AWGN no puede
recuperarse mediante filtrado digital ni por analisis wavelet (Figuras 3.88 y 3.89).
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Aproximaciones con: db10
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Fig. 3.89 Niveles de detalle wavelet para la onda triangular bien enmascarada por el ruido

La sefial de voz presentada previamente (“this is a 16”) enmascarada con AWGN de
o= 1 V puede recuperarse mediante un filtrado tradicional (Figura 3.90a) y en el nivel 4 de
aproximacion y el 5 de detalle de las wavelets.
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Niveles de aproximacion de las wavelets dbl10.(en rojo sefial original)
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Fig. 3.91 Niveles de detalle wavelet para la sefial de voz mal enmascarada por el ruido

En cambio si se eleva el ruido a o= 3 V, no se puede recuperar la sefial de voz mediante
filtrado digital (Figura 3.93a) o empleando el analisis wavelet (Figuras 3.92b y 3.93). Dado
que la sefial de voz tiene un ancho de banda que cubre varios cientos de Hertz es imposible
efectuar un filtrado selectivo para reducir la presencia de ruido en la banda seleccionada.
Esta situacion es similar a lo ocurrido con las sefiales poliarmonicas.
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Fig. 3.93 Niveles de detalle wavelet para la sefial de voz bien enmascarada por el ruido

En este caso las wavelets no son lo suficientemente selectivas (a la frecuencia
elegida) para recuperar la sefial. Los resultados obtenidos para el esquema APD (extensivos
al caso de la suma de la informacion a la sefial caodtica) empleando MRA con wavelets
pueden conseguirse empleando cualquier filtro digital.
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3.6 Conclusiones

En este capitulo se han explorado diversas alternativas para el rescate de senales
inmersas en ruido cadtico y estocastico. La combinacion de la funcidon autocorrelacion y
FFT con ventana autoajustable ha demostrado ser efectiva en el rescate de sefiales armdnicas
y poliarmoénicas (en un amplio rango de frecuencias) sumergidas en AWGN aln en
condiciones altamente desfavorables como lo es una relacion sefal a ruido de hasta —15 dB.
Esta técnica ha demostrado también eficacia en la estimacion de frecuencias en el caso de
sefales armonicas sumergidas en ruido caotico de banda ancha, dado que en este caso la
funcion autocorrelacion del ruido cadtico es similar a la del ruido estocéstico (mapa de
Henon). La estimacion de la amplitud presenta un error mayor que en el caso del ruido
estocastico, puesto que el estimador empleado es el adecuado para el ruido estocastico. Este
método puede implementarse sencillamente en una PC equipada con una placa DSP para
producir estimaciones de amplitud y frecuencia en tiempo real con minimo error (del orden
del establecido por la cota de Cramer Rao).

Se mostré también que el receptor gemelo es un filtro ideal que recupera siempre
cualquier tipo de sefial ya sea que ésta se sume a la portadora cadtica o bien que se incluya
en la dinamica del oscilador (APD) aun en presencia de AWGN. La construccion del
receptor gemelo presenta la dificultad de conocer con precision el tipo de sistema
transmisor y los pardmetros que lo gobiernan. Esta informacion solo la dispone el receptor
autorizado. Para identificar el tipo de sistema empleado en el enmascaramiento de la sefial,
se puede efectuar una reconstruccion del atractor utilizando las técnicas basadas en el
Teorema de Takens. El aspecto del atractor es una firma distintiva de cada sistema.
Determinar exactamente los parametros que gobiernan la dindmica del transmisor es una
tarea que requiere un proceso iterativo de prueba (por ejemplo, con una computadora) sobre
todos los posibles conjuntos de valores que generan el comportamiento cadtico y
obtenerlos es, indefectiblemente, una cuestion de tiempo. Una vez identificado el sistema y
conseguidos los parametros de transmision se construye el receptor gemelo con el que puede
eliminarse la mascara caotica.

El empleo de la Transformada Wavelet, como el de cualquier filtro digital, ha
demostrado ser efectivo en aquellos casos que la mascara cadtica tiene un espectro que no
se halla superpuesto al del mensaje a recuperar. En el caso de que la sefial est¢ sumergida en
AWGN el proceso de recuperacion depende del nivel de ruido y de la frecuencia de la sefial.
La Transformada Wavelet tiene mejores niveles de resolucion (filtros de menor ancho de
banda ) para los niveles de detalle mas altos (frecuencias mas bajas), esto le permite reducir
los niveles de potencia de ruido y por lo tanto aumentan las posibilidades de recuperar la
sefial bajo analisis.

Se ha presentado también un método que permite desenmascarar sefiales ocultas en
una portadora cadtica empleando reconstruccion de atractores. Se han analizado las
limitaciones del método comprobandose su validez en el rango de bajas frecuencias y para
pequenos niveles de la sefial (cubiertas por el espectro del caos). Para frecuencias
superiores a la de la mascara caotica este método falla completamente. Pero esta situacion
puede abordarse con muy buenos resultados empleando, por ejemplo, Transformada
Wavelet o filtrado digital convencional.

El anélisis desarrollado en este capitulo confirma que existen diversas alternativas
para eliminar una mascara cadtica en un sistema de transmision, y esta forma de
enmascaramiento no puede considerarse como sinénimo de comunicacion segura.
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A continuacién se resumen, en un cuadro comparativo, los resultados obtenidos al
aplicar los métodos presentados para desenmascarar sefiales inmersas en ruido cadtico y/o

estocastico.
Sefiales - . Sefiales sumergidas en caos, Sefiales
. . Sefiales sumergidas en caos -, )
Método sumergidas en aditivo en configuracion APD sumergidas en caos
AWGN y AWGN
Recupera Recupera seiiales
- ~ ~ e ~ g eriodicas si el
Autocorrelacion | sefales Recupera sefiales periddicas | Recupera sefiales periddicas p .
S, 1 . . ., . . ., _|caos tiene una
y FFT con periddicas (S/N | si el caos tiene una funcion | si el caos tiene una funcion .
. . funcion
ventana > -15 dB). | autocorrelacion similar a la | autocorrelacion similar a la .,
. . . L. . L autocorrelacion
autoajustable | Amplio rango | del ruido estocastico. del ruido estocastico.

de frecuencias.

similar a la del
ruido estocastico.

Receptor gemelo

Recupera siempre

Recupera siempre

Recupera siempre.-
El nivel de ruido
no debe afectar la

dinamica del
receptor

Reconstruccion
de atractores

Recupera sefiales de
pequefia amplitud y baja
frecuencia (hasta el rango
cubierto por el espectro
cadtico).

Recupera sefiales de
pequeiia amplitud y baja
frecuencia (hasta el rango
cubierto por el espectro
cadtico).

El nivel de ruido
puede frustrar la
reconstruccion

Recupera cualquier

Recupera sefial si los
sefiales . . . Y.

Wavelets- eriodicas  de Recupera cualquier seiial si | Recupera cualquier seiial si | espectros del caos
(Algoritmo de ga'a frecuencia los espectros del caos y la|los espectros del caos y la|y la sefial estan
Mallat) si Jlos niveles de sefal estan separados sefial estan separados separados  (bajos
. . niveles de ruido

ruido son bajos. L

estocastico)
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Capitulo 4

Investigaciones en curso y Conclusiones

4.0 Introduccion

Desde la aparicion de la teoria del caos se han desarrollado distintas herramientas
para analizar y caracterizar cualitativa y cuantitativamente las sefiales caoticas. Esas
herramientas fueron clasificadas y descriptas en el Capitulo 2.En este capitulo se investiga el
uso de métodos de andlisis alternativos generados a partir de la combinacion de la teoria
cualitativa de sistemas dindmicos y la mecanica estadistica.

En particular se emplea una version del Mapa de Poincaré, llamado Mapa de Lorenz o de
retorno, para convertir un sistema caodtico continuo en un mapa unidimensional, en
combinacion con medidas de complejidad que recientemente han mostrado ser buenos
cuantificadores de la aleatoriedad de sistemas complejos [Martin et al., 2003; Gonzdlez et
al., 2003; Gonzalez et al., 2004; Gonzalez et al., 2005; Larrondo et al., 2003; Larrondo et
al., 2004, Larrondo et al., 2005]. Los resultados que se presentan han sido publicados
parcialmente [Ferndndez et al., 2005] y forman parte de las lineas de trabajo que han
surgido como continuacion de la tesis. El capitulo finaliza con las conclusiones.
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4.1 El Mapa de Lorenz o Mapa de Retorno de un sistema cadtico continuo

Existen varias estrategias para construir un Mapa de Lorenz de un sistema dinamico.
En el caso de este trabajo se lo construye a partir del conjunto de minimos locales de la serie
temporal de una de las variables dindmicas del sistema. Ademas, ese vector de valores se
utiliza para obtener otros cuantificadores del comportamiento del sistema.

La Figura 4.1 muestra el diagrama de bifurcaciones de un oscilador de Rdssler con
parametros fijos (o = 0.45, S =2)y parametro de control » (y). El rango de valores de r
elegido varia entre 2.5 y 7.3 y permite visualizar distintas dinamicas en el sistema. Puede
observarse que el diagrama de bifurcaciones presenta muchas similitudes con el
correspondiente a un mapa logistico y pueden definirse con él todos los parametros
empleados usualmente en la teoria de mapas unidimensionales. En particular el valor » = 4,
adoptado en todos los casos estudiados en esta tesis, corresponde a comportamiento caético
robusto del sistema.
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Fig. 4.1 Diagrama de Bifurcaciones de los minimos del Oscilador de Rossler para diferentes valores de r

El vector de minimos locales y el mismo vector, desplazado en un lugar, se utilizan
para construir el mapa de retorno de los minimos, que se representa en un grafico 2D y que
es también denominado Mapa de Lorenz del sistema. En particular interesa investigar como
se ve modificado ese mapa si se combina la sefial cadtica con una sefal de informacion ya
sea en forma aditiva o bien en esquema APD.

En la Fig. 4.2 se muestra el resultado obtenido, con y sin sefial, en el caso de un
esquema APD. La linea llena en color rojo indica mapa de retorno sin sefial y es interesante
observar que es también muy similar al mapa logistico. En particular tiene la forma
parabolica que lo hace perteneciente a la misma clase de universalidad. En los otros dos
casos se ha utilizado senales sinusoidales de igual frecuencia f= 1000 Hz y dos valores de
amplitud, 0.25y 0.15 V.
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Xn+1

Fig. 4.2 Mapa de Lorenz del oscilador de Réssler con r =4 (esquema APD).
Caso 1:i=0.15sen (2x1000t); caso 2: i=0; caso 3: i=0.25 sen (271000¢).

En la Fig. 4.3 se muestran los espectros para los tres casos.
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Fig. 4.3 Espectros de la variable x; del oscilador de Réssler a) Sin sefial b) Con sefial. En rojo y verde se
superpone los espectros de las sefiales periodicas de amplitud A = 0.25 (rojo) y A=0.15 (verde)

El caso de ACHN es analizado en la Figura 4.4, para los mismos dos valores de
amplitud de la sefal sinusoidal enmascarada. Notese que la presencia de la sefial sinusoidal
no destruye el mapa de retorno sino que origina un ensanchamiento del mismo, segun sea la
amplitud de la sefial. La situacion es diferente si se adiciona ruido blanco al sistema cadtico,
ya sea en esquema APD o bien en forma aditiva. Los resultados se muestran en las Figuras
4.5 y 4.6 para el esquema APD y en la Figura 4.7 para el caso aditivo. Notese que el caso
aditivo es el mas desfavorable pues el mapa de retorno queda totalmente destruido por
efecto del ruido.
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Xn+l

Fig. 4.4 Mapa de Lorenz de la variable x; del Oscilador de Rossler sumada a una serial periodica. Caso 1:
i=0.25 sen271000 t); caso 2: i = 0.15 sen (271000 t).

Xn+l

Fig. 4.5 Mapa de Lorenz de la variable x; del Oscilador de Réssler con AWGN en esquema APD.
Caso l: 0=0.25; caso 2: o= 0.15
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Fig. 4.6 Espectros de la sefial cadtica x; del Oscilador de Rossler con AWGN en esquema APD.
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Fig. 4.7 Destruccion del Mapa de Lorenz por la adicion de ruido al conjunto de minimos

Puede observarse que el ruido aditivo le confiere caracteristicas aleatorias al mapa de
retorno, aun para valores muy bajos de su potencia. El mapa de Lorenz, es un caso particular
de mapa de Poincaré y es equivalente a un proceso de muestreo irregular de la portadora
caotica. El problema de reconstruccion de seiales a partir de un muestreo no uniforme ha
recibido atencidn en los ltimos afos [Milocco, 2005; Sonaillon et al., 2005, Feichtinger et
al., 1990; Marvasti et al., 1989; Sauer el al., 1987].

4.2 Entropias y complejidades a partir del mapa de retorno
Como se detallo en el Capitulo 2, un método que se emplea con frecuencia en el

analisis de series temporales consiste en convertir los datos medidos en una secuencia de
simbolos, obteniendo de esta forma una representacion aproximada (de grano grueso) de la
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dindmica del sistema. Es a esta nueva secuencia a la que se le aplican los conceptos de
complejidad y entropia. Se menciond asimismo la necesidad de discretizar el sistema si éste
es continuo, empleando un Mapa de Poincaré asi como la importancia de los niveles de
discretizacion adoptados.

Para efectuar el andlisis, en este trabajo se discretizan los sistemas continuos a través
del Mapa de Retorno descripto en la seccion anterior. La Figura 4.8 muestra la particiéon en
8 zonas del mapa de Lorenz del oscilador de Rdssler puro (en ausencia de mensaje).
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Fig. 4.8 Subdivision del mapa de retorno en ausencia de mensaje

Como se observa en las figuras mostradas, en el caso en que la portadora cadtica
transporte un mensaje el mapa de retorno se ensancha (incrementa la dispersion respecto del
caso sin informacion), llegando incluso a dispersarse para el caso de ruido aditivo. Entonces
una particion fina del espacio de fase debiera ser mas adecuada para detectar la presencia o
ausencia de un mensaje inmerso en el caos. Un amplio estudio numérico efectuado con el
sistema cadtico de Rdssler y ambos esquemas de enmascaramiento (APD y suma) permite
confirmar esta conjetura.

La Figura 4.9 muestra una particion en 16 niveles del mismo mapa de Lorenz de la
Figura 4.8, utilizado en este caso para la transmisién de una sefial periédica empleando la
descomposicion APD.
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Fig.4.9 Particion en 16 niveles en el caso portadora con senial segun el esquema APD
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Para realizar el estudio se emplean la Entropia de Shannon (H) y las Complejidades

MPR (CM™®) y LMC (C™©), trabajando con distintas particiones y diferentes longitudes de
palabras. Se verifica que si el nimero de particiones es bajo, no importa cual es la longitud
de la palabra que se utiliza, los indicadores no detectan la presencia del mensaje.

En la Figura 4.10 se muestra la Entropia H y las Complejidades

CMPR y cMe para

diferentes particiones (2, 8 y 16), como funcién de la longitud de la palabra, tanto para el
esquema APD como para el aditivo. Se emplearon sefiales senoidales de diferentes
amplitudes (4) y ruido blanco gaussiano con diferentes potencias. Es de notar que la
particion en 2 niveles no permite diferenciar entre las diversas situaciones planteadas.

LMC
C

CMPR

(a) 2 Particiones

(b) 8 Particiones

(c) 16 Particiones

0.
0.6 —
J /’
0.4 0.
' 0.02 0.01 b
\
) 0.0 000 1 1+ ¢+ 1y
0.4
0.
/
04 04 | | | | | | |
Longitud de palabra =
— A=0 A=015 — A=025 =—0=0.15 — 0=025

Fig.4.10 Entropia H, Complejidad C*"y Complejidad C"™® como funciones de la longitud de palabra:
(@P=2;(b)P=8 (c)P=16

En la Fig. 4.10c se observa que la particién 16 es lo suficientemente refinada como para
detectar la presencia de la sefial. Empleando el paquete TISEAN, se pueden calcular los
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exponentes de Lyapunov (Método de Sano y Sawada, 1985) del vector de los minimos para
los casos de descomposicion APD y aditivo, con diferentes sefiales mensaje. Los resultados
obtenidos se muestran en la Tabla 4.1. Como se mencioné en el Capitulo 2, la suma de los
exponentes positivos proporciona el limite superior para el calculo de la entropia (identidad
de Pesin). Un problema que se debe considerar es el relacionado con la longitud finita L de
la secuencia. Considerando una longitud de palabra n, pueden construirse L - n + 1 palabras
diferentes a partir de la secuencia original. Por otro lado, la cantidad de palabras diferentes
que se pueden construir con un alfabeto de A simbolos (para esta particion A = 2) es A"; por
lo tanto si este nimero es mayor que L - n + 1 existen palabras que nunca se presentaran.
Como consecuencia de emplear secuencias de longitud finita, en realidad se obtiene una
estimacion de la entropia [Ebeling y Steuer, 2001]. De esta manera la entropia se transforma
en una variable aleatoria a la que se le puede calcular el valor medio y la dispersion. Si el
proceso de estimacion es no sesgado y eficiente, a medida que aumenta el tamafio L de la
secuencia se converge hacia el verdadero valor de la entropia.

Exponente de Lyapunov Positivo Caso Analizado
7.252833e-01 Sin Sefial
6.377721e-01 Senoidal A =0.25 f=1000 - APD
6.507839¢-01 Senoidal A =0.15 f=1000 - APD
6.074768e-01 Senoidal A =0.15 f=5000 - APD
6.128498e-01 Senoidal A =0.25 f=5000 - APD
6.082927e-01 Ruido Blanco Gaussiano ¢ = 0.25
7.252833e-01 Ruido Blanco Gaussiano ¢ = 0.15
6.207847e-01 Senoidal A =0.25 f=1000 - Suma
6.358755¢e-01 Senoidal A=0.15 f=1000 - Suma
6.283191e-01 Senoidal A =0.25 f=5000 - Suma
6.196062e-01 Senoidal A =0.15 f=5000 - Suma

Tabla 4.1 Exponentes de Lyapunov para los casos analizados, obtenidos con TISEAN

Los valores de la cota méaxima para el calculo de la entropia son préoximos a los
obtenidos para el caso de una particion en 16 valores del espacio de fase. Es decir, a medida
que se “refina” la representacion de la dindmica se obtienen valores de la entropia mas
proximos a los de Kolmogorov-Sinai.

Las Figuras 4.11 y 4.12 muestran el desequilibrio O y complejidad LMC con la
distancia segun la norma Euclidea, para una particion del mapa de Lorenz en dos sectores y
los bits agrupados en diversas longitudes de palabra en funcion del valor del parametro de
control. Las probabilidades se calculan con un histograma de 256 niveles.

La norma Euclidea ignora la naturaleza estocéstica de los vectores de probabilidad.
Para resolver esta dificultad MPR propusieron el uso de la distancia de Wooters (0"). Las
Figuras 4.13 y 4.14 muestran el desequilibrio y la complejidad MPR empleando esta
distancia, para diferentes longitudes de palabra. Nuevamente, para el céalculo de
probabilidades se utiliza un histograma de 256 niveles. Del analisis de las Figuras 4.13 y
4.14 debe notarse que a partir de r = 3.6 ambas complejidades dan resultados diferentes.
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Fig. 4.11 Distancia Euclidea en el Mapa de Lorenz del oscilador de Rissler para diferentes
longitudes de palabra (Particion = 2)

8 bits 7 bits
0.15 0.15
01 ] 01
0.05 'Rb 0.05
0 - 0
2 4 6 8 2 4 6 8
5 bits 6 bits
0.15 0.15
01 ] 01
0.05! ] 0.05 WM
0 ‘ ‘ 0 ‘
2 4 6 8 2 4 6 8

Parametro r

Fig. 4.12 Complejidad calculada con distancia Euclidea, C ™€, para diferentes longitudes
de palabra (Particion 2)
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Fig. 4.13 Desequilibrio Q" en el Mapa de Lorenz del oscilador de Réssler para diferentes longitudes

Complejidad CMPR

de palabra (Particion = 2).
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Fig. 4.14 Complejidad calculada con distancia de Wooters,C""™® | para diferentes longitudes de
palabra (Particion 2)
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Otra variable relevante en la construccion de las graficas de complejidad, es la
cantidad de ventanas diferentes empleadas en el calculo de las probabilidades. En las
Figuras 4.11 y 4.12 se emplearon 256 ventanas. Esta eleccion afecta el comportamiento de
la medida de complejidad para el caso » = 4. Cuando el sistema ingresa en comportamiento
periddico se observa que la complejidad baja abruptamente. Analizando una de las ventanas,
por ejemplo la que se presenta para un valor » = 6.01, se puede determinar a partir de los
graficos, que existe una transicion del caos a una Orbita periddica de periodo 3. La
profundidad de las ventanas estd relacionada con la longitud de palabra elegida. Si la
longitud es un multiplo de la periodicidad se logra la complejidad cero. En las Figuras 4.12
y 4.14 puede observarse que para palabras de 6 bits se logra el valor cero. No asi para las
longitudes de palabra de 5, 7 y 8 bits.

Si se tiene una sefial periddica digitalizada con sélo dos simbolos la dindmica queda
representada por una secuencia binaria de la forma:

......... \LQ,IO10101010101010...........
H_}

En este caso cualquier longitud de palabra par (2, 4, 6, 8 etc.) generard siempre el
mismo codigo y si se calcula la entropia su valor es cero. Las ventanas periodicas de
periodo dos presentan ceros para longitudes pares, las de periodo triple para longitudes de
palabra multiplos de tres etc.

165 170 175 180 185 190 195 200
Tiempo discreto

Amplitud del valor abs. de los minimo

[ FFTI

0 200 400 EO0 ao0 1000 1200
Indice de la FFT

Fig. 4.15. a) Registro de los minimos para r = 6.01 b) FFT del conjunto de minimos

Dado que se esta buscando informacion de periodicidad, un método alternativo lo
constituye el analisis espectral. Analizando el espectro de la serie de valores generados por
el Mapa de Lorenz es posible determinar las longitudes de palabra que llevan a cero el valor
de la complejidad. Si se considera el caso de la ventana periddica que se obtiene para
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r = 6.01, la FFT de un registro de 1024 muestras es la mostrada en la Fig. 4.15. Las
componentes espectrales se ubican alrededor del valor del indice £ = 342. Estos indices
muestran la cantidad de ciclos de la sefal periddica dentro de la ventana. Si la cantidad de
puntos en la misma es 1024, entonces:

1024 puntos/ventana .
= - = 3puntos/ciclo
342 ciclos/ventana

Cualquier agrupamiento de 3 simbolos dara siempre la misma palabra y por lo tanto la
entropia serd cero. Si se observa la Fig. 4.11, en la que se grafica la complejidad para
diferentes longitudes de palabra, es posible advertir que la ventana para » = 6.01 llega a cero

cuando la palabra es de 6 bits y no lo hace para las otras longitudes (5, 7 y 8 no son
multiplos de 3).

Otra forma de evaluar complejidad de un sistema consiste en el calculo de la llamada
complejidad de zipping en la que se analiza el comportamiento frente a un algoritmo de
compresion. Para este estudio se empled el programa Arj para comprimir los vectores
(particion = 2, palabras de 1 bit) para distintos valores de . Si se grafica la relacion de
compresion en funcion del valor de » se obtiene la Fig. 4.16. Se observa que el resultado es
similar al obtenido con la complejidad CY*%.

22+

20+

Archivo zipeado/Archivo original (%)

3.5 4 4.5 5 55 6 6.5
Parametro r

Fig. 4.16. Complejidad de Zipping para diferentes valores de r

Notese ademds que la relacion de compresion es maxima en las zonas de
comportamiento periddico. Se puede determinar la complejidad de zipping para r = 4 y
diferentes particiones del espacio de fase en funcioén de la longitud de la palabra empleada
con y sin sefial de informacion. En la Figura 4.17 se muestran tres particiones diferentes
para el caso sin sefial y con una sefial senoidal (A = 0.25 V, f = 1000 Hz) con
descomposicion APD y suma. Se observa que la relacion de compresion se reduce a medida
que aumenta el nimero de particiones, la longitud de palabra y se le agrega senal al sistema.
Un aspecto interesante lo constituye el punto a partir del cual las curvas adquieren un valor
constante, la maxima compresion para una particion en particular siempre se presentan para
la misma longitud de palabra, y son independientes de la presencia o ausencia de sefial.
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Para la particion 2 el factor de compresion es practicamente independiente de la
presencia de informacion en ambos esquema (APD o suma). Las tres curvas (casi
coincidentes) incrementan su valor con la longitud de palabra. Para los casos de particion 8
y 16 las relaciones de compresién se reducen notablemente en presencia de la sefial
periddica.

30
APD y Suma

*e

T
1

o5 P8 A=0.25 F=1000 -

Suma \F$

. P 16 Sin senal
20+

P16 A=0.25 F=1000‘
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N

15
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+—— Suma

*

<« Sinseial
A=0.25 F=1000
P2

10+

Archivo comprimido/Archivo original

P 8 Sin senal

O L L
0 5 10 15

Longitud de Palabra

Fig. 4.17 Complejidad de zipping para 3 particiones (2,8 y 16) , sin informacion y con informacion en
descomposicion APD y sumada

A partir de los analisis realizados y los resultados obtenidos, puede concluirse que
los célculos de la entropia y las medidas de complejidad podrian utilizarse como indicadores
de la presencia o ausencia de mensaje incorporado a la dinamica de un sistema cadtico. Esto
es valido siempre que se utilice un alfabeto de longitud adecuada para efectuar la
codificacion.

4.3 Conclusiones

Esta tesis ha presentado distintas estrategias para el procesamiento de sefiales
enmascaradas en ruido, sea éste de tipo cadtico determinista, estocastico, 0 una combinacion
de ambos. Las estrategias propuestas combinan la teoria de sistemas dinamicos y el caos con
la estimacion estadistica y las técnicas clasicas de procesamiento digital de sefiales.

Los principales resultados originales que la tesis aporta al area de procesamiento de
sefales son:

e En el rescate de sefiales periddicas inmersas en AWGN (ruido blanco gaussiano) se
desarrolla un algoritmo novedoso muy eficiente. El mismo utiliza una ventana de
duracion autoajustable para estimar los parametros de la Transformada de Fourier de
la autocorrelacion de la sefal contaminada. En la determinacion del periodo de la
sefial se obtienen resultados muy proximos al limite tedrico de Cramer-Rao para la
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estimacion, aun trabajando con relaciones sefial/ruido tan bajas como —15 dB. En el
caso de la estimacion de amplitud el error es comparable al obtenido con otras
técnicas disponibles en la literatura abierta, con la evidente ventaja de ser un método
on-line.

Se desarrolla un banco de medicion basado en PC (computadora personal) con el que
se comprueba la capacidad del algoritmo en mediciones reales y se efecttian las
comparaciones con los métodos usuales.

El mismo algoritmo presenta resultados satisfactorios para estimar la frecuencia de
sefales inmersas en ruido cadtico determinista aditivo, con un espectro de banda
ancha que cubre totalmente al de la sefial. En este caso la autocorrelacion de la sefial
caodtica (debe disminuir rapidamente con 7) es la caracteristica fundamental para que
el método pueda ser aplicado exitosamente. Esta situacion se ejemplifica con en el
mapa de Hénon.

Se analiza la validez de una estrategia basada en la Transformada Wavelet, reportada
como eficiente en la literatura. Sin embargo, se demuestra que puede emplearse s6lo
en el caso de sefales débilmente enmascaradas; ya sea por no tener un nivel de ruido
caodtico suficiente o porque el rango de frecuencias del espectro del ruido no cubre en
forma total al de la sefial. En el caso bien enmascarado, especialmente en el esquema
APD (descomposicion activa-pasiva) se demuestra que es imposible la separacion
mediante filtros tipo peine pues la sefial y el caos ocupan las mismas frecuencias. Se
comprueba asimismo que en los enmascaramientos débiles el criterio de Huang
permite seleccionar automaticamente el nivel Wavelet que separa eficientemente la
mascara caotica del mensaje.

En el caso en que la informacion se recupere con un receptor gemelo al transmisor,
se comprueba que puede desenmascararse la sefial del ruido caoético, no importando
si la misma se incorpor6 al sistema en forma aditiva o con un esquema APD. En
estos casos el receptor se comporta como un filtro sintonizado automaticamente a la
frecuencia de la sefial. Se demuestra también que la presencia de niveles moderados
de AWGN no afecta la recuperacion en ninguno de los dos esquemas.

Para los métodos basados en la reconstruccion del atractor cadtico (mapas de
retorno) se muestra que en el caso de un esquema aditivo la sefial de informacion
puede recuperarse satisfactoriamente. Se demuestra que el método permite recuperar
los mensajes, aun cuando la méscara cadtica cubre efectivamente a una sefal de muy
baja amplitud; situacion en la cudl los métodos espectrales no son fttiles. Los
resultados del procedimiento son bastante satisfactorios para frecuencias por debajo
de la frecuencia f, a la cual se halla el pico del espectro del oscilador (en este caso se
utilizé un sistema de Lorenz). La calidad del mensaje recuperado se deteriora
rapidamente para frecuencias superiores a f..

Se aportan resultados preliminares prometedores para el uso de entropias y medidas
de complejidad como indicadores de la presencia de informacion. Se analizan
distintas particiones del mapa de retorno y diferentes longitudes de palabra. Los
resultados son comparados utilizando definiciones alternativas de complejidad. Se
verifica que la longitud de palabra elegida, para una particion binaria del espacio de
fase, es un parametro relevante para interpretar la complejidad calculada en el caso

135



Capitulo 4: Investigaciones en curso y Conclusiones

de ventanas periodicas. Se analiza, ademés, como la Transformada de Fourier
aplicada a la secuencia que representa el comportamiento en las ventanas periddicas
del diagrama de bifurcaciones permite determinar el orden de la periodicidad.

e Ademas de las dos complejidades consideradas, se aplico la complejidad de zipping
al diagrama de bifurcaciones del mapa de Lorenz, comprobandose una similitud
cualitativa con la complejidad MPR. Se considera en particular el caso r = 4 y
diferentes particiones del espacio de fase en funcion de la longitud de la palabra
empleada con y sin sefial de informacion.

En cuanto a la continuacién de este trabajo de tesis, en lo inmediato se contintia
investigando la aplicacion de una nueva medida de complejidad MPR, para la cual el
desequilibrio es evaluado en términos de la divergencia de Jensen, resultando asi una
complejidad MPR intensiva. Otras mejoras introducidas en el céalculo de estas
complejidades incluyen la incorporacion directa de la dindmica del sistema en el calculo de
las correspondientes distribuciones de probabilidad a través del método de “Probabilidades
de Permutacion” propuesto por Bandt y Pompe, [2002].

Se trabaja en la implementacion on line de técnicas de medicion y procesamiento de
sefiales complejas provenientes de diferentes fuentes. La propuesta es combinar el uso de
computadoras de tltima generacion en un esquema de instrumentacion en red. Cada PC se
encuentra equipada con placas destinadas al Procesamiento Digital de Senales, utilizando
procesadores dedicados (DSPs) y dispositivos de logica programable (FPGA). Esta
configuracién permitira la implementacion de equipos autonomos de procesamiento que
pueden rescatar la informacion y determinar si la misma debe ser comunicada o no a un
centro general de control.
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Apéndice

APENDICE

1. Teorema del Muestreo

Sea x(#) una sefal de tiempo continuo que tiene una Transformada de Fourier
continua

X(jw)= Tx(t).ejmdt. (I.1)

Sea x, =x(nT,), n=..—-2,-1,.0,.1,2.... las muestras de x(?) a T segundos.

. . V2 .
Si X(Gw) = 0 para todo |W|27’ entonces x(?) puede reconstruirse exactamente de sus

s

muestras, x,, empleando una funcion de interpolacion sinc (filtro pasa-bajos ideal).

: [Ws(t—nTs)}
sin| ————
2

n(t—nT),)

x(t)= iTS.x(nTS). , Wo=— . (1.2)

2. Teorema del valor inicial

Six, es causal, es decir x, = 0 para n < 0, entonces

X, =lim__, Zx (1.3)

3. Teorema de Wiener —Khintchine

Sea x, una sefal real. Entonces:
ro()=<—>S_(») (L4)

Esto implica que la densidad espectral de una sefial es la Transformada de Fourier de su
Funcion Autocorrelacion. Esta relacion es muy importante, dado que implica que la Funcion
Autocorrelacion de una sefal y su Densidad Espectral contienen la misma informacion
sobre la sefial. Dado que ninguna de estas funciones contiene informacion sobre la fase, es
imposible reconstruir de manera univoca la sefial a partir de su correlacion o de su densidad
espectral

4. Teorema de Parseval

Si
xln (L)Xl (7/)
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y
X5, <L>X2 (7) entonces:
© i l z .
DX, X, Z—I_ X, (7)-X,(r)dy (1-5)
e 27 o

En el caso especial que Xz, = X1 = Xy, la relacion de Parseval se reduce a :

i 2

n=—o0

xl’l

— [l ar 16)

La parte izquierda de la ecuacion (1.6) es simplemente la energia Ey de la sefial x[n]. Es
también igual a la autocorrelacion de x[n], rxx (1), calculada en 1 = 0. El integrando de la
parte derecha es igual a la densidad espectral de energia, asi, la integral sobre el intervalo
-7 <w<7 nos da la energia total de la senal.

X

n

0
Ex zrxxo = Z

n=—o0

2 1 2 1 %
=—\||X dv=—18 d . 1.7
2ﬂy wﬂ;fzﬂimv)w (1.7)

La Ec. 1.7 establece que la operacion de transformacion preserva la energia de la senal.

5. Secciones de Poincarée

Si se considera el espacio de fase de un sistema de m ecuaciones autonomas,
generalmente se encuentra que una direccion local, la tangencial al flujo, no transporta
demasiada informacion. La posicion del espacio de fase que apunta en esta direccion puede
cambiarse reparametrizando el tiempo. Esta observacion puede emplearse para reducir en 1
la dimension del espacio de fase, al mismo tiempo que se convierte el flujo de tiempo
continuo en un mapa de tiempo discreto.

El método, denominado seccion de Poincaré, consiste en crear una superficie
orientada en forma adecuada en el espacio de fase. De esta forma es posible construir un
mapa invertible sobre esta superficie siguiendo una trayectoria del flujo. Las iteraciones del
mapa estan dadas por los puntos donde la trayectoria intersecta la superficie en una
direccion especifica. El tiempo que una trayectoria pasa entre dos intersecciones sucesivas
variard, dependiendo de la trayectoria real en el espacio de fase y de la seccion de la
superficie elegida. Algunas veces después de aplicar esta técnica, s6lo se consigue un
pequeno numero de puntos sobre la superficie. Cada ciclo produce al menos 1 punto sobre la
superficie de Poincaré (si las intersecciones son menores, la superficie es inapropiada).

Aparte de la construccion de las intersecciones, se puede recoger informacion sobre
los minimos y méaximos de la serie escalar. La derivada de la sefial es una coordenada
“legal” en el espacio de estado reconstruido. Obtener los minimos o maximos implica
colocar una seccion sobre la superficie donde la derivada es igual a cero.
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Fig. I.1 Seccion de Poincaré

6. Maximo Exponente de Lyapunov- Algoritmo de Rosenstein —Collins - De Luca

El exponente maximo de Lyapunov A;, que mide la divergencia promedio entre dos
puntos vecinos en un atractor, puede definirse empleando la siguiente ecuacion:

d(t)=C.e™ (I1.8)

donde d(t) es la divergencia promedio en el tiempo ¢ y C es una constante que normaliza la
separacion inicial. Rosenstein et al., proponen el siguiente algoritmo para calcularlo:

1. Reconstruir la dindmica del atractor (empleando el método de los retardos) a
partir de la serie temporal. Esta trayectoria reconstruida, X, puede expresarse como una
matriz, donde cada fila representa un vector en el espacio de fase. Es decir X =[X; X3 ...
X" , donde Xi es el estado del sistema en el instante i. Para una serie temporal de N
puntos { xi, x2 ,..., Xy }, cada Xi se construye de la siguiente forma: Xi = [x; Xi+ s ... Xit(n-1) ] »
donde J es el retardo y m es la dimension de embedding. Entonces X es una matriz de M
xm y las constantes m, M, J, y N estan relacionadas: de la siguiente manera M =N
- (m=1)J.

La dimension de embedding generalmente se estima empleando el Teorema de
Takens, es decir se elige m > 2n, aunque el algoritmo de Rosenstein et al. funciona bien
para valores menores de m. J puede determinarse como el valor para el que la funcién
autocorrelacion cae a 1-1/e de su valor inicial.

2. Localizar los vecinos proximos de cada punto sobre la trayectoria. El vecino, X j;

se encuentra buscando el punto que minimiza la distancia al punto de referencia Xj, es
decir:

4j(0)=min|X, —x (L9)

donde d; (0) es la distancia inicial desde el punto j a su vecino mas proximo segun la norma
Euclidea. Se agrega el requisito que ese punto debe estar separado temporalmente una
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distancia mayor que el periodo medio de la serie temporal (|j —j;| > periodo medio). Esto
permite considerar cada par de vecinos con condiciones iniciales proximas pero
pertenecientes a distintas trayectorias. El exponente maximo de Lyapunov puede estimarse
como la velocidad media de separacion de los puntos vecinos elegidos.

3. A partir de la definicion de A, el par j-esimo diverge a una velocidad dada por el
exponente maximo de Lyapunov, es decir:

N~ A1 (iAt)
d,(i)~=Ce A (1.10)

donde C; es la separacion inicial. Tomando el logaritmo a ambos lados de la ecuacion se
obtiene:

Ind (i) ~InC; + 4, (iA?) (L11)

que representa un conjunto de lineas paralelas ( para j = [,2,...M) cada una con una
pendiente aproximadamente proporcional a A;. El exponente maximo de Lyapunov se
calcula sencilla y rapidamente usando un ajuste con minimos cuadrados a la linea promedio
definida como:

N~ ] :
¥(0) = (Ind, (1) (L12)

donde <> indica promedio sobre todos los valores de j. Este proceso de promediacion es la

llave para calcular A; empleando secuencias cortas y ruidosas. C; normaliza la separacion de
los puntos vecinos. El diagrama de flujo a continuacion muestra los pasos del algoritmo
presentado.

Estimar el retardo y el
periodo medio
empleando la FFT

v

Reconstruir la dinamica
del atractor mediante el
método de los retardos.

v

Encontrar los puntos
vecinos separados
temporalmente

v

Medir la separacion
promedio de los
vecinos. No normalizar

v

Emplear minimos
cuadrados para ajustar
una linea a los datos.
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