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“El experimentador que no sabe lo que esta buscando

no comprenderd lo que encuentra.”

Claude Bernard (1813-1878), fisidlogo francés.
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Introduccion

1.1 Motivacion y presentacion del problema

El analisis de imagenes biomédicas se ha convertido en un area de gran relevancia dentro
de la disciplina del Procesamiento Digital de Imagenes (PDI). Su objetivo fundamental es la
obtencidn de informacion médica, que permite mejorar el diagndstico de posibles patologias y

por lo tanto su fiabilidad.

Una imagen médica es aquélla que procede del conjunto de técnicas y procesos usados
para crear imagenes del cuerpo humano o partes de él con propdsitos clinicos, esto es,
procedimientos médicos que buscan revelar, diagnosticar o examinar enfermedades, o bien

con propositos cientificos médicos, tales como el estudio de la anatomia fisica y metabdlica.

En la medicina actual, hacer diagndsticos utilizando imagenes es una tarea cotidiana. El
procesamiento de imagenes de resonancia magnética, tomografia computada, angiografias y
otras modalidades, proveen un medio no-invasivo y efectivo de delinear la anatomia de un
sujeto. Estas tecnologias han incrementado enormemente el conocimiento de anatomias y
patologias para la investigacion médica y son un componente critico en la planificacion de
diagndsticos y tratamientos. Con el incremento en tamafio y nimero de imagenes médicas, se
ha hecho necesario el uso de computadoras para facilitar el procesamiento y analisis de las
mismas. En particular, los algoritmos para el delineamiento de estructuras anatémicas y otras
regiones son un componente clave para asistir y automatizar ciertas tareas. Estos algoritmos,
denominados de segmentacidén, juegan un papel importante en numerosas aplicaciones

biomédicas de tratamiento de imagenes.

Segmentar una imagen es un proceso que consiste en descomponer una imagen en
regiones de interés, es decir, particionarla segin sus componentes estructurales mas
importantes siguiendo algun criterio. Dicho criterio dependera del resultado que se desee
obtener sobre la imagen. Los métodos para llevar a cabo las segmentaciones varian
ampliamente dependiendo de la aplicacién especifica, tipo de la imagen y otros factores. El
ruido, los volumenes parciales y los movimientos en la imagen, también pueden tener

consecuencias significativas en el desempefio de los algoritmos de segmentacién. Actualmente
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no existe un método de segmentacién que alcance resultados aceptables para todo tipo de
imagen médica. No existen métodos que sean generales y que puedan ser aplicados a
cualquier variedad de datos. De cualquier forma, los métodos que son especializados para
aplicaciones particulares pueden obtener mejores resultados tomando en cuenta
conocimiento a priori. Por lo tanto, la seleccion de un método apropiado para un problema de

segmentacion puede ser muy dificil.

El problema fundamental que existe en la segmentacion de imdagenes médicas es la
dificultad que existe a la hora de generar informacion valida para ser procesada. Estas
imagenes poseen gran cantidad de ruido, bajo contraste y alto contenido de imprecision.
Dichas imprecisiones son inherentes a este tipo de imagenes, ya sea por la presencia de limites
indefinidos entre las estructuras u objetos a segmentar debido a una adquisicién ruidosa de la
imagen o directamente porque son inherentes a los métodos propios de formacién de estas
imagenes. Es aqui donde surge la necesidad de crear algoritmos de segmentacion que
permitan resaltar los objetos de interés para el experto. La Morfologia Matematica (MM)

brinda herramientas para abordar esta problematica.

La MM es una teoria basada en conceptos de geometria, algebra, topologia y teoria de
conjuntos, creada para caracterizar propiedades fisicas y estructurales de diversos materiales.
En la actualidad la MM se ha convertido en una sélida teoria matematica en la que se basan
poderosas herramientas para el PDI. La idea central de esta teoria es examinar las estructuras
geométricas de una imagen por superposicion con pequefios patrones localizados,
denominados elementos estructurantes, en distintas partes de la misma. La MM permite
procesar imagenes con el objetivo de realzar zonas, detectar bordes, analizar estructuras y
segmentar regiones, entre otras. A través de la segmentacion los objetos extraidos pueden ser
contados y posteriormente se pueden calcular multiples medidas (area, perimetro, longitud,
factor de forma, esbeltez, rugosidad, etc.) lo que permitird realizar por parte de los expertos

un analisis completo de la imagen bajo estudio.

A partir de fundamentos tedricos sélidos, la MM ha logrado excelentes resultados en la
segmentacion de estructuras y una implementacion de los algoritmos rapida y sencilla. Sin
embrago cuando nos enfrentamos con imagenes de ultrasonido, resonancia magnética (RM) o
tomografia axial computada (TAC), con alto contenido de texturas e imprecision en los bordes

de las estructuras presentes, un nuevo enfoque se hace indispensable.
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Las técnicas desarrolladas para imagenes binarias son el punto de partida para extender la
Morfologia Matematica a imagenes en niveles de gris. Una de las extensiones existentes se
basa en la teoria de conjuntos difusos y se denomina Morfologia Matematica Difusa (MMD).
Los conjuntos difusos tienen varias ventajas para representar las imprecisiones de las
imagenes y resultaran ser una herramienta Gtil en su segmentacion. En particular se aplicara la
MMD a imagenes texturadas con el objetivo de demostrar como las caracteristicas de los

conjuntos difusos resultan ser una herramienta Util en la segmentacion de imagenes médicas.

Por todo lo expuesto, es fundamental realizar un analisis que permita encontrar nuevos
métodos de segmentacion utilizando operadores morfoldgicos difusos, mas eficientes que los

métodos tradicionales.

1.2 Objetivos de esta tesis

El objetivo de esta tesis es estudiar el comportamiento de los operadores morfoldgicos
difusos, comparandolos con los operadores de la Morfologia Matematica, y desarrollar nuevos
métodos de segmentacion en imagenes médicas usando los operadores de la Morfologia

Matematica Difusa.
En este sentido los objetivos especificos son:

e Estudiar los distintos enfoques existentes para extender, a partir de la teoria de

conjuntos difusos, los operadores morfoldgicos binarios a imagenes en niveles de gris.

e Desarrollar los principales algoritmos correspondientes a las técnicas de Morfologia

Matematica Difusa.

e Aplicar las técnicas desarrolladas a imagenes de Resonancia Magnética, Tomografia

Axial Computada y angiografias.

* Analizar el desempefio de las distintas técnicas estudiadas ante condiciones tipicas que

se presentan en el estudio de las imagenes biomédicas.
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1.3 Publicaciones que sustentan esta tesis

Esta tesis se enmarca dentro de los proyectos de investigacion “Clasificacion y
Segmentacidn en Imagenes Médicas” (15G166), “Clasificacion y Analisis de Senales e Imagenes
Biomédicas” (15G209) y “Andlisis y Clasificacion de Imagenes y Sefiales Biomédicas” (15G268)
desarrollados en el Laboratorio de Procesos y Medicién de Sefales, dependiente del
Departamento de Electrdnica de la Facultad de Ingenieria de la Universidad Nacional de Mar
del Plata. A continuacion se listan los articulos publicados o enviados para su revisién, todos

ellos con referato, resultantes del trabajo de tesis:

— Revistas:

®* Bouchet, A., Pastore, J., Ballarin, V. “Segmentation of Medical Images using Fuzzy
Mathematical Morphology”, Journal of Computer Science and Technology,

Octubre 2007. Vol. 7, No. 3, pp. 256-262. ISSN 1666-6038.

* Bouchet, A, Pastore, J., Moler, E. “Reconstruccion geodésica de imdgenes a través
de componentes conectadas”, Revista IEEE America Latina, Septiembre de 2008,

Vol. 6, Issue 5, pp. 471-476. ISSN 1548-0992.

e Agustina Bouchet, Marcel Brun, Virginia Ballarin “Morfologia Matemdtica Difusa
aplicada a la segmentacion de angiografias retinales”, Revista Argentina de

Bioingenieria. En prensa. ISSN 0329-5257.

® Bouchet, A., Pastore, J., Espin Andreade, R., Brun, M., Ballarin, V. “Arithmetic Mean
Based Compensatory Fuzzy Logic”, enviado a la revista International Journal of
Computational Intelligence and Applications para su revision. ISSN 1757-5885 (On-
Line). ISSN 1469-0268 (Print).

— Capitulos de libros:

e Agustina Bouchet, Juan Ignacio Pastore, Rafael Espin, Marcel Brun, Virginia Ballarin
“Compensatory Logic applied to Digital Image Processing”, Capitulo Ill: Knowledge
Discovery, Libro: Towards a trans-disciplinary technology of Business and

Organizational Intelligence: Gathering Knowledge Discovery, Knowledge
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Management and Decision. Editorial: Red Eureka. University of Oldenburg.

Alemania. 2009.

— Reuniones cientificas:

* Bouchet, Pastore y Ballarin “Segmentacion de Imdgenes a través de Morfologia
Matemadtica Difusa”, Reunién de Procesamiento de la Informacién y Control (RPIC

2005). Universidad Nacional de Rio Cuarto, Cérdoba. Septiembre de 2005.

e Bouchet A, Brun M., Ballarin V. “Andlisis comparativo de robustez entre
operadores morfoldgicos cldsicos y difusos aplicados al Procesamiento Digital de
Imdgenes”, 372 Jornadas Argentinas de Informatica (JAIIO 2008). Santa Fe,

Argentina. Septiembre de 2008.

e Benalcazar Palacios F., Bouchet A., Brun M. y Ballarin V. “Andlisis comparativo de
robustez entre filtros morfologicos cldsicos y difusos aplicados al Procesamiento
Digital de Imdgenes”, 382 Jornadas Argentinas de Informatica (JAIIO 2009). Mar del

Plata, Buenos Aires, Argentina. Agosto de 2009.

e A. Bouchet, M. Brun y V. Ballarin “Andlisis comparativo de robustez entre
operadores morfolégicos cldsicos y difusos para deteccion de bordes”, Reunién de
Procesamiento de la Informacion y Control (RPIC 2009). Rosario, Santa Fe.

Septiembre de 2009.

e E. L Blotta, A. Bouchet y V. Ballarin “Caracterizacion de Senales de Bio-speckle
Dindmico a través de herramientas de Morfologia Matemadtica cldsica y difusa”,
Reunidén de Procesamiento de la Informacion y Control (RPIC 2009). Rosario, Santa

Fe. Septiembre de 2009.

e Agustina Bouchet, Marcel Brun y Virginia Ballarin “Morfologia Matemadtica Difusa
aplicada a la segmentacion de angiografias retinales”, XVIl Congreso Argentino de

Bioingenieria (SABI 2009). Rosario, Santa Fe, Argentina. Octubre de 2009.

e Agustina Bouchet, Juan Ignacio Pastore, Rafael Espin, Marcel Brun, Virginia Ballarin
“Logica Compensatoria Aplicada al Procesamiento digital de imdgenes”, Segundo
Taller de Descubrimiento de Conocimiento, Gestién del Conocimiento y Toma de

Decisiones, organizado por la Red Iberoamericana de Descubrimiento de
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Conocimientos (Eureka Iberoamérica) y el Proyecto Evaluacion y Potenciacion de
Infraestructura de Datos Espaciales en Iberoamérica y el Caribe. Ciudad de Panama.

Panama. Noviembre de 20009.

e Agustina Bouchet, Juan Ignacio Pastore, Rafael Espin, Marcel Brun, Virginia Ballarin
“Compensatory Logic Applied to Digital Image Processing”, ALIO-INFORMS Joint

International Meeting. Buenos Aires, Argentina. 6 al 9 de Junio de 2010.

e Agustina Bouchet, Juan Ignacio Pastore, Rafael Espin, Marcel Brun, Virginia Ballarin
“A Based Arithmetic Mean Compensatory Logic”, ALIO-INFORMS Joint

International Meeting. Buenos Aires, Argentina. 6 al 9 de Junio de 2010.

1.4 Estructura de la tesis

A continuacion se describe la estructura y los contenidos principales de cada capitulo.

En el capitulo 2 se presentan las principales nociones de la teoria de conjuntos y la teoria de

reticulados.

En el capitulo 3 se presenta las principales definiciones de la Morfologia Matematica. En
primer lugar se definen los operadores binarios, para luego extenderlos a imagenes en niveles

de gris.

En el capitulo 4 se presentan los conceptos de la teoria de conjuntos difusos fundamentales

para el desarrollo de esta tesis.

En el capitulo 5 se presenta la Morfologia Matematica Difusa (MMD), realizando una resefia
historica y mostrando los distintos enfoques existentes en la literatura para extender los
operadores morfoldgicos binarios a imagenes en niveles de gris. Se muestra como todos los
enfoques se unifican en las formulas propuestas por Bloch y Maitre, las cuales son las

utilizadas a lo largo de esta tesis.

En el capitulo 6 se presentan los primeros resultados. Se define la Ldgica Difusa
Compensatoria y se propone una nueva cuarteta de operadores definiendo, de este modo, una
nueva ldgica. Se demuestra que los nuevos operadores satisfacen los axiomas requeridos para
generar este modelo. Se analiza la relacidn entre la nueva légica y la Logica Booleana. Se

presenta una nueva morfologia matematica denominada Morfologia Matematica
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Compensatoria (MMC) definiendo sus operadores basicos a partir de la conjuncion y la
disyuncion de la Légica Difusa Compensatoria. Esta nueva morfologia resulta ser un caso

particular de la MMD.

En el capitulo 7 se analiza y compara la robustez frente al ruido de los operadores basicos,

dilatacion y erosion, de la MM, MMD y MMLC.

En el capitulo 8 se analiza y compara la robustez frente al ruido de los filtros basicos,

aperturay cierre, de la MM y MMD.

En el capitulo 9 se analiza y compara la robustez frente al ruido de los filtros secuenciales

alternados, apertura-cierre y cierre-apertura, de la MM y MMD.

En el capitulo 10 se analiza y compara la robustez frente al ruido y a la distorsion de la
imagen original de los operadores de deteccion de bordes y la aplicacion del Top-Hat de la MM

y MMD.

En el capitulo 11 se muestra una aplicacion de los operadores de la MMD en la

segmentacion de angiografias retinales.

Por ultimo, en el capitulo 12 se presentan las conclusiones obtenidas y los trabajos futuros.
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Capitulo 2

Teoria de Conjuntos Clasicos

Dado que las imagenes se pueden modelar por medio de conjuntos, la Morfologia
Matemadtica, una técnica basada en la teoria de conjuntos, se ha utilizado desde su origen con
enorme éxito en el Procesamiento Digital de Imagenes. Sin embargo, su utilidad no termina en
el procesamiento de imdgenes o de sefales, y dado que su premisa de trabajo es la de utilizar
conjuntos y sus propiedades, es de utilidad para cualquier clase de problema que se modele
por medio de conjuntos y donde la forma sea la caracteristica mas relevante. En este capitulo
se presentan algunas nociones de la teoria de conjuntos, las cuales se utilizaran en desarrollos

posteriores y serdan fundamentales para comprender lo expuesto en ellos.

2.1 Introduccion

La teoria de conjuntos clasicos, la cual sera denominada teoria de conjuntos para simplificar
la escritura, es una rama de la matematica que estudia los conjuntos (Halmos, 1974). El primer
estudio formal sobre el tema fue realizado por el matematico aleman Georg Ferdinand Lwdwig
Cantor (1845-1918). El concepto de conjunto es intuitivo y se podria definir como una
“coleccidn, listado o agrupacion de objetos, no repetidos y no ordenados, con caracterisicas
bien definidas que los hace pertenecer a un grupo determinado”. Es decir, para que exista un

conjunto se deben cumplir los siguientes requisitos:
- Lacoleccidon de elementos debe estar bien definida.

- Ningun elemento del conjunto se debe contar mas de una vez, generalmente, estos

elementos deben ser diferentes, si uno de ellos se repite se contara sdlo una vez.
- Elorden en que se enumeran los elementos carece de importancia.

Un conjunto estd bien definido si se sabe que un determinado elemento pertenece o no al
él. El conjunto de los pixeles negros en una imagen binaria estd bien definido, porque a la vista
de una imagen binaria se puede saber si un pixel es negro o no lo es. El conjunto de las
personas altas no esta bien definido, porque a la vista de una persona, no siempre se podra

decir si es alta o no, o puede haber distintas personas, que opinen si esa persona es alta o no
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Teoria de Conjuntos

lo es. Este ultimo tipo de conjuntos, modelados por la teoria de conjuntos difusos, serd

abordado mas adelante en el capitulo 4.

La teoria de conjuntos cldsicos es una de las partes de la matematica que se desarrolld
desde fines del siglo XIX. Ha introducido términos como pertenencia, inclusion, unién y otros
con significados rigurosos y su uso sin dudas ha permitido mejorar la precisiéon del lenguaje en
areas de conocimiento como la teoria de relaciones y funciones, la teoria de las

probabilidades, entre otras.

A continuacidn se presentan algunas definiciones necesarias para abordar esta tesis.

2.2 Nociones sobre la teoria de conjuntos

Se utilizaran letras mayusculas, X,Y,Z,AB..., para representar conjuntos y letras

minusculas, X,Y,z,a,b..., para representar sus elementos. El conjunto vacio es aquel que no

contiene elementos y sera denotado por & .

Definicion 2.1: Dos conjuntos A y B son iguales si estdn formados por los mismos

elementos:
A=B<(acA=aecB y beB=beA) (2.1)

La igualdad de conjuntos es una relacién reflexiva, simétrica y transitiva.

Definicién 2.2: A es un subconjunto de X si todos los elementos de A pertenecen

tambiéna X:
AgX<:>(XeA:>XeX) (2.2)
La inclusidon es una relacién reflexiva, antisimétrica y transitiva.

Definiciéon 2.3: El conjunto de partes g’(A) de un conjunto A es el conjunto cuyos

elementos son todos los subconjuntos de A:

P(A)={XIX c A} (2.3)

Es importante destacar que el conjunto vacio & y el conjunto A son elementos de F/’(A)
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Definicidn 2.4: La interseccion de dos conjuntos A y B es el conjunto de los elementos que

pertenecen a ambos conjuntos:
ANB={x/xeA A xeB} (2.4)

La interseccidon es conmutativa, asociativa e idempotente. Esta Ultima propiedad es

sumamente importante en morfologia y significa que A[JA=A.

Definicidon 2.5: La unidn de dos conjuntos A y B esta formada por los elementos que

pertenecen a cualquiera de los conjuntos o a los dos a la vez:
AUBz{X/XeA v XGB} (2.5)

Al igual que la intersecciéon, la uniéon de conjuntos es conmutativa, asociativa e

idempotente. Esta Gltima propiedad indica que AUA=A.

Definicidn 2.6: La diferencia entre el conjunto A y el conjunto B, denotada por A\B, la

componen los elementos que pertenecen a A pero no estan incluidosen B:

A\B={x/xeA A xgB} (2.6)

En general esta operacidén no es conmutativa.

Definicidn 2.7: El complemento de un conjunto A incluido en un conjunto X, donde X es
el conjunto de referencia y se denomina conjunto universo, es aquel formado por los

elementos que no pertenecena A perosia X:
A°={x\xgA A xeX} (2.7)

Definicion 2.8: Sea A un conjunto que posee una estructura de grupo abeliano® (Gentile,

1984; Gentile, 1967). El conjunto traspuesto de A, denotado por A, también llamado

reflexion de A, es el conjunto formado por los inversos aditivos de A:

! Se dice que la operacién * define sobre A una estructura de grupo abeliano si:
- * es asociativa
- * posee un elemento neutroen A
- * es conmutativa
- todo elemento de A es inversible en A.

En esta tesis se considera que la suma es la operacién que define sobre A una estructura de grupo
abeliano.
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A={-alacA} (2.8)

A modo de ejemplo, sea C :{(0,1);(1,1);(], 2);(2-1);(2,0);(2.1);(2, 2)} . La reflexién de

dicho conjunto esta dada por:

C ={(0.-0): (-1 -1)i(-1-2)i(-22):(-2.0):(-2-1)i(-2.-2)]

En la Figura 2.1 se muestra el resultado de la reflexiéon del conjunto C. La cruz que se

observa en cada una de las imagenes representa el origen del conjunto; es decir, el punto

(0,0). C se obtiene rotando 180" al conjunto C sobre su origen.

(a) (b)

Figura 2.1: Reflexidn de un conjunto.
(a) Conjunto C. (b) Reflexion del conjunto C.

Definicion 2.9: La traslacion del conjunto A por el elemento X, denotado por A, estd
dada por:
A ={a+x/aecA} (2.9)

A modo de ejemplo, la traslacidn del conjunto C , dado anteriormente, por el elemento

(-3,1) est4 dada por:

Cray =1(-3.2):(-2.2):(-2.3);(-1.0);(-1.1); (-1, 2);(-L3)}

En la Figura 2.2 se muestra el resultado de la traslacion por el elemento (—3,1) del

conjunto C.
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(a) (b)

Figura 2.2: Traslacion de un conjunto.
(a) Conjunto C. (b) Traslacion del conjunto C por el elemento (—3,1) .

Definicidn 2.10: Sean A y B dos conjuntos tales que Ac X y Bc X . Para todo elemento
ac Ay beB, es posible hacer corresponder una suma algebraica a+b. De esta manera se

forma un nuevo conjunto denominado suma de Minkowski de A por B, denotado por A®@ B

(Serra, 1982):

A®B={a+b/acAbeB}=UA (2.10)

beB

Para comprender este concepto se presenta un ejemplo sencillo. Sean A y B dos

conjuntos dados por:
A={(-3.3);(-2.3):(-13):(0:3):(0.2):(0.1):(0.0):(-3-1); (-2, -2); (-1 -1 (0-1)}
B={(01);(-10):(0.0);(10);(0.-1)}

La suma de Minkowski de A por B estd formada por los siguientes elementos:

A® B ={(-3,4);(-2.4);(-14):(0.4);(-4.3):(-33):(-2.3):(-13):(0.3): (13);(-3.2);
(-2,2):(-1.2);(0,2):(2,2);(-1.1);(0.1); (1.1):(-3,0):(-2.0);(-L
-1 2,-2)

0
2 ,0);(0,0);(1,0);
(=4, -1):(-3,1);(-2 -1); (-1 -1);(0,-1); (1, -1); (-3,-2); (-2 -2); (-1, 2):(0.-2)}

La Figura 2.3 ilustra este ejemplo. La cruz que se observa en cada una de las figuras

representa el origen del conjunto; es decir, el punto (0,0) .
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A B A®B

Figura 2.3: Suma de Minkowski

Un concepto muy importante es el de dualidad a partir del cual se definen operaciones

“complementarias” a otras ya existentes.

Definicién 2.11: Sean ¢ y ¥ dos operaciones entre conjuntos. Se dice que ¢ es la

operacion dual de y si:

(p(A,B):[V/(AC,B)]C (2.11)

La operacién dual a la suma de Minkowski se denomina resta de Minkowski y se presenta a

continuacion.

Definicidn 2.12: Sean Ay B dos conjuntos tales que Ac X y Bc X . Se define la resta de

Minkowski A®B de A por B como la interseccion de los conjuntos trasladados de A por los

elementos de B (Serra, 1982):

ABB=A (2.12)

beB

C
Se puede mostrar facilmente que AGB =[A° @ B:| . Por lo tanto, la resta de Minkowski

es la operacién dual de la suma de Minkowski.

Al igual que en la suma de Minkowski, se presenta un ejemplo para visualizar esta

operacion. Sean Ay B dos conjuntos dados por:
A={(0,2);(-2.2);(-1):(0,1);(-3,0):(-2,0);(-L.0);(0,0);(-3 ~1);(-2,1);(-1-1);(0.-1)}

B={(-10):(0.0)}

Segmentacion en Imagenes Médicas mediante técnicas de Morfologia Matematica Difusa 28



Teoria de Conjuntos

La resta de Minkowski de A por B es:
A®B ={(-11);(0,2);(-2.0);(~1.0);(0,0);(-2.-2);(~1-1); (0.-1)}

La Figura 2.4 ilustra este ejemplo.

A B A®B

Figura 2.4: Resta de Minkowski

2.3 Relacion de orden entre conjuntos

En esta seccidn se estudiardn las parejas de objetos que comparten algunas caracteristicas
o propiedades en comun. La estructura matematica para agrupar estas parejas en conjuntos es

la teoria de relaciones binarias.

Definicién 2.13: Un par ordenado (X,y) es el conjunto cuyos elementos son {x} vy

{X, ¥} (Rojo, 1978):

(xy) =4 (xv) (2.13)
La primera componente del par ordenado es X y la segunda componente es Y.

Definicidon 2.14: El producto cartesiano de dos conjuntos A y B es el conjunto cuyos
elementos son todos los pares ordenados donde la primera componente pertenece a A vy la

segunda componente pertenece a B (Rojo, 1978):
AxB={(x,y)/xeA A yeB} (2.14)

Definicion 2.15: Una relacion binaria & de un conjunto A con un conjunto B es una terna

ordenada % =(G,A,B), donde G AxB. Si (x,y)eG se dice que el elemento X esta
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relacionado con el elemento Yy por larelaciéon & y se escribe X Y. Si (x, y) ¢ G entonces se

escribe X A y.Cuando A=B sedird que & es una relacién en A (Rojo, 1978).

Definicion 2.16: Dado un conjunto no vacio X, una relacién binaria “<” en X es un orden

parcial si cumple las siguientes propiedades, para cualesquiera x,y,z < X (Rojo, 1978):
- Reflexiva: x<Xx.
- Antisimétrica: X<y, y<X implicaque X=Y.
- Transitiva: X<y, y<z implicaque x<z.

Un conjunto con una relacidn de este tipo serd un conjunto parcialmente ordenado y se

denotard como (X,S). El conjunto serd totalmente ordenado si todos los elementos que lo

componen son comparables, es decir: X<y o y <X, para cualesquiera X,y € X .

Definicion 2.17: Sea (X,S) un conjunto ordenado y Ac X un conjunto no vacio de X

(Rojo, 1978):

- Un elemento Xe A es el menor elemento de A, el cual se denominard minimo y se

notard min, si X<y, paratodo yeA.

- Un elemento X< A es el mayor elemento de A, el cual se denominard mdximo vy se

notard max, si y<X, paratodo yeA.
- Unelemento xe X escotainferiorde A si X<y, paratodo yeA.
- Unelemento xe X es cota superiorde A si y<X, paratodo yeA.

- Unelemento xe X es extremo inferior o infimo de A siy sélo si es cota inferiorde Ay
para toda cota inferior i de A se verifica que i <X. El infimo es la mayor de las cotas

inferiores. Si este elemento existe es Unico y se denota por inf.

- Unelemento Xe X es extremo superior o supremo de A siy sdlo si es cota superior de
A y para toda cota superior s de A se verifica que X<s. El supremo es la menor de

las cotas superiores. Si este elemento existe es Unico y se denota por sup .
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2.4 Funciones

Las funciones son relaciones binarias que satisfacen condiciones especiales. A continuacidn

se presenta la definicién formal.

Definicion 2.18: Una funcién es una relacién binaria f =(F,A,B), donde F < AxB, si

(Gentile, 1967):

- VxeA 3JyeBtalque (x,y)eF
- S (X’yl)EF Y (x,yz)eF entonces Yy, =V,

Los conjuntos A y B son el dominioy el codominio de la funcion f , respectivamente. Una

funcién f de A en B se escribe f:A—B. El conjunto de todas las funciones de A en B se

denota B*.

Para cada elemento xeA, el Unico elemento yeB tal que (X,y)eF se denomina

imagen de X por lafuncién f yelvalordelafuncién f en ese elemento X se denota f (X) .
La imagen de la funcion f es el conjunto formado por todos los elementos que son imagenes

de elementos de A.

Definicidon 2.19: Una funcién f:A—B es inyectiva si y sélo si dados dos elementos

distintos cualesquiera de A sus imagenes son distintasen B:

VX% €A X #E X = F(x)# () (2.15)

Definicidn 2.20: Una funcién f : A— B es suryectiva siy sélo si su conjunto imagen es todo

el codominio:

VyeB=3Ixe Al f(x)=y (2.16)

Definicidn 2.21: Una funcion f : A— B es biyectiva si y sélo si es inyectiva y suryectiva.

2.5 Teoria de reticulados

Muchas de las estructuras que son estudiadas en teoria de orden emplean relaciones de

orden con propiedades adicionales. Un ejemplo de dichas estructuras son los reticulados,
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conjuntos parcialmente ordenados con ciertas caracteristicas especificas, los cuales seran de

gran interés en el desarrollo de esta tesis.

Definicion 2.22: Un conjunto ordenado (X,<) es un reticulado completo si todos los

subconjuntos de X poseen un infimo y un supremo en X (Szasz, 1963; Birkhoff, 1967,

Grétzer, 1978).

Definicion 2.23: Sean X e Y dos reticulados completos. La funcién f:X —Y es una

anamorfosis siy sélosi f es una biyeccidn que conserva el infimo y el supremo:
f(inf{x /iel})=inf{f(x)/iel} (2.17)
f(sup{x /iel})=sup{f(x)/iel} (2.18)
para cualquier familia {Xi lie I} en X, donde | es un conjunto de indices.

El concepto de reticulado completo es la base para la formulacién de la morfologia
matemadtica. Esto se debe a que los operadores morfoldgicos deben conservar el orden
presente en la estructura de reticulado; es decir, deben ser crecientes. Una definicién formal

se presenta en el proximo capitulo.

Segmentacion en Imagenes Médicas mediante técnicas de Morfologia Matematica Difusa 32



Capitulo 3

Morfologia Matematica




Capitulo 3

Morfologia Matemadtica

En este capitulo se presentan las principales definiciones de la Morfologia Matematica. En
primer lugar, en la secciéon 3.1, se realiza una introduccién al tema. En la seccién 3.2 se
presentan los tipos de imagenes con los cuales se va a trabajar, imagenes binarias e imagenes
en niveles de gris. En la seccion 3.3 se enumeran las propiedades que deben satisfacer las
transformaciones morfoldgicas. En la seccidén 3.4 se define al elemento estructurante, nocion
indispensable en la definicién de los operadores de la Morfologia Matematica. En la seccion
3.5 se definen y describen los operadores morfoldgicos binarios, comenzando por los
operadores basicos dilatacién y erosién, para luego definir los filtros morfoldgicos apertura y
cierre; concluyendo con los distintos operadores de gradientes existentes. En la seccion 3.6 se

extienden estos operadores a imagenes en niveles de gris.

3.1 Introduccion

La palabra Morfologia tiene su origen a partir de dos palabras griegas: morphe (forma) y
logos (ciencia). Desde una perspectiva cientifica, ésta palabra se refiere al estudio de las
formas y estructuras que la materia puede tomar. En el procesamiento digital de imagenes,
morfologia es el nombre de una metodologia especifica para analizar las estructuras

geométricas dentro de una imagen (Serra, 1982).

La Morfologia Matematica, cuyos primeros trabajos se deben al cientifico aleman Hermann
Minkowski (1897 y 1901) y posteriormente fue estudiada por H. Hadwiger (1957 y 1959), se
fundamenta en la teoria de conjuntos. La continuacién de estos trabajos de investigacion con
ciertas reformulaciones estuvo a cargo de dos investigadores del Centre de Morphologie
Mathematique (CMM) de |I’Ecole des Mines de Paris, en Fontainebleau, Georges Matheron y
Jean Serra, los cuales en los afios sesenta trabajaron en problemas de mineralogia y
petrografia. Su principal objetivo era caracterizar propiedades fisicas de ciertos materiales,
como la permeabilidad de medios porosos, examinando su estructura geomeétrica. Asi fue
como surgié la Morfologia Matematica (MM), teoria basada en conceptos de geometria,

algebra, topologia y teoria de conjuntos (Serra, 1982; Ronse & Heijmans, 1991). La MM
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permite procesar imagenes con propositos de realce, filtrado, restauracion, segmentacion,
deteccion de bordes, esqueletizacidn, rellenado de regiones, engrosamiento, andlisis de

estructuras, etc.

En particular, la MM estudia las estructuras geométricas de las componentes presentes en
las imagenes. Mediante operaciones no lineales se extraen caracteristicas relativas a la
geometria y topologia de las componentes de las imagenes. Esta teoria permite analizar la
forma, tamafio, orientacidn y superposicion de los objetos de las imagenes digitales. La clave
de esta metodologia estd en el “elemento estructurante”, un conjunto completamente
definido y de geometria conocida, que es comparado con la imagen a partir de traslaciones. La
forma y tamafio del elemento estructurante permiten testear y cuantificar de que manera

dicho elemento “estd, o no estd contenido” en la imagen (Facon, 1996).

Una de las ventajas de la MM es su simplicidad de implementacién y sus pilares son sus dos
operaciones basicas, la erosién y la dilatacion. A partir de ellas, por composicion, es posible
construir nuevos operadores, propiedad que la diferencia de otras técnicas del procesamiento

de imagenes (Bangham & Marshall, 1998).

Se pueden listar tres tipos de MM: morfologia matematica binaria que se aplica sobre
imagenes binarias, morfologia en niveles de gris que se aplica en imagenes con niveles de gris y

la morfologia en colores que aun esta en pleno desarrollo.

3.2 Tipos de imdgenes

Como se menciond anteriormente, la MM estd basada en la teoria de conjuntos. Esto se

debe a que una imagen puede ser representada por medio de un conjunto.

Una imagen binaria se puede representar como un subconjunto D de R*. Si {O,I}D
representa el conjunto de las funciones definidas de un subconjunto D c R* en el conjunto
{0,1}, se puede establecer una biyeccidon entre este conjunto y el conjunto de imagenes
binarias definidas en D. Por lo tanto, toda imagen binaria puede también representarse por
medio de una funcion caracteristica g, :R* —{0,1} de la forma:

1 teD

1) = 3.1
2 (1) 0 teR*\D (3-1)
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Usualmente una imagen en niveles de gris estd compuesta por valores enteros entre 0 y

255, los cuales indican la intensidad del nivel de gris en cada pixel. Se define como una funcion

con dominio D, cR? sobre R. Es decir, una imagen en niveles de gris se representa por

medio de una funcién f:D, - R donde f(x)e{0,1,2,...,255}, VxeD,.

Es claro que imagenes binarias son simplemente imagenes en niveles de gris que solo
toman dos valores: 0 o 1, los cuales representan el negro (fondo) y el blanco (objeto),
respectivamente. En la Figura 3.1 se pueden observar una imagen binaria y una imagen en

niveles de gris. Con este tipo de imagenes se trabajara en esta tesis.

(a) (b)

Figura 3.1: Tipo de imagenes.
(a) Imagen binaria. (b) Imagen en niveles de gris.

3.3 Propiedades de las transformaciones morfologicas

Toda operacién morfoldgica binaria es el resultado de una o mas operaciones de conjuntos
(unidn, interseccién, complemento, entre otras), las cuales hacen intervenir a dos conjuntos A
y B, ambos subconjuntos de un conjunto espacio X . El subconjunto B recibe el nombre de

elemento estructurante que, para operar con A, se desplazara a través del espacio X .

Las operaciones morfoldgicas son transformaciones de conjuntos de la forma
v:2(X)>2(X) /| A—>wy(A), donde #(X) representa el conjunto de partes del

espacio X . Dichas transformaciones debe satisfacer, entre otras, las siguientes condiciones

(Serra, 1982):
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Propiedad 3.1: Invariabilidad a traslacion

Sea xe X, para todo conjunto A, Ac X, un operador I es invariante por traslaciones si

la transformacidon del conjunto A trasladado es equivalente a la traslacion de Ia

transformacién de A:
w(A)=[w(A)] (3.2)
donde x es el factor de traslacion del conjunto.

Propiedad 3.2: Compatibilidad con las homotecias

Supongamos que AA es una homotecia de un conjunto de puntos Ac X tal que las
coordenadas de cada punto del conjunto A se multiplican por alguna constante positiva 4.

Esto es equivalente a cambiar de escala con respecto a algln origen. Si el operador ¥ es

invariante al cambio de escala entonces no depende de la escala utilizada:
w(1A)=Ay(A) (3.3)
Propiedad 3.3: Conocimiento local

La transformaciéon morfolégica i posee el principio de conocimiento local si para cualquier

conjunto de puntos M , subconjunto del dominio N, la transformacién del conjunto A,

AcC X, restringido al dominio de M , y después restringido al dominio N, es equivalente a

aplicar la transformacion y/(A) y restringir el resultado en M :

w(ANN)NM =y (A) M (3.4)
Propiedad 3.4: Continuidad

En forma resumida, este principio afirma que la transformacién morfolégica ¥ no exhibe

ningun cambio abrupto. La nocién de continuidad depende de la nocién de vecindad, es decir,

de la topologia.

Dependiendo del tipo de operacion morfoldgica se cumplirdn otra serie de propiedades
como el crecimiento, la idempotencia, la extensividad y la antiextensividad, entre otras. A

continuacion se presentan estas propiedades.
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Propiedad 3.5: Dados dos conjuntos A y B tales que A,BcC X, un operador ¥ es

creciente si preserva la relacion de inclusidn entre conjuntos, es decir:
AcB = y(A)cy(B) (3.5)

Propiedad 3.6: Un operador es extensivo si el resultado de aplicar dicho operador al

conjunto contiene al conjunto original, es decir:
Acy(A) (3.6)

Propiedad 3.7: Un operador es antiextensivo si el resultado de aplicar dicho operador al

conjunto esta contenido en el conjunto original, es decir:
y(A)cA (3.7)

Propiedad 3.8: Un operador es idempotente si al aplicar dicho operador dos veces al

conjunto, el resultado es el mismo que si sélo se aplicara el operador una sola vez, es decir:

w(v(A))=y(A) (3.8)

3.4 Elemento estructurante

El objetivo de las transformaciones morfoldgicas, idea central de la MM, es extraer y/o
examinar las estructuras geométricas en los conjuntos sobre los que opera mediante la

utilizacién de otro conjunto de forma conocida, denominado elemento estructurante.

Un elemento estructurante es un subconjunto de R*, cuyo tamafio y forma se escogen a
priori de acuerdo a la morfologia del conjunto sobre el que se va a interactuar y de acuerdo a
la extraccion de formas que se desea obtener. Posee un punto de referencia el cual se
denomina origen y se nota O . Este elemento se desplaza sobre la imagen original de manera
tal que el origen se sitla sobre cada pixel de dicha imagen aplicando la intersecciéon o inclusiéon

sobre los puntos situados bajo el elemento estructurante.

En la Figura 3.2 se muestran ejemplos basicos de elementos estructurantes utilizados en la

practica.
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Figura 3.2: Formas basicas de elementos estructurantes planos.

Para presentar las definiciones de los operadores bdasicos, es necesario introducir algunas

definiciones preliminares las cuales seran aplicadas sobre los elementos estructurantes.

\
Definicion 3.1: Cuando el elemento estructurante cumple la relacion A=A, se dice que es

simétrico. Es decir, un elemento estructurante es simétrico si éste coincide con su reflexion.

Para facilitar la escritura el elemento estructurante puede ser simbolizado por EE.

3.5 Morfologia matematica binaria

3.5.1 Operadores basicos binarios

La Morfologia Matematica Binaria se define a partir de dos operaciones basicas
denominadas dilatacidn y erosion. Estas operaciones comparan los subconjuntos dentro de la
imagen binaria con el EE, el cual es bidimensional. La forma y tamano del EE son elegidos
dependiendo del tipo de andlisis que se desee realizar y de la forma de los objetos que
componen a las imagenes. El EE es trasladado, de manera que recorre la imagen completa
pixel a pixel realizando una comparacion entre dicho elemento y la imagen. El resultado es una

nueva imagen binaria que contiene el resultado de dicha comparacién.

Las operaciones u operadores morfoldgicos dilatacidn y erosidon constituyen la base de la
MM, la dilatacién es equivalente a la suma de Minkowski (definicién 2.10) mientras que la
erosion es equivalente a la resta de Minkowski (definicion 2.12) (Serra, 1982; Haralick et al.,

1987).

Definicién 3.2: Sean A y B dos subconjuntos de R”. La dilatacién binaria de A por un

elemento estructurante B, denotada por D(A,B), es el conjunto de puntos xe R* tal que

B, tiene interseccion no vaciacon A:

D(A,B)={xeR’/B,NA#Q} (3.9)
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Dilatar la imagen A por el elemento estructurante B consiste en eliminar del fondo todos

los puntos x para los cuales el conjunto B, no estad incluido, o de forma equivalente asignar a
la imagen dilatada todos los puntos x tales que B _intercepte a la imagen. La aplicacion de la

dilatacion afiade todos los puntos del fondo que tocan el borde de un objeto, es decir, rellena

contrastes en los que no quepa el EE (pequefios agujeros y bahias).

Como se menciond anteriormente, la dilatacién es equivalente a la suma de Minkowski. La

relacién entre la dilatacion y la suma de Minkowski esta dada por la siguiente igualdad:

D(A,B):A@é:{x+b/xe Abe é} (3.10)

Definicién 3.3: Sean A y B dos subconjuntos de R”. La erosion binaria de A por un

elemento estructurante B, denotada por E(A,B) , es el conjunto de puntos xe R* tal que el

conjunto B estd contenido en el conjunto A:
E(A,B)={xe R’/ B, c A} (3.11)

Erosionar la imagen A por el elemento estructurante B consiste en hacer decrecer al
conjunto A a través de un proceso de eliminacién de elementos, tomando como referencia al
elemento estructurante B. El tamafio y forma final del conjunto erosionado dependera
fuertemente del tamafio y forma del EE (Dougherty, 1993). Esto se debe a que la aplicacion de
la erosidn elimina grupos de pixeles donde el EE no “cabe”, es decir, elimina grupos de pixeles

(pequenas islas y protuberancias) de menor tamafo que el EE.

De manera analoga a la dilatacidn, la erosidn es equivalente a la resta de Minkowski. La

relacién entre la erosién y la resta de Minkowski esta dada por la siguiente igualdad:
E(A,B)zA@Bz{xe R?/Vbe B, x-be A} (3.12)

La Figura 3.3 (a) muestra un ejemplo de la dilatacion de una imagen con un elemento
estructurante circular. La zona encerrada por la linea a trazo completo constituye la dilatacion
de A por B mientras que la linea punteada indica el conjunto original que se toma como
referencia. En la Figura 3.3 (b) se presenta un ejemplo sencillo de la erosion de una imagen con
un elemento estructurante circular. El drea encerrada por la linea a trazo continuo constituye
la erosion de A por B y la linea punteada indica el conjunto original A tomado como

referencia.
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(b)

Figura 3.3: Dilatacién y erosion binarias.
(a) Dilatacion de una imagen binaria. (b) Erosidn de una imagen binaria.

De los ejemplos de erosion y dilatacion mostrados en la Figura 3.3, es claro que el operador
erosion “contrae” el conjunto, mientras que la dilatacién lo “expande”. A través de la
dilatacion, diferentes componentes de un conjunto se pueden conectar, algunos agujeros se
pueden llenar, mientras que a través de la erosion, los huecos se agrandan y algunos objetos

pueden desaparecer.

La Figura 3.4 muestra un ejemplo de estos operadores sobre una imagen real.

(a) (b) (c)

Figura 3.4: Aplicacién de la dilatacion y erosion binarias.
(a) Imagen original. (b) Imagen dilatada. (c) Imagen erosionada.
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3.5.2 Propiedades de los operadores bdsicos binarios

Formalmente, los operadores basicos binarios poseen las siguientes propiedades:

Propiedad 3.9: La dilatacion y la erosion son operadores crecientes para el conjunto A, es

decir, preservan la relacién de inclusién entre conjuntos. Sean A,A’,B c R*:
Ac A= D(A,B)c D(A,B)
Ac A= E(AB)cE(A.B)

Propiedad 3.10: La dilatacidn es creciente mientras que la erosion es decreciente para el EE

B, es decir, sean A,B,B'cR”:
Bc B = D(A,B)c D(A,B)
Bc B = E(AB)cE(A,B)

Propiedad 3.11: La dilatacién y la erosién no son operadores idempotentes:
D(D(A,B),B)#D(A,B) VA#@,B={0}
E(E(A,B),B)#E(A,B) VYA#@,B+{0}

Propiedad 3.12: La dilatacién es conmutativa, mientras que la erosién no lo es:

D(A,B)=D(B,A) VA,BcR’

Usualmente:

E(A,B)#E(B,A) con AL BCR*,A+B

Propiedad 3.13: La dilatacidon es asociativa, mientras que la erosion no lo es, es decir, sean

A,B,C cR*:
D(D(A,B),C)=D(A,D(B.C))
Usualmente:

E(E(A,B),C)#E(A,E(B,C))

Segmentacion en Imagenes Médicas mediante técnicas de Morfologia Matematica Difusa 42



Morfologia Matemdtica

Propiedad 3.14: La dilatacién y la erosién son operadores duales, esto es, VA, B c R*:
D(A°,B)=[E(A.B)] o E(A°,B)=[D(A.B)]

Propiedad 3.15: Cuando el elemento estructurante contiene a su centro O, la dilatacion

por B es extensivay la erosion por B es antiextensiva, es decir:
Si OeB = AcD(AB) VAcCR’
Si OeB = E(AB)cA VACR’
Propiedad 3.16:
D(A,B,®B,)=D(D(A,B,),B)=D(D(A,B,),B,) VAB,B,cR’
Propiedad 3.17:
E(A,B,®B,)=E(E(A,B,),B)=E(E(A,B).B,) VA,B,B, cR’
Propiedad 3.18:
D(A,B,UB,)=D(A,B,)UD(A,B,)=D(A,B,)UD(A,B,) VA,B,,B, cR?
Propiedad 3.19:
E(A,BUB,)=E(A,B)UE(A,B,)=E(A,B,)UE(A,B)) VA,B,B, cR’

La propiedad 3.14 es particularmente interesante en la practica, ya que afirma que

erosionar la figura es equivalente a dilatar el fondo.

De la propiedad 3.15 se deduce que si Oe B:
E(A,B)<A<D(A,B).

Las propiedades 3.16 y 3.17 también son de especial interés. Dado un elemento
estructurante B complejo, si se puede hallar una descomposicién de B como una unién y/o
suma de Minkowsky de elementos simples, entonces se puede realizar la dilatacion
(respectivamente la erosién) por B como una combinacion de dilataciones (respectivamente

erosiones) por formas simples.
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La dilatacién y la erosidon no son operaciones inversas. Al aplicar la dilatacion a la erosion o
la erosion a la dilatacion de un determinado conjunto mediante el mismo elemento

estructurante, en general, no se obtiene el conjunto original. Por lo tanto, usualmente:
D(E(A,B),B)#E(D(A,B),B)

De la combinacién de los operadores erosion y dilatacidon, nuevas transformaciones

morfoldgicas son derivadas.

3.5.3 Filtros bdsicos binarios

Como se menciond anteriormente, en general, la dilatacién y la erosidon son operaciones
que no admiten inversas. Dados dos conjuntos A,BcR”® y considerando la dilatacidn

D(A,B) y la erosién E(A,B) no hay manera de determinar el conjunto original A desde las

imagenes D(A,B) o E(A,B).En laFigura 3.5 se ilustra graficamente este resultado:

A= e o o o o o B=|o o o
(a) (b)
E(A.B)= oo D(E(A,B),B)= e o o o o e

(c) (d)

Figura 3.5: Erosidn y dilatacion discretas.
(a) Imagen original A . (b) Elemento estructurante B . (c) Erosién de laimagen A por el elemento estructurante
B . (d) Dilatacion de la erosién por el elemento estructurante B .
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Esta reconstruccién reconstruye sélo una parte de A mas simple y con menos detalles,

pero que puede considerarse como su parte esencial (Gonzéalez & Woods, 1996).

A continuacién se definen las operaciones de apertura y cierre, conocidas en morfologia
matemadtica como filtros basicos a partir de los cuales se pueden construir otros mas

complejos.

Definicién 3.4: Sean A,B cR?, la apertura binaria de A por el EE B se define como la

erosion de A por el EE B, seguida de la dilatacidn de dicho resultado a través del traspuesto

del EE (Serra, 1982; Serra, 1988):
7(A,B) =D(E(A,B),Bj (3.13)

En la Figura 3.6 se ilustra el efecto de la apertura de un conjunto A R* por un elemento

estructurante en forma de disco.

Figura 3.6: Apertura de una imagen binaria.

Esta operacidn suaviza contornos eliminando pequefias protuberancias o islas asi como
también bordes afilados. Ademds elimina conexiones entre objetos de menor tamano que el
EE. La apertura mantiene en gran medida el tamafio original de los objetos debido a la
aplicacion de la dilatacién final. El tamafio y forma del EE que se utilice tiene fundamental

importancia ya que de esto dependeran las estructuras de la imagen que se lleguen a eliminar.

Definicidén 3.5: Sean A,BcR?, el cierre binario de A por el EE B se define como la
dilatacion de A por el EE B, seguida de la erosidn de dicho resultado a través del traspuesto

del EE (Serra, 1982; Serra, 1988):

¢(A,B)=E(D(A,B),lv9j (3.14)
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En la Figura 3.7 se presenta un ejemplo, en el cual a una imagen se le aplica una operacion

de cierre con un elemento estructurante en forma de disco.

Figura 3.7: Cierre de una imagen binaria.

Esta operacidn tiende a alisar porciones de contornos, rellenando pequefias protuberancias
o lagos, asi como también rajaduras o entrantes mas pequefios que el tamafio del EE. Ademas
funde estrechos cuyo ancho es menor que el EE y conecta objetos vecinos. El cierre mantiene
en gran medida el tamafio original de los objetos de la imagen debido a la erosion final. El
tamano y forma del EE que se utilice tiene fundamental importancia ya que de esto

dependerdn las estructuras de la imagen que se lleguen a agregar.

La Figura 3.8 muestra un ejemplo de la aplicacidn de estos filtros sobre una imagen real.

(a) (b) (c)
Figura 3.8: Aplicacién de la apertura binaria y el cierre binario.

(a) Imagen original. (b) Apertura de la imagen original. (c) Cierre de la imagen original.

La apertura y cierre tienen un significado mas fuerte que la erosién y la dilatacion, pues

permiten filtrar una imagen. A continuacion se presentan dichos filtros morfoldgicos.
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3.5.4 Propiedades de los filtros bdsicos binarios

Asumiendo un elemento estructurante simétrico los filtros basicos binarios poseen las

siguientes propiedades:

Propiedad 3.20: Siendo los operadores apertura y cierre composicion de operadores

crecientes (erosiodn y dilatacion), estos son también crecientes para el conjunto A, es decir,

preservan la relacién de inclusién entre conjuntos. Sean A, A’,B c R*:
Ac A= y(AB)cy(A,B)
Ac A= ¢(A,B)c ¢(A,B)
Propiedad 3.21: La apertura y el cierre son operadores idempotentes, es decir:
¥(7(A,B),B)=7(A.B) VA,BCR?
#(#(A,B),B)=9(A,B) VA,BCR?

Propiedad 3.22: La apertura es un operador antiextensivo, mientras que el cierre es un

operador extensivo:

7(A,B)c A VABcCR’
Ac¢(A,B) VABCR’

Propiedad 3.23: La apertura y el cierre son operadores invariantes por traslaciones:

7(A,B)+x=y(A+x,B) VxeR® VABcR’
¢(A,B)+x=¢(A+x,B) VxeR® VABcR’

Propiedad 3.24: La apertura y el cierre son operadores duales, esto es, VA,B c R*:
(A°,B)=[¢(A.B)] o ¢(A°.B)=[y(A.B)]

De la propiedad 3.22 se deduce que para cualquier B:

7(A,B)c Ac¢(A,B) VACR’
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La apertura y el cierre difieren de la erosién y la dilatacion en la propiedad de

idempotencia, propiedad sumamente importante en el proceso de filtrado.

3.5.5 Extraccion de bordes

De las propiedades antiextensiva y extensiva de la erosién y dilatacidn respectivamente, se
pueden determinar bordes en una imagen binaria examinando la diferencia entre una
dilatacion y una erosion de la imagen original, una dilatacion y la imagen original o la
diferencia entre la imagen original y su erosién. Un borde se define como la frontera entre dos

regiones.

Definicidn 3.6: Sean A,B c R?, el gradiente por dilatacidén o gradiente externo, denotado
por FD(A,B), se define como la diferencia entre la imagen binaria original A y la dilatacion

de dicha imagen con un EE B (Serra, 1988):
I',(A,B)=D(A,B)-A (3.15)

Definicidn 3.7: Sean A, B c R?, el gradiente por erosion o gradiente interno, denotado por
FE(A,B), se define como la diferencia entre la imagen binaria original A y la erosion de

dicha imagen con un EE B (Serra, 1988):
I,(A,B)=A—E(A,B) (3.16)

Definicién 3.8: Sean A,BcR?, el gradiente morfoldgico generalizado o gradiente por
dilatacion y erosion, denotado por I',, (A, B), se define como la diferencia entre la dilatacion

y la erosion de una imagen A con el mismo EE B (Serra, 1988):
I',,(AB)=D(A,B)-E(A,B) (3.17)

La Figura 3.9 muestra los resultados de calcular los distintos tipos de gradientes sobre una

imagen binaria.

Segmentacion en Imagenes Médicas mediante técnicas de Morfologia Matematica Difusa 48



Morfologia Matemdtica

(c) (d)

Figura 3.9: Extraccion de bordes.
(a) Imagen original. (b) Gradiente por dilatacion.
(c) Gradiente por erosion. (d) Gradiente morfolégico generalizado.

3.6 Morfologia Matematica en niveles de gris

Cuando se quieren aplicar las transformaciones morfoldgicas binarias a imagenes en niveles
de gris, se presenta el problema que, a diferencia de las imagenes binarias, éstas no son
representadas como subconjuntos de R?*, sino como funciones con dominio en R* y rango en
R . Sobre estas funciones no es posible utilizar directamente las herramientas desarrolladas en
la Morfologia Matematica Binaria. Las imagenes en niveles de gris requieren una dimension
mas que las imagenes binarias para su representacion debido a la intensidad que posee cada
pixel, por lo que la altura es la dimensién adicional que se toma para representar dicho valor.
Asi una imagen en niveles de gris se define a partir de los pixeles que la conforman y de la

intensidad que posee cada punto de la misma.

La solucion a este problema, para poder definir la MM en funcion de operaciones de
conjuntos, es ampliar en una dimensidn el espacio de trabajo. Para esto se debe considerar la

“umbra” de una imagen. Umbra significa sombra, y la umbra de un conjunto A en el espacio
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tridimensional incluye al mismo tiempo al conjunto y al volumen de los puntos de su sombra.
Matematicamente la umbra de un conjunto es definida como un sélido tridimensional que se

extiende continua e indefinidamente en la direccién negativa del eje z.

Formalmente, la solucidon adoptada es considerar el subconjunto de puntos en el espacio

tridimensional:
U[I]:{(x,y,z)e R3/zsf(x,y)} (3.18)
donde f:D, c R> = R esla funcién que representa a la imagen en niveles de gris.

Asi, la umbra es el subconjunto de R* formado por todos los puntos que estan por debajo

de la superficie S(I) de laimagen, donde:

S(I)(xy)={(x.y.2)e R’ /z=f(x,y)} (3.19)

A partir del conjunto U[I] es posible recuperar la funcién f como:

f(x,y)=sup{ze R/(x,y,2)e U[I]} (3.20)

Inversamente, si X denota la clase de umbras, esto es:
X={U/Ue F(R*XR).V(x.y.2)eU.2<z = (x,y,2")e U} (3.21)

A cada elemento U e X le corresponde una y solo una funcién f:R”> — R para la cual U

es su umbra.

La relacion de orden U[f]cU|[g] es equivalente a V(x,y)e D,ND,, f(x.y)<g(x.y).

Por lo tanto X constituye un reticulado para la inclusién, por ser cerrado para la interseccién y

para uniones finitas.

Si interpretamos esto en términos de funciones, para toda familia (finita o no) de indices i,

ie I, tenemos:

f<geoU[f]<Ulg] sii Y(xy)eR: f(xy)<g(xy) (3.22)

inf f, ={f/ ulrl=nu [f,-]} (3.23)
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sup , ={ 10[11=Uv (1]} 3.24)

iel
Bajo estas condiciones se pueden definir la erosion y la dilatacidn en niveles de gris.

En primer lugar se asocia una umbra a la imagen y al elemento estructurante. Luego se
aplican las definiciones de erosidon y dilatacion definidas anteriormente en el espacio
tridimensional. El resultado es una umbra, a partir de la cual se puede obtener la Unica funcién
gue representa la imagen en niveles de gris, que representa la imagen resultante de dicha

operacion.

Cuando se aplican las operaciones morfoldgicas a imagenes en niveles de gris el EE, ademas
de poder adquirir diferentes tamafios y formas bidimensionales como en el caso de las
imagenes binarias, también puede ser tridimensional. Puede ser caracterizado por el volumen
gue éste ocupa. Conos, discos, esferas, cubos, cilindros, entre otros, son algunos de los EE

tridimensionales que son utilizados cominmente.

Por consiguiente, los operadores morfoldgicos en niveles de gris se pueden considerar

como una extension de los operadores morfolégicos binarios al espacio tridimensional.

3.6.1 Operadores bdsicos en niveles de gris

Sean f:D, cR*>R’y g:D, cR*->R?, D, c D, dos imagenes en niveles de gris.

Definicién 3.9: La dilatacion de f por el elemento estructurante g es definida por:

D(f,g)zsup{D(U[f],U[g])} (3.25)

La cual es equivalente a tomar el maximo sobre cada pixel de las sumas de las intensidades

correspondientes de la imagen original y las intensidades del EE:
D(f,g)(s,t) =max{f(s—x,t— y)+g(x,y)/(s—x,t— y)e Df;(x,y)e Dg} (3.26)

Se toma el maximo y no el supremo debido a que son funciones definidas sobre conjuntos
finitos, entonces los supremos locales se convierten en el maximo de los valores de tales

sumas.

Definicién 3.10: La erosion de f por el elemento estructurante g es definida por:
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E(f.g)=inf{E(U[f].U[s])}

(3.27)

La cual es equivalente a tomar el minimo sobre cada pixel de las diferencias de las

intensidades correspondientes de la imagen original y las intensidades del EE:

E(f.g)(s.t)=min{f (s+x,c+y)—g(x,y)/(s+xt+y)e D;;(x,y)e D,}

(3.28)

Andlogamente al caso de la dilatacidn, se toma el minimo y no el infimo debido a que son

funciones definidas sobre conjuntos finitos ({0,1,2,...,255}), entonces los infimos locales se

convierten en el minimo de los valores de tales diferencias.

Si el elemento estructurante es plano, es decir, g(x,y)=0 V(x,y)e D,, las ecuaciones

(26) y (28) se simplifican:
D(f,g)(s.1) =max{f(s—x,t— y)/(x,y)e Dg}

E(f.g)(s.t)=min{f (s+x,t+y)/(x,y)e D}

Una interpretacion grafica se puede hacer sobre una sefial unidimensional.

LT

Figura 3.10: Ejemplo de dilatacién en una sefial unidimensional.

Figura 3.11: Ejemplo de erosidn en una sefial unidimensional.

(3.29)

(3.30)
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Cuando se aplica la operacidn erosién a una imagen con niveles de gris se aprecian los

siguientes efectos:

- Debido a que punto a punto la intensidad de cada pixel es menor o igual que la
intensidad del pixel original, la imagen erosionada resulta mas oscura que la

imagen original.

- El drea que ocupa una zona clara de la imagen rodeada por zonas oscuras, tiende a
reducirse. Si el tamano de la zona clara es menor que el tamafio del elemento

estructurante desaparece, quedando sélo la zona oscura.

Cuando se aplica la operacidn dilatacién a una imagen con niveles de gris se aprecian los

siguientes efectos:

- Debido a que punto a punto la intensidad de cada pixel es mayor o igual que la
intensidad del pixel original, la imagen dilatada resulta mas clara que la imagen
original.

- El drea que ocupa una zona clara de la imagen rodeada por zonas oscuras, tiende a
ampliarse. Si el tamafo de la zona oscura es menor que el tamafio del elemento

estructurante, la zona oscura desaparece, quedando sélo la zona clara.

Estos efectos se pueden observar en la Figura 3.12, donde a modo de ejemplo se muestra la

erosion y la dilatacion de una imagen en niveles de gris.

(a) (b) (c)

Figura 3.12: Aplicacion de la dilatacién y erosién en imagenes en niveles de gris.
(a) Imagen original. (b) Imagen dilatada. (c) Imagen erosionada.
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3.6.2 Filtros bdsicos en niveles de gris

Al igual que en el caso binario, a partir de las definiciones de erosion y dilatacidn se definen

la apertura y el cierre morfolégico como se muestra a continuacion.

Definicién 3.11: La apertura morfoldgica de una imagen en niveles de gris f por el

elemento estructurante g es definida por:

y(f.g)=D(E(f.8).8) (3.31)

Definicién 3.12: El cierre morfoldgico de una imagen en niveles de gris f por el elemento

estructurante g es definido por:

¢(f.g)=E(D(f.g).8) (3.32)

La apertura generalmente suaviza el contorno de la imagen, elimina las partes angostas y
las salientes delgadas. Es de utilidad para eliminar detalles luminosos pequefios en relacion al

elemento estructurante, quedando el resto de la imagen relativamente sin modificaciones.

Desde el punto de vista de filtrado, cuando se erosiona una imagen, el drea de una zona
clara rodeada de zonas oscuras, se ve reducida. En particular, si el tamafio del elemento
estructurante es mayor que el drea de la zona clara, ésta desaparece, se reducen los detalles
luminosos pequenos y sélo queda la zona oscura. Luego, al dilatar la imagen resultante, el area
de una zona clara rodeada de zonas mas oscuras, tiende a ampliarse y por lo tanto la imagen
recupera su intensidad o tamafio anterior, excepto que los detalles eliminados por la erosion

previa, no vuelven a aparecer.

El cierre también tiende a suavizar secciones de los contornos, pero a diferencia de la
apertura fusiona espacios angostos, y entradas largas y delgadas, elimina huecos pequenos y
rellena espacios en el contorno. Es de utilidad para eliminar detalles oscuros pequenos en
relacién al elemento estructurante, quedando el resto de la imagen relativamente sin

modificaciones.

Cuando se dilata una imagen, el drea de una zona clara rodeada de zonas mas oscuras, se
ve ampliada. En particular, si el tamano del elemento estructurante es mayor que el area de la
zona oscura, ésta desaparece, se reducen los detalles oscuros pequefios. Luego, al erosionar la

imagen resultante, el drea de una zona clara rodeada de zonas mas oscuras, tiende a reducirse
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y por lo tanto la imagen recupera su intensidad o tamano anterior, excepto que los detalles

eliminados por la dilatacién previa, no vuelven a aparecer.

La forma, tamafio e intensidad en niveles de gris del elemento estructurante determinan la

estructura de la imagen trasformada.

En las Figuras 3.13 y 3.14 se muestran los resultados de una apertura y un cierre

morfoldgico a una sefial unidimensional con un elemento estructurante lineal.

an i
e e
: L i e 1
o) || L e

Figura 3.14: Cierre de una sefial unidimensional con un elemento estructurante lineal.

En la Figura 3.15 se muestra el resultado de la apertura y el cierre en una imagen en niveles

de gris.

(a) (b) (c)

Figura 3.15: Aplicacion de la apertura y del cierre en imdagenes en niveles de gris.
(a) Imagen original. (b) Apertura de la imagen original. (c) Cierre de la imagen original.
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3.6.3 Filtros secuenciales alternados

Un filtro morfoldgico es un operador creciente e idempotente. La apertura es un filtro

morfoldgico antiextensivo, mientras que el cierre es un filtro morfolégico extensivo.

De las propiedades de crecimiento, idempotencia, extensividad y antiextensividad, la
apertura y el cierre morfolégico constituyen filtros de gran importancia dentro de esta teoria.
Estos filtros no representan los Unicos filtros con estas propiedades, mas aun constituyen una

buena base.

A partir de una apertura, se puede definir una familia de aperturas de parametro nb de la

siguiente manera:
" (£H)=r" (7" (7 (5))) (3.33)

donde nb=D(D(-~~(D(b,b)),b),b), es decir, significa dilatar n veces el elemento b con si

mismo.

Dicha familia tiene la siguiente propiedad:

v, Azu = r(f)<r(f) (3.34)

De la misma manera podemos definir una familia de cierres de pardmetro nb de la

siguiente manera:
¢nh(f):¢nh(¢(n—l)h(.”¢h(f))) (335)
que verifica la siguiente propiedad:

vf. Azp = ¢ (f)<¢"(f) (3.36)

De forma similar se pueden definir los filtros secuenciales alternados, los cuales se

simbolizan ASF debido a sus siglas en inglés (Jackway & Deriche, 1996):

nb

Definicién 3.13: El filtro secuencial alternado yp" estd definido por:

0" (1) =7 (0" (77 (6" (-7 (¢ (1)) (337)

Definicién 3.14: El filtro secuencial alternado ¢y esta definido por:
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07" (1)=0" (7" (6" (#7 (0" (7 (1)) (3.38)

Los filtros secuenciales alternados tienen la potencialidad de filtrar componentes
irrelevantes de pequefo tamafio sin afectar en gran medida la forma y tamafio original de los
demas objetos. La Figura 3.16 muestra el resultado de la aplicacion del filtro secuencial
alternado cierre-apertura, en el cual en primer lugar aplica un cierre a la imagen original con el
fin de eliminar el ruido existente en ella y luego aplica una apertura para recuperar la
informacién perdida en la aplicacion del cierre. La Figura 3.17 muestra el resultado de aplicar
un filtro secuencial alternado de la forma apertura-cierre. En este caso se puede observar
como a partir de la aplicacién del filtro se logran eliminar pequefias componentes de la imagen

sin modificar la estructura de los demas objetos presentes.

Figura 3.16: Aplicacion del filtro cierre-apertura.
(a) Imagen inmersa en ruido. (b) Resultado de la aplicacién del filtro cierre-apertura.

(a) (b)

Figura 3.17: Aplicacion del filtro apertura-cierre.
(a) Imagen original. (b) Resultado de la aplicacion del filtro apertura-cierre.
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3.6.4 Gradiente morfoldgico

La informacidn del gradiente es muy usada en el procesamiento de imagenes para detectar
bordes. En morfologia matematica, existen varias implementaciones digitales del gradiente.
Las mas usadas son el gradiente morfolégico por erosién, el gradiente morfoldgico por

dilatacion y el gradiente morfoldgico por erosion y dilatacion.

Definicion 3.15: El gradiente por dilatacion gradD(f,g) de una imagen f por un

elemento estructurante g a partir de la dilatacién es:

grad,(f.g)=D(f.g)-f (3.39)

El gradiente por dilatacion en niveles de gris detecta bordes en las posiciones de los niveles

de gris mas bajos en los bordes.

Definicion 3.16: El gradiente por erosion gradE(f,g) de una imagen f por un elemento

estructurante g a partir de la erosion es:

grad,(f.g)=f—-E(f.g) (3.40)

El gradiente por erosiéon en niveles de gris detecta bordes en las posiciones de los niveles de

gris mas elevados en los bordes.

El tercer tipo de gradiente morfolégico mencionado, consiste en usar en forma simultanea

los operadores de erosion y dilatacion.

Definicion 3.17: El gradiente morfoldgico gradD’E(f,g) de una imagen f por un

elemento estructurante g a partir de los operadores dilatacidn y erosién es:

grad, ;(f,g)=D(f.8)-E(f.8) (3.41)

El gradiente por dilatacion y erosién en niveles de gris agrupa los resultados de los

gradientes por erosion y dilatacion. Por lo tanto, podemos observar que los operadores del

gradiente gradD(f,g) y gradE(f,g) presentan contornos mds finos que el operador

gradD’E(f,g).

La Figura 3.18 muestra el resultado de calcular los distintos tipos de gradientes sobre una

imagen en niveles de gris.
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(c) (d)

Figura 3.18: Gradientes en imagenes en niveles de gris.
(a) Imagen original. (b) Gradiente por dilatacion. (c) Gradiente por erosién. (d) Gradiente morfoldgico.

3.6.5 Transformada Top-Hat

Dentro de la MM una técnica de segmentacion de imagenes sumamente util es la
transformada Top-Hat. La segmentacion de imagenes es el proceso de dividir a la imagen en
varias partes, grupos de pixeles u objetos. Su objetivo es simplificar y/o cambiar la
representaciéon de una imagen en otra mas significativa y mas facil de analizar. La
segmentacion se utiliza tanto para localizar objetos de interés como para determinar los

limites de éstos dentro de una imagen.

Al aplicar la transformada Top-Hat se logra descubrir aquellas estructuras de la imagen que
han sido eliminadas en el filtrado de apertura o cierre. Con la eleccidon de un EE de forma,
tamafio y orientacion adecuados es posible filtrar la imagen y eliminar determinados
elementos de la imagen original, despreciando las regiones que no son de interés en el analisis
a realizar. Para esto se utiliza un EE de mayor tamano que las estructuras de la imagen a
detectar. Una operacion de diferencia entre la imagen original y la imagen filtrada aumenta

considerablemente el contraste de las zonas eliminadas.
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Definicion 3.18: La transformada Top-Hat por apertura se define como el residuo entre la

identidad y la apertura morfoldgica:
paperl(f’g):f_?/(f7g) (3.42)

Esta transformada resalta objetos localmente brillantes que han sido eliminados en el
filtrado de apertura en una imagen en niveles de gris. Este resultado se puede observar en la

Figura 3.19.

N K i

i) |_| ﬂ Pon b= =il

(a) (b) (c)
Figura 3.19: Top-Hat por apertura.
(a) Sefial original. (b) Apertura de la sefial. (d) Resultado de aplicar el Top-Hat por apertura.

Definicion 3.19: La transformada Top-Hat por cierre se define como el residuo entre el

cierre morfoldgico y la identidad:

pcierre(f’g):¢(f’g)_f (343)

Esta transformada resalta objetos localmente oscuros que han sido eliminados en Ia

aplicacion del cierre morfolégico. Este resultado se puede observar en la Figura 3.20.

fixh

J #ike)
—_— i |_| A 2. R85 Pflr.f’-.‘."' i
(a) (b) (c)

Figura 3.20: Top-Hat por cierre.
(a) Sefial original. (b) Cierre de la sefial. (d) Resultado de aplicar el Top-Hat por cierre.

En la Figura 3.21 se muestra los resultados de las transformadas Top-Hat por apertura y por

cierre en imagenes reales.
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(a) (b) (b)

Figura 3.21: Aplicacion de la transformada Top-Hat.
(a) Imagen original. (b) Top-Hat por apertura. (c) Top-Hat por cierre.

3.6.6 Umbralamiento

El umbralamiento, conocido como “thresholding” en inglés, consiste en tomar una imagen
en niveles de gris y definir un valor (tono de gris) conocido como umbral, a través del cual a los
pixeles con un nivel de gris por debajo del umbral se les asigna una Unica intensidad de grisy a
los pixeles con un nivel de gris por encima del umbral se les asigha otra Unica intensidad de
gris, distinta a la asignada para el primer grupo de pixeles. Cuando el problema consiste en
distinguir dos objetos diferentes en la imagen original constituidos por el objeto de interés y el
fondo, el umbralamiento se conoce como binarizacién, transformacién que permite
aprovechar todas las operaciones y propiedades que se pueden realizar con una imagen

binaria (Glasbey & Horgan, 1995).

El valor del umbral debe ser escogido de acuerdo a un criterio particular no sélo para cada
problema sino también para cada imagen debido a las variaciones en la iluminacion o en el
nivel de gris de la imagen original; por lo que es bastante util la informacion que pueda

proporcionar el histograma de la imagen.

Los métodos de umbralamiento pueden dividirse en seis categorias (Sahoo et al., 1988;

Otsu, 1979; Weszka et al., 1974; Kwon, 2004; Kapur et al., 1985; Sezgin & Sankur, 2004):

1. Método basado en la forma del histograma: Este método tiene presente los maximos y los
minimos, la curvatura, o cualquier otra caracteristica especial del histograma de la imagen

original.

2. Método basado en clustering: Consiste en buscar como clasificar los distintos niveles de

intensidad en dos o mas grupos diferentes.
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3. Método basado en la entropia: Se basa en tomar como referencia la entropia del frente y el

fondo de laimagen, o la entropia cruzada entre la imagen original y la umbralada.

4. Método basado en atributos del objeto: Este método se fundamenta en medidas como la
coincidencia de bordes, similitud de formas, entre otras caracteristicas destacables de una

imagen.

5. Métodos espaciales: Se basa en distribuciones de probabilidad o en la correlacion entre los

pixeles de la imagen.

6. Método local: Adopta el umbral de acuerdo a las caracteristicas de la regién que se desea

analizar.

Una dificultad que presentan las técnicas de umbralamiento es la variacion de la
iluminacidn sobre distintas zonas de la misma imagen. Es importante destacar que entre los
métodos enunciados anteriormente el Unico que tiene en cuenta este problema es el método
local. Para los demas métodos una alternativa que elimina este problema es el umbralamiento
por regiones, en donde se fija el umbral para cada region de acuerdo a lo que se desee

destacar.

En este capitulo se presentaron los operadores morfolégicos que se utilizaran en el
desarrollo de esta tesis. A continuacidon se presentan los principales conceptos de la teoria de

conjuntos difusos para luego definir los operadores matematicos difusos.
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Capitulo 4

Teoria de Conjuntos Difusos

En este capitulo se presentan los principales conceptos de la teoria de conjuntos difusos
con el objeto de lograr definir los operadores de la Morfologia Matemdtica Difusa en el
capitulo posterior. En primer lugar se realiza una introduccién a la légica difusa para luego, en
la seccién 4.2 definir los conjuntos difusos y en la seccidn 4.3 sus principales conceptos. En la
seccidn 4.4 se introducen las operaciones entre este tipo de conjuntos. En la seccion 4.5 se
definen las normas y conormas triangulares y en la seccion 4.6 se define el complemento
difuso, conceptos que tendran un papel fundamental de aqui en adelante en el desarrollo de
esta tesis. Por ultimo, en la seccidn 4.7 se presenta el principio de extensién de Zadeh,
principio de gran importancia que servira de soporte para la definicién de la suma y resta de

Minkowski difusas que se presentaran en el proximo capitulo.

4.1 Introduccion

Cuando decimos “légica” normalmente nos estamos refiriendo a la légica de Aristételes, la
cual serd llamada légica clasica, y se remonta al afio 300 A.C. Esta légica basada sobre el
argumento: “Una declaracion es verdadera o falsa” ha sido estudiada y explorada por miles de
cientificos y fildsofos desde su comienzo. Es una légica binaria que permite sélo dos valores, es

verdadera o no lo es, no hay posicidon intermedia entre dos extremos.

La légica difusa, como su nombre lo indica, es una légica alternativa a la légica cldsica que
pretende introducir un grado de vaguedad en las cosas que califica. En el mundo real existe
mucho conocimiento no-perfecto, es decir, conocimiento vago, impreciso, incierto, ambiguo,
inexacto, o probabilistico por naturaleza. El razonamiento y pensamiento humano
frecuentemente conlleva informacién de este tipo, probablemente originada de la inexactitud
inherente de los conceptos humanos y del razonamiento basado en experiencias similares

pero no idénticas a experiencias anteriores.

El problema principal surge de la poca capacidad de expresién de la légica clasica. A modo
de ejemplo, se tiene un grupo de personas que se quiere agrupar segun su altura,

calificdndolas como altas o bajas. La solucién que propone la légica clasica es definir un umbral
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de pertenencia. Por ejemplo, un valor que de ser alcanzado o superado, la persona en cuestion
puede llamarse alta. Si dicho umbral es 1.80 metros, todas las personas que midan 1.80
metros o mas seran consideradas altas, mientras que las otras seran bajas. Seglin esta manera
de pensar, alguien que mida 1.79 metros serd tratado igual que otra persona que mida 1.50
metros, ya que ambos han sido calificados como bajos. Si se tuviese una herramienta para
caracterizar las alturas de forma que las transiciones fueran suaves, se estaria representando
la realidad de una forma mas fiel. Esta herramienta es brindada por la ldgica difusa, la cual
considera que el conjunto de personas altas es un conjunto que no tiene una frontera clara
para pertenecer o no pertenecer a él. Mediante una funcién que define la transicion de “alto”
a “no alto” se asigna a cada valor de altura un grado de pertenencia al conjunto, entre 0 y 1.
Asi por ejemplo, un hombre que mida 1.79 metros podria pertenecer al conjunto difuso de
personas altas con un grado 0.8 de pertenencia, uno que mida 1.85 con un grado 0.85 y uno
gue mida 1.50 metros de altura con un grado 0.1. Visto desde esta perspectiva se puede
considerar que la légica cldsica es una caso limite de la légica difusa en el que se asigna un
grado de pertenencia 1 a los hombres con una altura mayor o igual a 1.80 y un grado de

pertenencia O a los que tienen una altura menor.

La légica difusa fue investigada, por primera vez, a mediados de los afios setenta por el
ingeniero Lotfy Zadeh en la Universidad de Berkeley (California). Surge a partir de lo que él
llamo principio de incompatibilidad: “Conforme la complejidad de un sistema aumenta,
nuestra capacidad para ser precisos y construir instrucciones sobre su comportamiento
disminuye hasta el umbral mas alld del cual, la precisidn y el significado son caracteristicas
excluyentes”. De esta forma, introdujo el concepto de conjuntos difusos bajo el que reside la
idea de que los elementos sobre los que se construye el pensamiento humano no son nimeros
sino etiquetas lingisticas. La l6gica difusa permite representar el conocimiento comun, que es
mayoritariamente del tipo lingliistico cualitativo y no necesariamente cuantitativo, en un
lenguaje matematico a través de la teoria de conjuntos difusos y funciones caracteristicas
asociadas a ellos. Permite trabajar a la vez con datos numéricos y términos linglisticos, estos
ultimos inherentemente menos precisos que los primeros pero en muchas ocasiones aportan

una informacidon mas util para el razonamiento humano.

Aungue la légica difusa es conocida con este nombre por Zadeh desde 1965, la idea que se
esconde tras ella y sus origenes se remontan hasta 2500 afios atrds. Los fildsofos griegos,
Aristételes entre ellos, consideraban que existian ciertos grados de veracidad y falsedad y
Platén ya trabajé con grados de pertenencia (Lombrafia, 1978; Offenberger, 2008; Aranguren

& Muzachiodi, 2003).
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La idea de que la ldgica produce contradicciones fue popularizada por el filésofo y
matematico britdnico Bertrand Russell, a principios del siglo XX. Estudié las vaguedades del
lenguaje, concluyendo con precision que la vaguedad es un grado de pertenencia. El filésofo
austriaco Ludwing Wittgenstein estudid las formas en las que una palabra puede ser empleada
para muchas cosas que tiene algo en comun. La primera légica de vaguedades fue desarrollada
en 1920 por el filésofo Jan Lukasiewicz, quién visualizd los conjuntos con un posible grado de
pertenencia con valores de 0 y 1, después los extendié a un numero infinito de valores entre 0
y 1. En los afios sesenta, Lofti Zadeh inventd la légica difusa, que combina los conceptos de la
légica y de los conjuntos de Lukasiewicz mediante la definicion de grados de pertenencia

(Aranguren & Muzachiodi, 2003).

El aspecto central de los sistemas basados en la teoria de la légica difusa es que, a
diferencia de los que se basan en la légica clasica, tienen la capacidad de reproducir
aceptablemente los modos usuales del razonamiento, considerando que la certeza de una
proposicién es una cuestién de grado. Mds formalmente se puede decir que si la légica es la
ciencia de los principios formales y normativos del razonamiento, la ldgica difusa se refiere a
los principios formales del razonamiento aproximado, considerando el razonamiento preciso
(l6gica clasica) como caso limite. Asi pues, las caracteristicas mas atractivas de la ldgica difusa
son su flexibilidad, su tolerancia con la imprecision, su capacidad para modelar problemas no-

lineales, y su base en el lenguaje natural.

4.2 Conjuntos difusos y funciones de pertenencia

Los conjuntos difusos pueden ser considerados como una generalizacion de los conjuntos
clasicos. La teoria de conjuntos sélo contempla la pertenencia o no pertenencia de un
elemento a un conjunto, mientras que la teoria de conjuntos difusos contempla la pertenencia
parcial de un elemento a un conjunto, es decir, cada elemento presenta un grado de
pertenencia a un conjunto difuso el cual es un valor entre 0 y 1. Este grado de pertenencia se
define mediante la funcién de pertenencia asociada al conjunto difuso, para cada valor que

pueda tomar un elemento X del universo, la funcidon de pertenencia ,uA(X) proporciona el

grado de pertenencia de dicho valor al conjunto difuso A.

Formalmente, un conjunto clasico A, en un universo U , se puede definir de varias formas:

enumerando los elementos que pertenecen al conjunto (extensidn), especificando las
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propiedades que deben cumplir los elementos que pertenecen a ese conjunto (comprension),

o en términos de la funcion de pertenencia u, (X) (Dubois & Prade, 1980; Jantzen, 1999):

1 sixeA

r () = 0 sixegA @

Podemos ademads decir que el conjunto A es matematicamente equivalente a su funcidn

de pertenencia x, (X), ya que conocer s, (X) eslo mismo que conocer A.

Un conjunto difuso en el universo U se caracteriza por una funcién de pertenencia yA(X)

que toma valores en el intervalo [0,1] y puede representarse como un conjunto de pares

ordenados de un elemento X y su valor de pertenencia al conjunto:

Az{(x,yA(x))/er} (4.2)

La funcidn de pertenencia proporciona una medida del grado de pertenencia de un
elemento de U con el conjunto difuso, es decir, indica en qué medida el elemento de U
forma parte del conjunto difuso. Un elemento XU puede pertenecer a un conjunto difuso
A de manera total o parcial, como también puede no pertenecer a dicho conjunto. Esto sera
indicado por el valor que se obtenga al especializar la funciéon de pertenencia en el elemento

X. Cuando se tiene que 1, (X)=0 significa que X no pertenece al conjunto A, mientras que
si yA(X)zl indica que el elemento X pertenece totalmente al conjunto A y cuando

0< yA(x) <1, x pertenece al conjunto difuso A de una manera parcial.

La forma de la funcién de pertenencia utilizada, depende del criterio aplicado en la
resolucion de cada problema y varia en funcion del punto de vista del usuario. La Unica
condicidon que debe cumplir una funcion de pertenencia es que tome valores entre 0 y 1, con
continuidad. Conceptualmente existen dos aproximaciones para determinar la funcién de
pertenencia asociada a un conjunto: la primera aproximacién esta basada en el conocimiento
humano de los expertos, y la segunda aproximaciéon es utilizar una coleccidon de datos para
disefiar la funcién. El numero de funciones caracteristicas asociadas a una misma variable es
elegido por el experto, a mayor nimero de funciones caracteristicas tendremos mayor
resolucidn pero también mayor complejidad computacional. Ademas estas funciones pueden
estar solapadas o no, el hecho de estar solapadas pone de manifiesto un aspecto clave de la
I6gica difusa, una variable puede pertenecer con diferentes grados a varios conjuntos difusos a

la vez.
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4.3 Conceptos de la teoria de conjuntos difusos

Muchos conceptos de la teoria clasica de conjuntos pueden hacerse extensivos a los
conjuntos difusos, otros son exclusivos e inherentes a esta Ultima teoria. Algunos de los mas

utilizados son los que se presentan a continuacion (Dubois & Prade, 1980; Jantzen, 1999).

Definicidn 4.1: El soporte de un conjunto difuso A en el universo U es un conjunto clasico
que contiene todos los elementos de U que tienen un valor de pertenencia distinto de cero

en A:
sop(A)={xeU/ u,(x)>0} (4.3)

Si el soporte de un conjunto difuso no contiene ningln elemento tendremos un conjunto
difuso vacio. Si el soporte de un conjunto difuso es un solo punto tendremos lo que se conoce

como “singleton” difuso.

Definicion 4.2: El ndcleo de un conjunto difuso A es el conjunto de los elementos de U

que pertenecen totalmente al conjunto A:
Nu(A)={xeU / u,(x)=1} (4.4)

Definicion 4.3: La altura de un conjunto difuso A representa el mayor grado de

pertenencia de los elementos del conjunto:
h, =sup{u,(x)/ xeU} (4.5)

Definicidon 4.4: Un conjunto difuso normalizado es un conjunto difuso cuya altura es igual a
1, es decir, que todo conjunto difuso que posea un nucleo distinto del conjunto vacio es

normalizado:

Aes normalizadosii IxeU / u, (x)=1 (4.6)

Si un conjunto difuso no es normalizado se lo puede normalizar dividiendo los valores que

toma la funcidn de pertenencia en cada elemento del universo por la altura de dicho conjunto.

Definicidn 4.5: El conjunto vacio difuso & esta definido como aquel conjunto en el cual la

funcidn de pertenencia para todos los puntos de dicho conjunto es O:

vxeU ,ug(X)zo (4.7)

Segmentacion en Imagenes Médicas mediante técnicas de Morfologia Matematica Difusa 68



Teoria de Conjuntos Difusos

Definicion 4.6: El conjunto universo difuso esta definido como aquel conjunto en el cual la

funcién de pertenencia es igual a 1 para todo elemento de dicho conjunto:
vxeU ,uu(x)zl (4.8)

Definicion 4.7: El a -corte de un conjunto difuso A se define como el conjunto clasico A,

de todos los elementos x €U cuyo grado de pertenencia es mayor oigual a o :
A, ={xeU/u,(x)za}, O<a<l (4.9)

En la Figura 4.1 se muestran graficamente los conceptos presentados anteriormente.

HA) o
Altura 1
o
o
e — U
Micleo
S
—
& -corte
— ———
Soporte

Figura 4.1: Visualizacidn de los conceptos de la teoria de conjuntos difusos.

4.4 Operaciones entre conjuntos difusos

Con los conjuntos difusos se puede operar de modo similar al que se lo hace con los
conjuntos clasicos. Dado que los conjuntos difusos son una generalizacidon de los conjuntos
clasicos, es posible definir las operaciones interseccidn, unidn, complemento, entre otras; y
dado que la funcidon de pertenencia es la que caracteriza a los conjuntos difusos, las

operaciones con tales conjuntos se definen a través de dichas funciones.
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A continuacién se definen algunas de las operaciones necesarias en el desarrollo de esta

tesis.

Definicidon 4.8: Dos conjuntos difusos A y B son iguales si y sélo si sus funciones de

pertenencia ,(X) y s (X) soniguales:

vxeU (X)) = (X) (4.10)

Definicion 4.9: El conjunto difuso B contiene al conjunto difuso A, esto es Ac B, siy sélo

si 41, (X) < 445 (X) paratodo xeU.

Definicidn 4.10: La interseccion de dos conjuntos difusos A y B es un conjunto difuso

AN B en U cuya funcién de pertenencia es (Dubois & Prade, 1980):
Hpcs (X) =min[ 2, (X), 5 (%) | (4.11)
donde 1, es la funcién de pertenenciade A(B.

Definicién 4.11: La unién de dos conjuntos difusos A y B es un conjunto difuso AUB en

U cuya funcién de pertenencia es (Dubois & Prade, 1980):
Hns (X) = max[/uA (X)uUB (X)] (4.12)
donde g, es la funcién de pertenenciade AUB.

Definicidn 4.12: Sean dos conjuntos difusos A y B. La diferencia acotada entre Ay B es
el conjunto difuso A|—| B formado por los elementos cuyo grado de pertencia al conjunto A

es mayor que el grado de pertenencia al conjunto B, y cuyo grado de pertenencia estd dado

por (Dubois & Prade, 1980):
IUAHB(X):maxl:o’luA(X)_'uB(X)] (4.13)
Esta operacién extiende la diferencia entre conjuntos clasicos.

Definicion 4.13: El conjunto complementario A de un conjunto difuso A es aquel cuya

funcién de pertenencia esta definida por (Dubois & Prade, 1980):

1 (X) =111, (x) (4.14)
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Las operaciones interseccién, unién y complemento definidas para conjuntos difusos
cumplen, al igual que en la teoria clasica de conjuntos, las propiedades asociativa, conmutativa

y distributiva asi como también la Leyes de De Morgan (Dubois & Prade, 1980).

Es importante destacar que existen dos leyes fundamentales de la teoria clasica de
conjuntos como son el Principio de Contradiccidon (AUR:U ) y el Principio de Exclusién

( Aﬂﬂz@) gue no se cumplen en la teoria de conjuntos difusos. De hecho una de las formas
para describir en que se diferencian la teoria cldsica de conjuntos de la teoria difusa es explicar
gue estas dos leyes no se cumplen en términos de la légica difusa. En consecuencia, algunas de
las teorias derivadas de la teoria de conjuntos, como por ejemplo la de la probabilidad, seran

muy diferente planteadas en términos difusos.

4.5 Normas y conormas triangulares

Las funciones que definen la interseccion y la unidn de conjuntos difusos pueden
generalizarse, a condicion de cumplir ciertas restricciones. Las funciones que cumplen estas
condiciones se conocen como norma triangular y conorma triangular (Ver Apéndice A). A

continuacién se presentan dichos conceptos.

Definicién 4.14: Una funcién t:[0,1]x[0,1] »[0,1] es una norma triangular (t-norma) si

satisface las siguientes condiciones para cualesquiera a,b,c e [0,1] (Dubois & Prade, 1980):
i. Condicién de frontera: t(a,1)=a
ii. Simetria: t(a,b)=t(b,a)
iii. Monotonicidad: Si a<c y b<d entonces t(a,b)<t(c,d)
iv. Asociatividad: t(t(a,b),c)zt(a,t(b,c))

Este tipo de funciones permiten generalizar la operacion de interseccién entre dos

conjuntos difusos Ay B de la siguiente manera:

yAOB(X)zt[,uA(X),,uB(X):I (4.15)
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Los principales operadores que cumplen las condiciones para ser t-normas son el operador

minimo y el producto algebraico, pero también existen otros operadores que cumplen tales

condiciones y se presentan a continuacion:

Estandar: t(a,b)=min(a,b)

Producto algebraico: t(a,b)=ab

Producto acotado: t(a,b)=max(0,a+b-1)
a sib=1

Producto drastico: t(a,b)=1b sia=1

0 encaso contario

ab
Dubois and Prade: t(a’b)zm

ab
y+(1-7).(a+b-ab)

Producto de Hamacher: t(a’b) =

(4.16)

(4.17)

(4.18)

(4.19)

(4.20)

(4.21)

En la Figura 4.2 se muestra el gréfico de la t-norma estdndar. La zona roja muestra la

condicion de frontera.

Figura 4.2: Gréfico de la t-norma estandar.

De forma similar se presenta la definicién de las conormas triangulares.
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Definicién 4.15: Una funcién s:[0,1]x[0,1] —[0,1] es una conorma triangular (t-conorma o

s-norma) si satisface las siguientes condiciones para cualesquiera a,b,Ce[O,l] (Batyrshin et

al., 1998):
i. Condicién de frontera: s(a,0)=a
ii. Simetria: s(a,b)=s(b,a)
iii. Monotonicidad: Si a<c y b<d entonces s(a,b)<s(c,d)
iv. Asociatividad: s(s(a,b),c)=s(a,s(b,c))

Este tipo de funciones permiten generalizar la operacién de unién entre dos conjuntos

difusos Ay B de la siguiente manera:

P (%) =5[ 1, (%), 1t (X) ] (4.22)

Los principales operadores que cumplen las condiciones para ser s-normas son el operador
maximo y la suma algebraica, pero también existen otros operadores que cumplen tales

condiciones y se presentan a continuacion:

Estandar: s(a,b)=max(a,b) (4.23)

Suma algebraica: s(a,b)=a+b-ab (4.24)

Producto acotado: s(a,b)=min(La+b) (4.25)
a sib=0

Producto drastico: s(a,b)=4b sia=0 (4.26)

1 encaso contario

(1-a).(1-b)
s(ab)=1- max(1-a,1-b,y)

Dubois and Prade: (4.27)

a+b+(y-2)ab
1+(y-1)ab

Producto de Hamacher: s(a,b)= (4.28)
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En la Figura 4.3 se muestra el gréfico de la s-norma estandar. La zona roja muestra la

condicion de frontera.

Figura 4.3: Grafico de la s-norma estandar.

Es importante destacar que cuando se mencionen t-normas o s-normas particulares se

podra utilizar el término norma a modo de facilitar la lectura.

4.6 Complemento difuso

Las funciones que definen el complemento de un conjunto difuso también pueden
generalizarse como se hizo con la interseccién y la unién en la seccidén anterior. Las funciones

gue cumplen estas condiciones se conocen como complemento difuso. A continuacién se

define dicho concepto.

Definicién 4.16: Una funcién ¢:[0,1]—[0,1] es un complemento difuso si satisface las

siguientes condiciones para cualesquiera a,b e [0,1] (Batyrshin et al., 1998):
i. Condicion de frontera: ¢(0)=1vy c(1)=0
ii. Monotonicidad: Si a<b entonces c(a)>c(b)
iii. Propiedad Involutiva: c(c(a))za

Estas funciones permiten generalizar la operacion de complemento de un conjunto difuso

A de la siguiente manera:
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ﬂ;(x)zc[ﬂ/«(x)] (4.29)

Existen muchos operadores que satisfacen estas propiedades entre los que se destacan:

Estandar: c(a)=1-a (4.30)
Sugeno: C(a)zll_;f1 donde A>-1 (4.31)
+a
1
Yager: c(a):(l—a“’)5 donde >0 (4.32)

4.7 Principio de extension de Zadeh

Muchas aplicaciones de la ldgica difusa tienen como fundamento al principio basico de
extensiéon de Zadeh. Se trata del principio fundamental en que se sustentan aquellas
aplicaciones de los subconjuntos difusos basadas en la extensién de conceptos matematicos

no difusos cuando los datos de partida son difusos.

El principio de extensién afirma que dado un subconjunto difuso A en X cuya funciéon de

pertenencia es ,uA(X) y dada la aplicacion f:X —Y, esta aplicacién define un conjunto

difuso B= f(A) en Y cuya funcién de pertenencia es (Zadeh, 1965; Zadeh, 1996; Dubois &

Prade, 1980):

0 si f7(y)=02
#e(Y)= sup [ u,(x)] si f(y)=Q@ (4.33)
y="f(x)

Este principio sera utilizado en el siguiente capitulo para definir la suma y resta de

Minkowski difusas.

De aqui en adelante, en el desarrollo de esta tesis al conjunto difuso

A:{(X,,uA(X))/X eU} se lo notard u por abuso de notacién.

A partir de los conceptos presentados en estas secciones se esta en condiciones de definir

los operadores de la Morfologia Matemadtica Difusa.
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Capitulo 5

Morfologia Matematica Difusa

La teoria de conjuntos difusos ha encontrado un promisorio campo de aplicacién en el
Procesamiento Digital de Imagenes (PDI) a través de la Morfologia Matematica Difusa (MMD).
La MMD proporciona una alternativa para extender las operaciones bdasicas binarias, dilatacion
y erosién, a imagenes en niveles de gris basdndose en la teoria de conjuntos difusos. Dicha
técnica ha sido estudiada por varios autores a lo largo de los uUltimos afios, entre los cuales se
destacan Di Gesu, De Baets, Kerre, Bloch, Maitre y Nachtegael (De Baets et al., 1995a; De Baets
et al.,, 1995b; De Baets, 1995; Kerre & Nachtegael, 2000; Bloch & Maitre, 1995; Bloch, 2006;
Bloch, 2009; Di Gesu, 1988; Di Gesu et al., 1993; Di Gesu et al., 1991).

En este capitulo se presentan los distintos enfoques existentes en la literatura para abordar
dicha extensién. En primer lugar se da una reseiia histdrica, para luego analizar los distintos
tipos de extensiones. En la seccién 5.2 se presenta la suma y resta de Minkowski para
conjuntos difusos, la cual es el punto de partida de varios autores para definir los operadores
basicos difusos. En la seccion 5.3 se muestran distintas extensiones de los operadores bdsicos
de la Morfologia Matematica para llegar a las definiciones de los operadores basicos de la
Morfologia Matematica Difusa. Se abordan los enfoques de De Baets, Bloch y Maitre, y Sinha y
Dougherty. En la seccidon 5.4, se muestra como se logran unificar todos los enfoques
presentados en una Unica férmula, una para la dilatacién difusa y otra para la erosion difusa,
las cuales fueron propuestas por Bloch y Maitre (Bloch & Maitre, 1995). Por ultimo, en la
seccidon 5.5, se definen los operadores y filtros de la MMD que surgen de combinar la

dilatacion y la erosion difusas.

5.1 Resena historica

Para comprender los inicios de la MMD se realizard una breve resefia histérica:

e En 1965, los conjuntos difusos fueron introducidos por Lotfi A. Zadeh definiendo las
operaciones elementales tales como la interseccién, la unién, el complemento y la inclusién

(Zadeh, 1965).
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e En 1980, las operaciones basicas de la MM (erosién y dilatacién) fueron aplicadas en
imagenes en niveles de gris interpretdandose como conjuntos difusos utilizando los operadores
max y min (definiciones 4.10 y 4.11), y utilizando sélo elementos estructurantes binarios

(Goetcherian, 1980).

e En 1988, Arnold Kaufmann y Madan Gupta proporcionaron una definicién de la suma
de Minkowski para dos conjuntos difusos. Este fue realmente el primer enfoque difuso por

medio de los « -cortes de dos conjuntos difusos (Kaufmann & Gupta, 1988).

e Desde 1989, varios intentos se han hecho para utilizar directamente la morfologia en
niveles de gris en imagenes en niveles de gris interpretadas como conjuntos difusos, en lugar
de desarrollar un enfoque difuso (Giardina & Sinha, 1990; Laplante & Giardina, 1991;
Nakatsuyama, 1993).

e Vito Di Gesu desarrolla en 1988 y 1991 un enfoque en el cudl transforma una imagen
en niveles de gris en un conjunto difuso a través de una funcién de pertenencia o por reajuste,

es decir, realiza un cambio de escala en los valores de los niveles de gris, llevandolos al rango

[0,1]. Introduce las operaciones difusas a partir de la extension de la erosion binaria y sugiere

cuatro posibles definiciones de la erosién difusa llamadas exacta, promedio, delta y min. Sin
embargo, ninguna de estas definiciones es una correcta extension de la erosién binaria. Di
Gesu realizé un estudio tedrico limitado e incompleto de las propiedades de las operaciones

difusas (Di Gesu, 1988; Di Gesu et al., 1991).

e En 1992, Hans Bandemer y Wolfgang Nather sugieren tres posibles maneras de ampliar
las operaciones morfolégicas binarias. La primera basada en la suma de Minkowski, la segunda
basada en la interseccidn y la inclusidn, y la Ultima basada en la convolucién. Con respecto al
primer enfoque, estos autores ilustran el comportamiento de la dilatacion y la erosién difusas
en conjuntos difusos, pero sin realizar un estudio tedrico de las propiedades de dichas

operaciones (Bandemer & Nather, 1992).

e En 1995, Bernard De Baets, Etienne Kerre y Madan Gupta toman el primer enfoque
dado por Bandemer y Nather demostrando que los operadores bdsicos definidos de esta
manera satisfacen las mismas propiedades que los operadores de la MM. Estos autores
interpretan a las imagenes en niveles de gris como conjuntos difusos, a fin de poder aplicar las
operaciones de la teoria de conjuntos difusos. Como tal, afirman que el adjetivo “difuso” no
estd relacionado con la naturaleza de las imdgenes; es decir, no hay falta de claridad ni

incertidumbre involucrados (De Baets et al., 1995a; De Baets et al., 1995b).
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e En ese mismo aino, Isabelle Bloch y Henri Maitre desarrollan un estudio comparativo
de las morfologias matematicas difusas. Para estos autores, la difusidad es una caracteristica

intrinseca de las imagenes, justificdndolo con la siguiente afirmacion (Bloch & Maitre, 1995):

“En cualquier imagen médica, los tejidos patoldgicos aparecen sin fronteras de corte
claras, como manchas difusas sutilmente incrustadas en los tejidos sanos. De manera
similar, en las imdgenes satelitales los limites entre distintos tipos de topografias no se

encuentran perfectamente delimitados.”

De esta forma afirman que los conjuntos difusos son capaces de modelar la incertidumbre y

la imprecisidon presente en este tipo de imagenes.

A continuacién se muestran algunos de estos enfoques para extender la morfologia binaria
a imdagenes en niveles de gris usando la teoria de conjuntos difusos. Para poder lograr estas
extensiones en primer lugar se deben presentar algunos conceptos importantes como por

ejemplo la sumay la resta de Minkowski, las cuales se definien en la siguiente seccién.

5.2 Suma y Resta de Minkowski para conjuntos difusos

Como se menciond anteriormente, los primeros intentos para combinar la légica difusa y la
MM fueron realizados por Arnold Kaufmann y Madan Gupta en 1988. Estos autores
proporcionaron la definicién de suma y resta de Minkowski para conjuntos difusos (Kaufmann

& Gupta, 1988).

En primera instancia se debe introducir el concepto de « -cortes, los cuales resultan

convenientes para vincular los conceptos de conjuntos difusos con los conceptos de conjuntos

clésicos. Dado un conjunto difuso x: X —[0,1], u(x) asigna un grado de pertenecia para

cada elemento X del universo X,y dado un valor a €[0,1], el a -corte de u es el conjunto

de todos los X e X cuyo grado de pertenencia es mayor o igual a « (Dubois & Prade, 1980):
X, ={xeXIu(x)=a} (5.1)

A este conjunto se le asocia una funcién indicadora (Bloch & Maitre, 1995):

(5.2)

1 si xeX
ua<x)={ :

0 sixeX,
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Un conjunto difuso puede ser considerado como una coleccion de conjuntos binarios y ser
reconstruido a partir de ellos. Un conjunto difuso se puede caracterizar completamente por

sus « -cortes (Bloch & Maitre, 1995):

u(x)=sup [a. 1, (x)] (5.3)

ae(0]

'U(X) - aSeL(JOPI][a] (5.4)

xeX,

u(x¥) = 1, (x) der (5.5)

A continuacién se muestra que la ecuacidn (5.5) es una formula vélida para representar un

conjunto difuso a partir de sus « -cortes. Sea xe X, Vae(0,1] x,(x)e{0,1} . Por lo tanto,

1 sia<gq, 1 sia,<q

3, €(0,1]: ,ua(x)z{ = ,uao(x)zl.

. En particular: ,U%(X)={

0 sia>a, 0 sig,>q

Desarrollando el segundo miembro de la ecuacion (5.5) se obtiene:

Iolua (x)da =" u,(x) da+j; 1, (x)da
=["1da+ : 0da

:ao
Suponiendo que &, # #(X):

o Sia,<pu(x) entonces Ja>a,: wu(x)=ca. Porlotanto, u,(x)=1 lo cual es una

contradiccion ya que Va >a,, #,(x)=0.
 Si a,>u(x) entonces u, (x)=0, lo cual contradice el hecho de que 1, (x)=1.

Se deduce, entonces, que «, = ,u(x). Con lo cual se concluye:

Eyﬂ (x)da =a

= p(x)

Luego, la ecuacidn (5.5) es una formula valida para representar un conjunto difuso a partir

de sus « -cortes.
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Las ecuaciones (5.3), (5.4) y (5.5) son equivalentes. En primer lugar se muestra la

equivalencia de las férmulas (5.3) y (5.4). Sea a €(0,1] :

'[01]—>{01} ta dad 7] (X)— L sixeX, 5.6
u 10, 1! estad dada por = .
“ P “ 0 sixegX, (56)
entonces:
[01]—){0 } ta dad X)= sixeX,
a ., |0, ,at estd dada por « . = .
1, p a,ua( ) 0 sixgX, (5.7)

Por lo tanto:

sup][a 4, (x)]= sup }[a 4, (%) ]

aeg(0,1 {oz:XEXH

= sup [«]

{a:xexa}

= sup [«]
ae(0]
xeX,

En segundo lugar se muestra que las férmulas (5.4) y (5.5) son analogas. Sea la funcidn

1 Si Xe xa . ., . .,
F.:[0,1] > {0,1} dada por F,(a)= 0 sixeX.' Dicha funcién es equivalente a la funcién

dada por la ecuacién (5.5). De esta forma: ,u(x)zj.olya(x)da=J.:Fx(a)da=J.R F(a)da

donde R={a:F (a)=1}{=[0,1] e I = sup [a]. Por lo tanto:
ae[O,l]
xeX,

,u(x):J.R F(a)da
:Jollda :a];
=1

= sup [¢]
a€l0.1]
xeX,

De esta forma queda demostrada la equivalencia entre las ecuaciones (5.3), (5.4) y (5.5), las
cuales son férmulas vélidas. Por lo tanto, hay tres formas equivalentes de construir o

representar un conjunto difuso a partir de sus « -cortes. Con el objeto de simplificar la
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notacién, se utilizarad la representaciéon dada por la ecuacion (5.4) en el desarrollo de este

capitulo.

Para comprender como queda definido un conjunto difuso a partir de sus « -cortes se
presenta el siguiente ejemplo. Sea x un conjunto difuso sobre X ={X1,X2,X3,X4,X5} definido

de la siguiente forma:

Tabla 5.1: Funcién de pertenencia z(X).

X X0 X, Xg o X, X

u(x) 102 03 06 08 1

Para esta funcion se pueden definir cinco a -cortes (11 q,, M g3, L os) Mog Y 1) Para los

cuales las pertenencias a los elementos del dominio X son:

Tabla 5.2: Pertenencia de los elementos Xe X alos « -cortes.

Xo2 Xozs  Xog  Xos X, Hoz Hoz Hos Hos Hy
X € ¢ 3 ¢ ¢ X 1 0 0 0 0
X, € € ¢ ¢ ¢ X, 1 1 0 0 0
X3 € € € ¢ ¢ X3 1 1 1 0 0
X, € € € € & X, 1 1 1 1 0
Xg € € € € € Xg 1 1 1 1 1
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A partir de la Tabla 5.2, para cada valor de X se calcula sup [a] obteniendo:
ae(0,]
xeX,

Tabla 5.3: Calculo del supremo sobre los « € (0,1] para cada elemento del dominio X .

X X, X X, X

ai?oa][a] 0.2 03 0.6 0.8 1

xeXy

A partir de lo cual se observa la equivalencia x(x)= sup [«] para xe X .
ae(0]
xeX,

Mediante el uso de los « -cortes, todas las operaciones entre conjuntos difusos se pueden
expresar a partir de operaciones entre conjuntos clasicos, siempre que cumplan con la

propiedad que se enuncia a continuacion.

Para poder construir un conjunto difuso a partir de una serie de « -cortes,

Qz{Xa o e[O,l]} , dichos cortes deben satisfacer la siguiente propiedad:

Propiedad 5.1: Sean al,aze[O,l], tales que ¢« >a,, entonces X, < X, para todo

XxeX.

Esta familia de «-cortes define un conjunto difuso dado por la férmula

Ho(X)=sup {a:xeu,}. Por lo tanto, cualquier operador de conjuntos f:2(X)—2(X)
a€[0,1]

que quiera ser extendido debe cumplir: Ac B= f(A)c f(B).

Por ejemplo, la unién xUv de dos conjuntos difusos z y v, es un conjunto difuso que se

define como (definicién 4.11):
[£Uv](x)=max[ u(x),v(x)] (5.8)
y se puede definir a partir de los « -corte utilizando la ecuacién (5.4) como:

(”Uv)(x):i‘fopq[a] (5.9)

xeY,
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donde:
Yaz{XeX/(,uUV)(X)Za}
={XeX/maX|:,u(X),v(X):|2a}
={xeX/lu(x)za v v(x)za}
:{xeX/,u(X)Za}U{XeX/v(X)Za}
siendo: X, ={xeX/u(x)za} y X, ={xeX/v(x)2a}, y las funciones indicadoras:

. Es decir, los

U, =) SXSF =) SO v ) 36

0 sixeY,’ 0 sixgX, 0 sixe X/,
a -cortes de u|Jv se pueden obtener directamente de los « -cortesde 1y v :
(«Uv), (x)=max{u, (x),v,(X)} VvxeX (5.10)

La expresion (5.10) es verdadera dado que:

(uUv) (x)=1 sii xeY,
sii xeX, v xeX]
sit u,(x)=1 v v, (x)=1
sii - max{u, (x),v, (x)}=1

En caso contrario:
(uUv) (x)=0 sii max{u, (x),v,(x)}=0

Por lo tanto, un punto X pertenece a un «a -corte de uUv si el grado de pertenencia al

conjunto x(X) o v(x) es mayoroiguala a.

De forma similar, la interseccion u(1v de dos conjuntos difusos z y v, es un conjunto

difuso que se define como (definicion 4.10):

[«Nv](x)=min] z(x),v(X)] (5.11)

y se puede definir a partir de los « -corte utilizando la ecuacién (5.4) como:

(#Nv)(x)= sup [] (5.12)

xeY,
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donde:

Y, ={xeX/(uNv)(x)>a}
={xe X /min[ u(x),v(x)]z |
xexiuza A v(02a]

={xeX/u(x)za)N{xeX Iv(x)2a)

siendo: X, ={xeX/u(x)za} y X, ={xeX/v(x)2a}, y las funciones indicadoras:

1 sixey, 1 sixeX, 1 sixe X,
U, =) S0 =y Sy -]

. . Es decir, los
0 sixegX, 0 sixe X,

a -cortes de (v se pueden obtener directamente de los o -cortesde u y v

(«Nv), (x)=min{u,(X).v,(x)} VxeX (5.13)

La expresion (5.13) es verdadera dado que:

(uNv) (x)=1 sii xeY,
sii xeX, A xeX]
sit u,(x)=1 A v, (x)=1
sit min{u, (x),v, (x)}=1

En caso contrario:

(uNv), (x)=0 sii - min{g, (x),v,(x)}=0

Por lo tanto, un punto X pertenece a un «a -corte de u[\v si el grado de pertenencia al

conjunto x(X) y v(x) es mayoroiguala a .

Hasta aqui se ha mostrado como caracterizar a un conjunto difuso a partir de sus « -cortes

Ahora se mostrara la definicion de la suma y resta de Minkowski para conjuntos difusos

Para poder definir la suma de Minkowski (definicidn 2.10) para dos conjuntos clasicos Ay
B, ABcU, se debe definir una operacion de traslacién ra(B) de un conjunto por un
elemento a, la cual se define de la siguiente manera (definicion 2.9):

7,(B)={y/y=a+x, xeB} (5.14)

Segmentacion en Imagenes Médicas mediante técnicas de Morfologia Matematica Difusa

85



Morfologia Matemdtica Difusa

Dada dicha traslacion, la suma de Minkowski @ entre dos conjuntos Ay B, AcU y

B cU, esta definida por (Serra, 1982):
A®B={acU/z,(B)NA=D} (5.15)

La operacion dual de este conjunto, es la denominada resta de Minkowski y se nota ©
(definicion 2.12). En este caso los elementos del conjunto A pertenecen al conjunto resultado

si su correspondiente traslacion de B esta completamente incluida en A (Serra, 1982):
A®B={acU/r,(B)c Al (5.16)

La idea de Kaufmann fue extender estas operaciones a conjuntos difusos descomponiendo
ambos conjuntos en sus « -cortes, realizando la suma o resta de Minkowski en cada corte
individuamente y luego combinando los resultados de los cortes procesados para obtener un
conjunto difuso resultado. Esto es posible dado que la suma y resta de Minkowski cumplen la

propiedad 5.1, ya que:
A c A entonces A@BcC A ®B
A c A, entonces AGB < AGB

y, por lo tanto, puede utilizarse para definir los operadores difusos.

La suma de Minkowski @, v de dos conjuntos difusos ¢ y v se define a partir de sus

a -cortes como:
[u@pv], =1, ®v, (5.17)

De forma andloga, la resta de Minkowski ©®,v entre dos conjuntos difusos u y v se

define por:
[1Ov] =u,0v, (5.18)

Por abuso de notacion se denotara @ v a la suma de Minkowski difusay ¢®v a la resta

de Minkowski difusa. Hasta aqui se presenté una definicion de estas operaciones. A

continuacién se muestran las definiciones presentadas por De Baets.

De Baets propone definir la suma y resta de Minkowski difusas utilizando el principio de

extensiéon dado por Zadeh (seccidn 4.7) (Zadeh, 1965). De la misma manera como la suma de
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Minkowski es una extensidon de la suma de vectores en R" a los subconjuntos de R", se
define la suma de Minkowski difusa como la extension de la suma de vectores en R" a

conjuntos difusos en R" como se muestra en la siguiente definicion (De Baets et al., 1995a).

Definicidon 5.1: Sean u y v dos conjuntos difusos en R", la suma de Minkowski difusa

1@V es el conjunto difuso en R" que se define por (De Baets et al., 1995a):

u®v(x)=supmin[ u(x-y),v(y)] VxeR" (5.19)

yeR"

Esta definicion, debido al principio de extension de Zadeh (seccién 4.7), es una genuina

extension de la suma de Minkowski de FJ’(R”) a F(]R”), la clase de todos los conjuntos

difusos en R".

La suma de Minkowski para conjuntos difusos, asi definida, satisface la propiedad de ser

conmutativa, es decir, £@v =v@® u . Por lo tanto, se utilizara la férmula dada por:

p®v(x)=supmin[ u(y),v(x-y)]  VxeR" (5.20)

yeR"
para facilitar, en secciones posteriores, la definicién de los operadores basicos de la MMD.

Se han presentado dos definiciones para la suma de Minkowski difusa dadas por las
ecuaciones (5.17) y (5.20). A continuacién se muestra que estas ecuaciones son equivalentes si

v es simétrico, definicién que se presenta aqui.
Definicidn 5.2: Sea v un conjunto difuso en R", v es simétrico si satisface:
v(x)=v(-x)  ¥xeR" (5.21)
Es importante destacar que si v es simétrico entonces v(X—Yy)=v(y—X).

Otra definicién fundamental, para demostrar la equivalencia entre las ecuaciones (5.17) y

(5.20), es la de traslacién de un conjunto difuso.

Definicién 5.3: Sea v un conjunto difuso en R". La traslacién 7, (V) del conjunto difuso v

por un elemento X eR" estd dada por:

o, (v)(y)=v(y—x) VyeR" (5.22)
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Para demostrar la equivalencia entre las ecuaciones (5.17) y (5.20), sea XxeR", por De

Baets:

#®v(x)=supmin[ (y),v(x-y)]

yeR"

=sup min[ u(y),v(y-x)]

yeR"

por la propiedad de simetria de v,

p®v(x)=supmin| u(y),v(y-x)]

yeR"

=sup min[ u(y).7, (v)(y)]

yeR"

por definicién de traslacion,

p@v(x)=supmin[ x(y).z, (v)(y)]

yeR"

= igg[(ﬂ Nz, (V))(Y)]

por definicién de interseccién entre conjuntos difusos,

#@v(x)=sup| (uNz, (v))(y)]

yeR"

=sup sup [06 (uNe, (V))a (y)J

yeR" ae(O,l]

por la representacién de un conjunto difuso a partir de sus « -cortes,

p@v(x)=sup sup [ a.(uNz,(v)) (V)]

yeR" ae(01]

=sup sup [(Z -(/la Nz (v, ))(y)]

yeR" ae(O,l]

dado que (uNv) =u,Nv,,

p®v(x)=sup sup [a.(x, Nz, (v,))(y)]

yeR" zze(O,l]

= sup [a.sup[(ya Nz, (v, ))(y)ﬂ (5.23)

a<(01] yeR"
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Por otro lado, Kaufmann definié la suma de Minkowski como:

[u®v], =u, ®v,

De esta definicidn, utilizando la representacion de conjuntos difusos a partir de sus « -

cortes, se obtiene:

H®v(x)= sup [a.(u@v)a(x)}

a<(0,1]

= sup [a.(u, ®v,)(x)]

ae(0]

donde:

{1 sip, Nz, (v,) =D

(1 OV )= G4 e (v.)=2

1 sidyeX:yepu, Nz, (v,)
0 siu, Nz (v,)=2

La proposicion ye u, Nz,(v,) es equivalente a [,uaﬂrx(va)](y)zl como funcién
indicadora del conjunto. Por lo tanto:

{1 sidyeX:yeu, Nz, (v,)

(1, @V, )(x)= 0 sip,Nr(v,)=9
= sup[ (1, N7, (v,))(¥)]

A partir de lo cual se obtiene que:

u@v(x)z sup [af -(:Ua @Va)(X)]

ae(O,l]

sup [a . sup[(,ua Nz, (va))(y)ﬂ (5.24)

aE(O,l] yek"

Como consecuencia, siendo (5.23) igual a (5.24), se obtiene que ambas definiciones son

equivalentes.

Muchos autores han utilizado estas operaciones como base para definir los operadores

basicos de la MMD.

89
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5.3 Definicion de los operadores basicos de la MMD

5.3.1 Enfoque de De Baets

Bernard De Baets, Etienne Kerre y Madan Gupta publican dos importantes articulos en
1995 denominados “The fundamentals of fuzzy mathematical morphology. Part 1: Basic
Concepts” y “The fundamentals of fuzzy mathematical morphology. Part 2: Idempotence,
convexity and decomposition” en los cuales abordan un primer desarrollo teérico de los
operadores de la MMD. En dichos trabajos proponen una nueva alternativa para extender los
operadores binarios a imdagenes en niveles de gris basado en la teoria de conjuntos difusos
fundamentando dicha extensién con un profundo desarrollo tedrico que hasta el momento

autores como Di Gesu, Bandemer y Nather no habian analizado.

En primer lugar, De Baets supone que los niveles de gris de una imagen pertenecen al

intervalo [0,1]. De no ser asi, define una funcion mediante la cual realiza un cambio de escala,
definida de R en [0,1]. Dicha funcién soluciona este inconveniente proporcionando a cada

pixel de la imagen un valor entre 0 y 1. De esta forma modela una imagen en niveles de gris
como un conjunto difuso con el fin de poder aplicar la teoria de conjuntos difusos en la

definicion de los operadores morfoldgicos que seran aplicados sobre este tipo de imagenes.

Las operaciones morfolégicas que surgen de la extensidn de las operaciones morfoldgicas
binarias, que se presentan a continuacién, se denominan operaciones morfoldgicas difusas. De
Baets afirma que el adjetivo difuso no esta relacionado con la naturaleza de las imagenes. Las
imagenes en niveles de gris no son "difusas" (en el sentido formal) aunque pueden ser
borrosas, es decir no hay falta de claridad ni incertidumbre involucrados. Sélo son modeladas
como conjuntos difusos, a fin de poder aplicar las operaciones de la teoria de conjuntos

difusos.

Dos operaciones importantes sobre conjuntos difusos deben ser presentadas:

complemento (definicién 4.13) y reflexién.

Definicién 5.4: Dado un conjunto difuso 1 en R", el complemento u° de u se define

como:

w1 (x)=1-pu(x) vxeR" (5.25)
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Definicién 5.5: Dado un conjunto difuso & en R", la reflexion —u de u sobre el origen se

define como:
—u(X)=pu(-x) VxeR" (5.26)

Con estas definiciones, se esta en condiciones de definir la dilatacion difusa de la siguiente
manera: sean  y v dos conjuntos difusos, la dilatacién difusa D(y,v) de 4 por v esun
conjunto difuso dado por D(u,v)=u®(-v), donde @ representa la suma de Minkowski

definida en la ecuacidn (5.20), es decir:

D(pv)(%)= 1@ (~v)(x)
=sup min[ z(y),—v(x-y)]

yeR"
=sup min[ u(y),v(y-x)] vxeR"
yeR"

Por lo tanto, la dilatacién esta dada por la siguiente férmula:

D(u,v)(x)=supmin[ z(y),v(y-x)] vx e R" (5.27)

yeR"

La erosién difusa se define por dualidad, es decir, este operador y la dilatacion difusa son

operaciones duales (De Baets et al., 1995a), como lo son la dilatacién y la erosidn en el caso
binario. Sean x y v dos conjuntos difusos, la erosién difusa E(,u,v) de 4 por v es un

conjunto difuso dado por:

& (1) (%)= 0. ) 0 |
:1_{sup min[l—/l(Y)vV(y_ X)ﬂ

yeR"
- ;2{ max[l—(l—y(y)),l—v(y—x)}
:;QI max [ 4(y),1-v(y-x)] VxeR"

Por lo tanto, la erosién esta dada por la siguiente formula:
E(ﬂ,v)(x):igg max| u(y)1-v(y-x)]  ¥xeR" (5.28)

De esta forma quedan definidas la dilatacion difusa y la erosidn difusa por De Baets, Kerre y
Gupta. A continuacidn se presentan las definiciones de estos operadores dadas por Bloch y

Mattre.
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5.3.2 Enfoque de Bloch y Maitre

Isabelle Bloch y Henri Maitre en 1995 publicaron un trabajo denominado “Fuzzy
Mathematical Morphologies: A Comparative Study” en el cual definen los operadores
morfoldgicos difusos a partir de férmulas distintas a las dadas en la seccion 5.3.1. Estos autores

realizan un analisis riguroso de dichas formulas, las cuales se presentan en esta seccion.

Para definir los operadores morfolégicos bdsicos difusos Bloch y Maitre utilizan Ia

representacion de los conjuntos difusos a partir de sus « -cortes, dadas por las ecuaciones

(5.3)y (5.5):

p(x)=sup[a.pu,(x)] o ,u(x):J:,ua(x)da

ae(01]
Dicho desarrollo se muestra a continuacion.

De una manera similar a la reconstruccién de un conjunto difuso a partir de sus « -cortes,

un operador binario ® induce un operador difuso @ de la siguiente manera:

D(u)=], ®(u,)da (5.29)
CD(#):aSEl(JOpl][OC.CD(ﬂa )] (5.30)

El operador binario @ debe satisfacer la propiedad 5.1, es decir, dados dos conjuntos A, B

tales que AcB entonces ®(A)c ®(B).

A partir de estas ecuaciones, denominadas ecuaciones de fuzzificacion, los autores definen

la dilatacion difusa y la erosion difusa a partir de sus definiciones binarias.

En primer lugar, se analizard la primera ecuacion de fuzificacion (Ec. 5.29). Para dos
conjuntos difusos & y v, la dilatacion difusa de u por v se obtiene fuzzificando primero

sobre g y luego sobre v, o viceversa. Sean xeR" y ®:R"xR" —R" el operador binario

que induce al operador difuso CD(,u,v)zjé j; (I)(,ua,vﬂ)dﬂ da entonces la dilatacion difusa

se define:
D(.v)(X)=[ofo D(145.v.,)(x)d Bda

donde D(,uﬁ,va) es un operador binario.
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Paraun xeR" fijoyun a €[0,1] fijo, existe un S, €[0,1] tal que:

0 sif>p
D(“ﬁ’V“)(X):{l sip<p,’

Por lo tanto, sea £, un valor que cumple esta propiedad:

s D(,uﬂ,va)(x)dﬁ' =y D(,uﬂ,va)(x)dﬂ +j;0 D(,uﬂ,va)(x)dﬁ
=[;'1dp +[,0dB
=5

donde f, es el méximo valor que puede tomar S tal que Xe D(,uﬂ,va); es decir,

By = sup u(y).

ye(v, ),

Por lo tanto, la dilatacién difusa queda expresada de la siguiente manera:

D(uv)(x)=1, sup (u(y))de (5.31)

ye(v,),

Para definir la erosién difusa de dos conjuntos difusos 4 y v se parte de la dualidad de los

operadores de la siguiente manera:

La erosién difusa de g por v estd dada, entonces, por la ecuacion:

E(uv)(x)=) jnf (u(y))da (5.32)

ye(v,),
Estas definiciones garantizan que D(x,v) y E(x,v) toman valores en el intervalo [0,1].

Si se utiliza la segunda ecuacién de fuzificacion presentada anteriormente (Ec. 5.30), la

dilatacién difusa de u por v se obtiene fuzzificando sobre dichos conjuntos de la siguiente
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manera. Sean XeR" y ®:R"xR" —-R" el operador binario que induce al operador difuso

} entonces la dilatacion difusa se define:

{a. sup [ﬂ-‘b(ﬂa"’ﬂ)]

ae(O,l]

®(p,v)=sup

ae(01]

{a. sup [ﬂ'D(:uﬁ’Va)(X)]}

D(,u,v)(x) = sup
Be(0]]

ae(O,l]

donde D(,uﬂ,va) es un operador binario.
Paraun xeR" fijoyun a€[0,1] fijo, existe un S, €[0,1] tal que:
0 sif>p
D(,uﬂ,va)(x)z i )
1 sifg<p,

Por lo tanto, sea £, un valor que cumple esta propiedad:

sup [,B.D(,uﬁ,va)(X)] , sup [ﬂ'D(ﬂﬂ’Va)(X)]}

su .D vV, )(X) | =max
ﬂs(OF,)l]|:ﬁ (uﬁ )( )] {ﬁe(o,ﬂu] Be(p,1]
=max{ sup [B.1], sup [/3.0]}
Be(0.5] Be(5, 1]
= sup S
B<(0.5,]
Zﬂo

donde f, es el méximo valor que puede tomar f tal que Xe D(,uﬂ,va), es decir,

,Bo = sup ,U(y)-

ye(v, ),

Por lo tanto:

o5 (uly))

ye(v.),

D(,v)(x)= sup

ae(0,1]

Sea ye(v,), entonces v(y—X)>a. Como consecuencia, existe un a, €[0,1] tal que
con

X'

v(y-x)=a,, donde a, es el maximo valor que puede tomar a tal que ye(v,)

xeR". A partir de lo cual se puede concluir que:

94
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D))= 56 . 0 ()|

ael01] ye(v, )

_sup[v y=x)u(y)]

yeR"

Es decir, la dilatacion difusa de u por v estd dada por la ecuacion:

D(u,v)(x)=sup[v(y-x) u(y)] (5.33)

yeR"

La erosion difusa de x4 por v se obtiene a partir de su dualidad con la dilatacién de la

siguiente manera:

E(uv)(x)=[D(s ) ()]

=1-sup|v(y-x)(1-s(y))
=inf {1-[v(y- x)( )]}
=inf {1-[v(y=x)-v(y=x)u(y)]}
= inf [1-v(y- x)+v( X)u(y)]

Por lo tanto, la erosién difusa de x por v queda expresada por la siguiente ecuacién:

E(uv)(x)=inf [v(y—x) #(y)+1-v(y-x)] (5.34)

yeR"

Las ecuaciones (5.31) y (5.33) definen la dilatacion difusa y las ecuaciones (5.32) y (5.34)
definen la erosidon difusa segln el enfoque de Bloch y Maitre. En secciones posteriores se

mostrard que estas ecuaciones se pueden reducir a una Unica formula, tanto para la dilatacidn

difusa como para la erosién difusa.

5.3.3 Enfoque de Sinha y Dougherty

Sinha y Dougherty propusieron un grupo de morfologias basadas en la traslacién 7, de un
conjunto difuso v y el grado en el que cubre al conjunto difuso u, de forma andloga a la

definicién de la morfologia clasica (Bloch & Maitre, 1995).

Como se mostrd anteriormente, la resta de Minkowski afirma que X< A®B si y sdlo si

7, (B) c A, ¥xeU (Ec. 5.16). Los autores se preguntaron si se puede suavizar este requisito.
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Es decir, utilizar una medida mas flexible para indicar el grado de inclusién, el cual sera 1 para
la inclusién de conjuntos cldsicos, pero puede tener valores intermedios. Sinha y Dougherty
presentaron el llamado “indicador de inclusion” como un medio para tal medida. El indicador
de inclusion, tal como lo dice su nombre, indica el grado en el que un conjunto difuso es un

subconjunto de otro conjunto difuso.

Definicion 5.6: Si | es una funcidn sobres pares de conjuntos difusos en el intervalo [0,1],

| es unindicador de inclusidn si satisface (Bloch & Maitre, 1995; Cornelis et al., 2003):

1. I(,u,v)zl sii ucv

N

| (w,v)=0 sii {x/y(x):l}ﬂ{x/v(x)zo};t@
3. Sivev' entonces | (u,v)<1(u,v')
4. Si uc ' entonces |(u,v)=1(u'\v)

5. | esinvariante por traslaciones, es decir: |(z,v)=1 (rt (14).7, (v)) con teR"
6. 1(uv)=1 (vc,yc)

7. I(|U ,ui,v)zi_nf I (,ui,v)

ic ieQ

8. |(u,nv‘)=iigg§'(ﬂ,vi)

ieQ

9. I(,u, Uv‘)Zsupl(y,v‘)

ieQ ieQ
donde Q es un conjunto de indices.

Las notaciones ,ui y v' en las porpiedades 7, 8 y 9 se refieren a una familia de conjuntos

difusos. Se utiliza esta notacién para diferenciarla con respecto a la notacidn de los « -cortes.

Es importante destacar que Sinha y Dougherty generalizan la inclusidn binaria usando este

indicador de inclusion.

La erosién difusa se construye, a partir del indicador de inclusion, de la siguiente manera:
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E(,u,v)(x)zl(rx(v),,u) (5.35)

Su dual, la dilatacién difusa, se define como:

D(,u,v)z[l (TX (V),,uC )]c (5.36)

Existen muchos indicadores de inclusién que satisfacen las condiciones 1 a 9. Cada uno de
estos indicadores genera una morfologia difusa a partir de las ecuaciones (5.35) y (5.36). En
particular, Sinha y Dougherty propusieron el siguiente indicador de inclusién, en el cual

basaron la definicidn de los operadores basicos difusos:
1, (sv)=inf min(LA[u(x)]+A[1-v(x)]) (5.37)
donde 4 es una funcién, 4:[0,1] >[0,1], que satisface:

1. A esdecreciente

4. Llaecuacién A(x)=0 tiene una Unica solucion
5. Vae[051], A(x)=a tiene una unica solucién
6. Vxe[01], A(x)+A(1-x)=1

De acuerdo a estos indicadores de inclusidn la férmula propuesta por estos autores para la

erosion difusa queda dada por:

E(,u,v)(x): | (TX(V),,u)

= inf min(l,l[v(y— X)]+1[1‘/‘(y)])

yeRr"

(5.38)

Utilizando la propiedad de dualidad entre la erosion y la dilatacidon se obtiene la féormula

para la dilatacion difusa:
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D (uv)(x)=[ E(&v)] (%)
=[1(=(v)s)]
=1-1(z,(v), 4°)
=1-inf min(1,A[v(y—x)]+ 2[1-(1-u(y))])
=1=inf min(LA[v(y=x)]+A[(y)])

=sup max(O,l—/i[v(y— x)]—/l[y(y)])
yeR’
Por lo tanto, la dilatacidn difusa queda definida por la ecuacidn:

D(u,v)(x)=sup max(O,l—ﬂ[v(y -x)] —}t[y(y)]) (5.39)

yek"

A modo de ejemplo, sea la funcion 4:[0,1] —>[0,1] definida por A(x)=1-x, la cual

satisface las condiciones 1 a 6 pedidas anteriormente. A partir de esta funcién el indicador de
inclusién queda definido como:

I, (w,v)=inf min(l,ﬂ,[u(x)]+/1[1—v(x)])

xeR"

) ) (5.40)
= inf mm(l,l—y(x)+ v(x))

Sustituyendo en la ecuacidon (5.38) se obtiene la expresiéon para la erosion difusa y

sustituyendo en la ecuacion (5.39) se obtiene la expresidn para la dilatacidn difusa, las cuales

son (para A(x)=1-x):

E(p,v)(x)=inf min(1, u(y)-v(y-x)+1) (5.41)
D(4,v)(x) =sup max (0, #(y)+v(y-x)-1) (5.42)

yeR"

Es importante notar que dependiendo de la funcién A definida, se obtendran distintas

expresiones para los operadores.
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5.3.4 Enfoque basado en la traduccion de las formulas de Serra
en términos de la Iogica difusa

Otro enfoque para construir la MMD presentado por Block y Matitre (Bloch & Maitre, 1995),
se basa en realizar una traduccién término a término, sustituyendo todas las expresiones
clasicas en expresiones difusas equivalentes. Esto permite expresar la erosién como un grado
de inclusién y la dilatacion como un grado de interseccién (Bloch, 2009). En este modelo el
adjetivo difuso se refiere al método utilizado para desarrollar dicha extension y no a la

representacion de una imagen en niveles de gris como un conjunto difuso.

Para lograr esta extension se parte de las definiciones de la erosion y la dilatacién binarias
dadas por Serra, las cuales surgen a partir de la resta y suma de Minkowski respectivamente

(Serra, 1982).

La erosidn morfoldgica binaria de un conjunto A por otro conjunto B, donde AcU vy

B c U, se definié en la ecuacién (5.16) como:
AGB={xe Al (B)c A}

La funcién caracteristica asociada a la erosién se define:

1 si B.cA
2o (M=o & B cA (5.43)

El conjunto B, estd contenido en A siy sélo si el infimo de la funcién caracteristica de A

sobre todos los elementos del conjunto B, esigual a 1, es decir:
B.cA sii xg (Y)<xa(y) VyeU
Porlotanto, yeB, sii g (y)=1 A x.(y)=1
Entonces B, c A sii ;rgg [ za(y)]=1

El conjunto B, no estd contenido en A siy sélo si el infimo de la funcién caracteristica de

A sobre todos los elementos del conjunto B, esigual a 0, es decir:

B,CA sii inf[z,(y)]=0
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Estas dos ultimas expresiones se pueden reescribir sustituyendo y € B, por y €U cuando

se calcula el infimo, de la siguiente manera:

e B,cA sii inE[ZA(y)vyeBX]ﬂ

e B CA sii inI[ZA(y) v yeB |=0
De esta manera, la funcidn caracteristica de la erosidn se puede expresar:

X (nopy ()=t 24 (y) v y B, ] (5.44)

C
X ’

donde la expresion ye¢B,, equivalente a yeB se puede reemplazar por la funcién

caracteristica asociada:

1 si yeB°
c = 5.45
Ta: (V) {O si ye¢BS (549)
obteniendo la siguiente expresion:
X (neB) (x): Iygj [ZA(V) vV Xge (Y)J (5.46)

La ecuacion (5.46) representa la dilatacion binaria como un operador sobre las funciones

caracteristicas de los conjuntos. El paso natural para generalizar la dilatacién a la MMD es

extender las operaciones sobre funciones caracteristicas, cuyo rango es el conjunto {0,1}, a

operaciones sobre conjuntos difusos, con rango en el intervalo [0,1] .

Para obtener la expresion de la erosion difusa se reemplaza g, por u,, ¥ ,c Por u . yla
X X

disyuncién booleana v por una s-norma S (Ver Apéndice A) obteniendo de esta forma la

siguiente formula:

H (reB) (x)=inf [5(/‘/\ (y),quc (y)ﬂ (5.47)

yeU
la cual ya no toma valores en {0,1}, sino que toma valores en todo el rango [0,1].
Para concluir, se sabe que:

oty (Y)=1-1 (¥)= C(,uBX (y)) donde C es el complemento difuso estandar
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b ,Ux,x(y):/ux(y_x)

Por lo tanto, la expresién de la erosion difusa de la ecuacion (5.47) queda dada por:

# (posy ()=Inf [ 3( 1, ()¢ (225 (Y= X))) | (5.48)

yeU

Cambiando la notacidn se obtiene:

E(uv)(x)=inf[s(u(y).c(v(y-x)))] (5.49)

yeU

De forma andloga se logra extender la dilatacion morfoldgica binaria a la légica difusa,

obteniendo la dilatacidn difusa. Este procedimiento se muestra a continuacion.

La dilatacion morfoldgica binaria de un conjunto A por otro conjunto B, donde AcU vy
B c U, queda definida a partir de la suma de Minkowski como se mostrd en la ecuacién (5.15)

de la siguiente manera:
A®B={xeAlr (B)NA=D}
La funcidn caracteristica asociada a la dilatacién se define:

1 si BNA=@

z<A@B)(X)={O si B NA-Q (5.50)

La interseccién entre los conjuntos B, y A es igual al conjunto vacio si y sélo si el supremo
de la funcién caracteristica de A sobre todos los elementos del conjunto B, es igual a 0, es

decir:
B,NA=QJ sii yeB, =>y¢A VyeU

Porlotanto, yeB, sii gz, (y)=1 A z,(y)=0

Entonces B, VA= sii sup[;(A(y)]zo

yeB,

La interseccion entre los conjuntos B, y A es distinta del conjunto vacio si y sélo si el
supremo de la funcidn caracteristica de A sobre todos los elementos del conjunto B, es igual

al, es decir:
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B.NA=D sii sup| z,(y)]=1

yeBy

Estas dos Ultimas expresiones se pueden reescribir sustituyendo y € B, por y €U cuando

se calcula el supremo, de la siguiente manera:

e BNA=@ sii sup[z.(y) A yeB,]=0

yeU

e BNA=D sii sup[z,(y) A yeB,]=1

yeU

De esta manera, la funcidn caracteristica de la dilatacion se puede expresar:
7 ro) (X)=3UP[ 24 (¥) A y B, ] (5.51)

donde la expresién y € B, se puede reemplazar por la funcidn caracteristica asociada:

1 si yeB,
Xs, (y)—{o S yeB, (5.52)
obteniendo la siguiente expresion:
X (aeB) (x)=s;lEJ£)[;(A(y) N Xs, (y)] (5.53)

Similarmente a lo realizado para la erosidn difusa, esta ultima expresion sobre funciones
caracteristicas se extiende a conjuntos difusos. Para obtener la expresién de la dilatacion

difusa se reemplaza y, por u,, xs POr gy Yy la conjuncion booleana A por una t-norma t

(Ver Apéndice A) obteniendo de esta forma la siguiente férmula:

H (o) (X):SUpI:t(,uA(y)uUBX (y)):| (5.54)

yeU

Por lo tanto, la expresion de la dilatacién difusa es:

H (poB) (X)ZSUD[t(ﬂA(y)'ﬂB(y_x))] (5.55)

yeU

Cambiando la notacién se obtiene:

D(uv) (x)=sup[t(u(y).v(y-x))] (5.56)

yeU

Segmentacion en Imagenes Médicas mediante técnicas de Morfologia Matematica Difusa 102



Morfologia Matemdtica Difusa

Es importante notar que se obtienen diferentes operadores si se utilizan diferentes
t-normas, s-normas y complementos difusos. Esto ofrece gran flexibilidad a la construccién de
la Morfologia Matematica Difusa. Un estudio y comparacion de diferentes variantes sera

realizado en capitulos posteriores.

5.4 Unificacion de las definiciones de los operadores basicos

Bloch y Maitre fueron quienes destacaron la similitud de todas estas propuestas para
definir los operadores basicos de la MMD (Bloch & Maitre, 1995). Fueron capaces de unificar
todas las definiciones dadas anteriormente, tanto para la dilatacion difusa como para la
erosion difusa, en una sola expresion. Es decir, los distintos enfoques desarrollados hasta este
momento son equivalentes y se logran definir los operadores basicos de la MMD a partir de

férmulas generales.
Las férmulas presentadas anteriormente fueron las siguientes:

e Segln el enfoque de De Baets (Seccion 5.3.1 _ Ec. (5.27-5.28)):

D(u,v)(x)=supmin[ z(y),v(y-x)]

yeR"

E(uv)(x) = inf max[ u(y),1=v(y=x)]

yeR"

e Segln el enfoque de Bloch y Maitre (Seccién 5.3.2 _ Ec. (5.31-5.32-5.33-5.34)):

D(v)(x)=ls sup (u(y))der

ye(v, ),

E(uv)(x)=1s inf (s(y) de

ye(v,),

D(u,v)(x)=sup[v(y—-x).u(y)]

yeR"
E(pv)(x)=inf [v(y=x). u(y) +1-v(y-x)]
e Segln el enfoque de Sinha y Dougherty (Seccion 5.3.3 _ Ec. (5.38-5.39)):

E(u,v)(x)= inf min(l,/l[v(y— x):|+/1[1—,u(y)})
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D(v)(x) =supmax(0,1-2[v(y=x)] - 2 u(y)])

e Segln el enfoque basado en la traduccién de las férmulas de Serra en términos de

la |6gica difusa (Seccién 5.3.4 _ Ec. (5.49-5.56)):

E(uv) (x)=inf[s(u(y).c(v(y-x)))]

yeU

D(s,v) (x)=sup[t(u(y).v(y~x))]

yeU

Bloch y Maitre proponen unificar los operadores bdsicos de la MMD a partir de la dltima

ecuacion (Bloch & Maitre, 1995):

D(uv)(x)=sup t(s(y).v(y=x))] (5.57)

yeU

E(uv)(x)=inf [s(,u(y),c(v(y—x)))] (5.58)

yeU

donde t[a,b] es una t-norma, s[a,b] es unas-normay c(a) es el complemento difuso.

A partir de estas expresiones se pueden obtener facilmente las ecuaciones dadas en las
secciones anteriores, mediante una simple especializaciéon de la t-norma, la s-norma y el

complemento difuso.

Si se utiliza la t-norma estandar dada por t(a,b)=min(a,b), su respectiva s-norma dada
por s(a,b)=max(a,b) y el complemento difuso estandar dado por c(a)=1-a, se obtienen

las formulas presentadas en la seccién 5.3.1 (De Baets):

D(41,v)(x) =sup [t((y).v(y ~x))]

yeU

=sup [min(y(y),‘/(y_ X))]

yeU

E (s )(x)=inf [s(u(y).c(v(y-x)))]

=inf [ max(u(y)1-v(y-x))]
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Si se utiliza la t-norma producto algebraico dada por t(a,b)zab, su respectiva s-norma

dada por s(a,b)=a+b—ab y el complemento difuso estandar, se obtienen las férmulas

dadas por las ecuaciones (5.33) y (5.34), presentadas en la seccion 5.3.2 (Bloch y Matitre):

D(uv)(x)=sup[t(u(y).v(y-x))]

yeU

=sup [(y)-v(y-x)]

E () (x)=inf [ s(u(y).e(v(y-x)))]
=inf [ u(y)+1-v(y=x) = u(y).(L-v(y~x))]
—inf [(y)+1-v(y=x)- u(

(v)

yeU
=inf [ u(y).v(y-x)+1-v(y-x)]

yeU

Si se utiliza la t-norma dada por la ecuacién t(a,b)= max[O,l—/i(x)—/l(y)], su respectiva

s-norma dada por s(a,b)=min[1,l(1—x)+/1(l— y)] y el complemento difuso estdndar, se

obtienen las fdrmulas dadas por las ecuaciones (5.38) y (5.39), presentadas en la seccion 5.3.4

(Sinha y Dougherty):

D (uv)(x)=sup t(u(y).v(y =)
=sup max[ 0,1-A(u(y)) = A(v(y-x))]
E(,u,v)(x)z inf [s(,u(y),c(v(y—x)))]

=inf min [1 A(1- #(y))+/1(v(y—X))]

yeU

Resta analizar si las ecuaciones (5.31) y (5.32), dadas en la seccién 5.3.2, se pueden

relacionar con alguna de las férmulas mencionadas anteriormente. Con este objetivo, se

define la funcion:

|(v.u) =] inf (u(y))de (5.59)

yev,

Dicha funcidn es un indicador de inclusién que satisface las propiedades 2, 3,4, 5, 6 y 9 de
la definicidn 5.1, la propiedad 1 la satisface de una manera débil y, por ultimo, con respecto a

las propiedades 7 y 8 sélo cumple una desigualdad (Bloch & Maitre, 1995).
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Mediante este indicador de inclusidon se logran representar estas ultimas ecuaciones,

usando las definiciones dadas por Sinha y Dougherty, de la siguiente manera:

£ (1) ()= 1 (5, ()o8)
5 ot )
D(,u,v)z[l (z’x (v),yc)}c

=1t sup (u(y))da

ye(v.),

Las siguientes tablas, Tabla 5.4 y 5.5, resumen las formulas presentadas hasta este

momento.
Tabla 5.4: t-normas y s-normas
t-norma: t(a,b) s-norma: s(a,b)
Estandar min(a,b) Estandar max(a,b)
Algebraica ab Algebraica a+b-ab
t, max[0,1- A(x) - A(y)] S, min[1LA(1-x)+A(1-y)]
Tabla 5.5: Férmulas para la dilatacidn difusa y la erosién difusa.
Autor Dilatacién Difusa: D(x,v)(X) Erosion Difusa: E(z,v)(x)
t Formula S Formula
De Baets Estandar ?gﬂf min[,u(y),v(y—x)] Estandar ;Qf max [,u(y),l—v(y - X)]
Jo sup (x(y)) de Jo jnf (u(y))de
?\;c;?thrg Algebraica ?g}q[v(y—x).y(y):l Algebraica ;gf [V(y—x).y(y)+1—v(y—x)]
sup[t(su(y).v(y=x))] inf [s(u(y).c(v(y-x)))]
Sinhay --- [' (Tx (V)v,uc )T - | (Tx (V),,U)
Dou-
gherty t, sup max (0,1-A[v(y—x)]-2[ #(y)]) s, inf min (1, A[v (y=x)]+ A[1- u(y)])

Por lo tanto, todas las férmulas desarrolladas en las secciones anteriores, tanto para la
dilatacion difusa como para la erosion difusa, quedan resumidas en las ecuaciones (5.57) y

(5.58) dadas por Bloch y Maitre variando la t-norma, su respectiva s-norma y el complemento
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difuso. Esta forma de definir los operadores basicos difusos dio un importante cambio en el

paradigma de la MMD, la cual en parte se ha convertido en un problema de disefio.

Las formulas (5.57) y (5.58) definen la forma mas general de la MMD, y las formas
especificas se obtienen bajo diferentes elecciones para la t-norma, la s-norma y el

complemento difuso. Estas ecuaciones serdn las utilizadas en los préximos capitulos.

5.5 Operadores y filtros de la MMD

Los operadores y filtros de la MMD se definen de manera analoga a como se definieron los
operadores y filtros de la MM, cambiando la dilatacién y la erosién de la MM por la dilatacién y

la erosion difusa.

Para las siguientes definiciones sean 4 y v dos conjuntos difusos, donde el primero

corresponde a una imagen en niveles de gris y el segundo corresponde al elemento
estructurante. Es importante destacar que en la seccidén 3.2 del capitulo 3 se definieron las
imagenes en niveles de gris de forma tal que la intensidad del nivel de gris en cada pixel es un

valor entero entre 0 y 255. Por lo tanto, es necesario generar una funcidon que cambie la escala
de estas imagenes, llevandolas al rango [0,1], para estar en condiciones de aplicar los
operadores de la MMD. A este proceso de cambio de escala de lo denomina “fuzzificacion”,
mientras que al proceso inverso se lo denomina “desfuzzificacion”. En el desarrollo de esta

tesis la funcién de fuzzificacion g:{0,1,2,...,255} —[0,1] utilizada es:

g(X)=E (5.60)

Es importante destacar que este proceso no convierte a la imagen en una representacion
difusa de un objeto, sino que modela a una imagen en niveles de gris como un conjunto difuso

con el fin de poder aplicar la teoria de conjuntos difusos.

El proceso inverso mediante el cual las intensidades de los niveles de gris de una imagen,

pertenecientes al intervalo [0,1], son llevados al conjunto {0,1,2,...,255} se define a partir de

la funcién h:[0,1] - {0,1,2,...,255} dada por:

h(x)=[255.x] (5.61)
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donde [.]:R —Z representa la funcién parte entera, es decir, [a] es el nimero entero més

cercanoa a con aeR.
A modo de ejemplo se presenta la definicién de la apertura morfoldgica difusa.

Definicion 5.7: La apertura morfoldgica difusa de g por v estd dada por la siguiente

ecuacion:

7(y,v)=D(E(,u,v),v) (5.62)

Como se puede observar esta definicion es equivalente a la definicién de la apertura
morfoldgica clasica dada por la ecuacién (3.31) de la seccidén 3.6.2 del capitulo 3, con la

diferencia de que en este caso se utilizan los operadores basicos difusos.

De forma andloga se pueden definir el cierre difuso, los filtros secuenciales alternados

difusos, los gradientes difusos y la transformada Top-Hat difusa.
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Capitulo 6

Resultados: Morfologia Matemadtica Compensatoria

La Logica Difusa es un modelo légico multivalente basado en la teoria de conjuntos difusos,
considerada una extension de la Ldgica Booleana. Dentro de esta teoria se encuentra la Légica
Difusa Compensatoria la cual renuncia a varios axiomas cldsicos para lograr un sistema
multivalente idempotente y sensible. Se la caracteriza como “sensible” dado que permite la
compensacion de los predicados. Esta ldgica esta formada por medio de una cuarteta de

operadores continuos llamados conjuncién, disyuncion, orden y negacién.

El esquema de este capitulo se detalla a continuacién. En la seccién 6.1 se introduce la
Légica Difusa Compensatoria para luego, en la seccién 6.2, presentar su definicién. En la
seccion 6.3 se presenta una nueva Légica Compensatoria basada en nuevos operadores
conjuncién y disyuncién distintos a los conocidos en la bibliografia hasta el momento, y se
demuestra que satisfacen los axiomas requeridos para generar este modelo. En la seccién 6.4,
se realiza una comparacion grafica entre dichos operadores. En la seccidon 6.5 se analiza la
relacion entre esta nueva ldgica y la Logica Booleana. A modo de ejemplo, en la seccién 6.6, se
presenta una aplicacion a la toma de decisiones. Se comparan los resultados obtenidos con
aquellos que surgen de la aplicacién de los operadores definidos a partir de la media
geomeétrica y su dual, que son los existentes en la literatura. En la seccidén 6.7 se presenta una
nueva morfologia matematica denominada Morfologia Matematica Compensatoria,
definiendo los operadores basicos a partir de los operadores conjuncién y disyuncién de la
Légica Difusa Compensatoria. Por ultimo, en la seccién 6.8, se realiza una discusién de los

resultados obtenidos.

6.1 Introduccion

La vaguedad vy la incertidumbre son los objetos del modelado de la Légica Difusa (LD). Una
propiedad esencial de esta logica es el “principio de gradualidad” el cual afirma que una
proposicién puede ser verdadera y falsa a la vez, siempre que se le asigne un grado de verdad

y de falsedad.
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Una manera de implementar este principio es definiendo una légica donde los operadores

de conjuncion, disyuncion, orden y negacion son funciones definidas sobre un conjunto X,

conjunto de valores de verdad de los predicados, en el intervalo [O,l], tales que al restringirlos
al dominio {0,1} se obtienen los predicados de la Ldgica Booleana (LB). Es decir, la LD se

considera una extensién de la LB y las distintas formas en las que se extienden los operadores
y sus propiedades determinan distintas légicas que forman parte del paradigma de la LD.
(Dubois & Prade, 1985; Dubois & Prade, 1980; Zadeh, 1988; Zadeh, 1965; Buckley & Eslami,
2002)

La Légica Difusa Compensatoria (LDC) es un modelo Iégico multivalente que renuncia a
varios axiomas cldsicos para lograr un sistema idempotente y “sensible”, al permitir la
“compensacién” de los predicados. En la LD el valor de verdad de la conjuncién es menor o
igual a todas las componentes, mientras que el valor de verdad de la disyuncién es mayor o
igual a todas las componentes. La renuncia de estas restricciones constituye la idea basica de
la LDC. Un crecimiento o decrecimiento en el valor de verdad de la conjuncién o disyuncién
como resultado de un cambio en el valor de verdad de alguna componente, puede ser
compensado por el crecimiento o decrecimiento en otra componente. Esta nocidn hace que
sea una légica sensible. Existen casos en los que la compensacidén no es posible. Esto ocurre
cuando son violados ciertos umbrales y existe un veto que impide la compensacion (Espin
Andrade & Mazcorro Téllez, 2007; Espin Andrade et al., 2004). Todos estos conceptos se

analizan en detalle en las siguientes secciones.

A continuacidn se define la cuarteta de operadores que generan a la LDC (Espin Andrade &

Fernandez Gonzalez, 2009; Espin Andrade et al., 2006).

6.2 Logica Difusa Compensatoria
Una Légica Difusa Compensatoria esta formada por una cuarteta de operadores continuos
(C,D,O,N) que satisfacen el grupo de axiomas que se muestran a continuacion (Espin

Andrade & Fernandez Gonzalez, 2009). Los operadores reciben los nombres de conjuncién,

disyuncién, orden estricto difuso y negacidn respectivamente y se definen de la siguiente
manera: C:[0,1]' >[01], D:[01]' —»[0,1], O:[01] x[01] »[01] y N:[0,1]—>[0,1].

Sean X=(X1,X2,...,Xn), y=(yl,y2,...,yn) y Z:(Zl,Zz,...,Zn) elementos cualesquiera del
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. n . .
producto cartesiano [0,1] , los operadores que forman la cuarteta cumplen los siguientes

axiomas:
a. Axioma de compensacion: min (X, X,,..., %, ) SC (X, Xp,-+-, X, ) S MaX (X, Xy, X, )
b. Axioma de conmutatividad: C(xi,xz,...,xi,...,x.,...,xn)zc(xl,xz,...,xj,...,xi,...,xn)

c. Axioma de crecimiento estricto: Si X, =VY,, X, =VY,, «., X1 =VYiqs X1 = Yiers s X, =Y, 50N

distintos de ceroy X, > y; entonces C(X,X,,....%,)>C (Y1, Y50--1 ¥y)
d. Axioma de veto: Si x; =0 para algun i, 1<i<n entonces C(X,X,,...,X,)=0
e. Axioma de reciprocidad difusa: O(X,y)=N [O(y,x)]

f. Axioma de transitividad difusa: Si  O(x,y)>05 'y O(y,z)=05 entonces

O(x,z)zmax{o(x, y),O(y,z)}
g. Leyes de De Morgan: N[C(Xl,xz,...,xn)]z D(N (%), N(%),..., N(Xn))

N|:D(x1,x2,...,xn):|=C(N(xl),N(xz),...,N(xn))

El axioma de compensacién es el mas importante y es el que da nombre a esta estructura
diferenciandolo de la forma general de la LD (Espin Andrade & Ferndndez Gonzdlez, 2009). La
definicién original de la LDC, denominada Ldgica Difusa Compensatoria basada en la media
geométrica (LDCMG), se basa en la utilizacion de la media geométrica y su dual en la definicion
de los operadores conjuncién y disyuncion. Las ecuaciones (6.1) a (6.4) que se presentan a

continuacién definen dicha légica.

La cuarteta (C,,D,,0,,N,) es definida por medio de la media geométrica y su dual como

operadores conjuntivo y disyuntivo (Espin Andrade & Fernandez Gonzalez, 2009):
Cu(Xy Xgreeen X ) = (XKoo Xy )0 (6.1)

Dy (X, Xy %y ) =1=[ (1= %). (1= %, ). (1= %, ) ] (6.2)
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junto al orden:

O [ (XXX, )s (Vs Va0 ¥a ) [ =05[ C (X0 %X ) =Cy (V1 Voo ¥, ) |+05 (6.3)
y a negacién:
N, (% )=1-x (6.4)
constituyen una LDC.

Hasta este momento ésta era la Unica cuarteta, presentada en la bibliografia, que satisfacia
los axiomas requeridos para definir este tipo de ldgica. En la siguiente seccidn se presenta una
nueva cuarteta y se muestra que los axiomas se cumplen para estos nuevos operadores

creando de esta forma una nueva LDC.

6.3 Logica Difusa Compensatoria basada en la media
aritmética

Sean X=(X,%,,..s%), Y=Y, Yar--s¥n) ¥V 2=(Z.2,,-..,2,) elementos cualesquiera del

producto cartesiano [O,l]n. Se define una cuarteta de operadores continuos (C,,D,,0,,N,)

de la siguiente manera:

El operador conjuncién C, se define como C, :[0,1]n —>[0,1] :

Co (X4, Xy reens Xy ) =| MUN (X, Xy 000, X, ). 22— (6.5)

D, (X, Xyse- -, %, ) =1=| min(1=x,1-X,,...,1- X, ). ==2—r (6.6)
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El operador orden O, se define como OZ:[O,l]nx[O,l]n—>[O,l] (Espin Andrade &

Fernandez Gonzalez, 2009):

O,[ (XXX, )s (Vi Yoo Ya ) | =0.5] Cy (%, X0 %, ) = Co (Y1 Voo V) | +05 (6.7)

El operador negacién N, se define como N,:[0,1]—[0,1] (Espin Andrade & Fernandez

Gonzélez, 2009):
N, (x)=1-x (6.8)

Cabe destacar que los operadores definidos en las ecuaciones (6.7) y (6.8) son los mismos

gue los utilizados en las ecuaciones (6.3) y (6.4) de la LDCMG.

A continuacidn se demuestra que los operadores enunciados anteriormente satisfacen los

axiomas requeridos para formar una nueva LDC.

n
2%
i=1

a. Axioma de compensacion: Se sabe que min(Xx;,X,,...,X, )<~

. Multiplicando ambos
n

miembros por min(xl,xz,...,xn) se obtiene:

n

X

|:min(x1,X2,...,xn)J2 gmin(xl,xz,...,xn). i:1n

Dado que la raiz cuadrada es una funcion mondétonamente creciente:

n 2
D%
min (X, X,,..., X, ) < min(xl,xz,...,xn).ile =C, (X, X000 Xy ).
2%
De forma analoga, se sabe que i:1T£max()(1,xz,...,xn). Multiplicando ambos miembros

por mMin(X,,%,,...,X,) se obtiene:

anxi

min(xl,xz,...,xn).‘leSmin(><1,x2,...,xn).max(xl,xz,...,xn)s[max(xl,xz,...,xn)]z.
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anxi 2
Por lo tanto: C,(X,,%,,..., %, )= min(xl,xz,...,xn).‘le <max (X, X1 Xy ) -

De esta manera queda demostrado el axioma de compensacién.

b. Axioma de conmutatividad: Trivial.

c. Axioma de crecimiento estricto: Sean X=(X,,%,,...,X,), Y =(¥1, Yor-- 0 yn)e[O,l]n tales
que X,y;#0 Vi=l..,n, x=y, Vi=Ll...h-1h+1...,n y x,>YVy,. Por lo tanto,
anxi>zn:yi , min(x)>min(y)>0 y %>0. Como consecuencia, se tiene que:
i=1 i=1

n

Zn‘,xi Z Y, 2V

min(x).~=—>min(x).~=—>min(y).-~—. Dado que la raiz cuadrada es una funcién
n

n n
1 1
n 2 n 2
2% Y
mondtonamente creciente, se obtiene que: min(x).L > min(y).L . Luego,
n n

Co (X1 Xgre e %y ) > Co (Y Yarea s Vi) -

d. Axioma de veto: Sea x:(xl,xz,...,xn)e[O,l]n. Si x, =0 para algin i, 1<i<n entonces

min(x,,X,,...,X,) =0, luego:

N
E]
N

Co(Xyu Xgueee Xy ) = | MIN (X, Xp 000, X, ) 2—
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e. Axioma de reciprocidad difusa: Sean X =(X,%y,.... %), Y =(Y1, Yp1-- Yo ) € [0,1]n :

N, [0, (y.x)]=N,[05(C,(y)-C,(x))+0.5]
(¥)=C.(x))

C,(y) X))+ 0.5}

f. Axioma de transitividad difusa: Sean X=(X1,X2,...,Xn),y=(yl,yz,...,yn)e[O,l]n. Por

hipétesis:
0,(x,y)=0.5[C,(x)-C,(y)]+0.5>0.5=0.5[ C,(x)-C,(y)]|=0
0,(y,2)=05[C,(y)-C,(z)]+05205=>05[C,(y)-C,(z) |20

0,(x,2)=05[C,(x)-C,(2)]+05
=05[C,(X)-C,(y)+C,(y)-C,(2)]+05
=05[C,(x)-C,(y)]+05[C,(y)-C,(z)]+0.5

Si max{O2 (%,¥),0,(y, z)} =0, (x,y) entonces:

0,(x,2)=05[C,(x)-C,(y)]+05+05[C,(y)-C,(z)]=0,(x,y)

=0,(x,y) >0

Si max{OZ (% ¥),0,(y, z)} =0, (y,z) entonces:

0,(x,2)=0.5[C,(x)~C,(y)]+0.5[C,(y)-C,(2)]+0520,(y.2)

=0,(y.2)
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g. Leyes de De Morgan:

>1-(1-x)
D, (N, (%), Ny (%) Ny (%)) =1= min(1-(1-%,),1- (1= %, ),....1= (1=, )).-= -
ixi %
=1-| min(x, X,,... xn).':ln

>(1-x%) :
N, [D, (%X, %, ) | =1=41=| min((1-%,),(1=X,),....(1= X, )).=2 -
$-x)|
= min((l—xl),(l—xz),...,(l—xn)).':lT

=Ca (N ()N ()N ()

Queda demostrado que la cuarteta de operadores formada por la conjuncién vy la
disyuncién propuestas junto al orden y la negacidn constituyen una nueva LDC, la cual sera
denominada Ldgica Difusa Compensatoria basada en la media aritmética (LDCMA). Es
importante destacar que la media aritmética satisface todos los axiomas excepto el de veto. Es
por esto que surge la necesidad de incorporar el minimo en las férmulas de conjuncién y
disyuncién, ya que combinando la media aritmética con el minimo se logra, entonces, que se

satisfaga dicho axioma sin que se pierdan las otras propiedades.

A partir de estas demostraciones se puede afirmar que los axiomas de reciprocidad difusa y
de transitividad difusa son independientes de la conjuncidn utilizada, dependiendo

Unicamente de las férmulas del orden y negacion.

La implicaciéon puede ser definida de dos maneras distintas (Espin Andrade et al., 2002;

Zadeh, 1974):
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l,(x,y)=D(N(x),y) (6.9)

(% y)=D(N(x),C(x,y)) (6.10)

De este modo se generalizan las tablas de verdad de la |dgica booleana de dos maneras

diferentes (Espin Andrade & Fernandez Gonzalez, 2009).

Los cuantificadores universal y existencial deben ser introducidos de manera natural a
partir de los operadores conjuncion y disyuncién dados anteriormente obteniendo las
siguientes expresiones para el caso de U numerable (Espin Andrade & Fernandez Gonzélez,

2009; Valdés et al., 2010):

v p(x)=C,{p(x):xeU}=| min(p(x)).2L— (6.11)

1-p(x %
3 p(x)=D,{p(x):xeU}=1- rlliun(l— p(x))gu(—np()) (6.12)

donde p:U —>[0,1] es la funcién que le asigna a cada predicado X en el dominio U un valor

de verdad.

A través del cdlculo integral se pueden definir los cuantificadores para el caso continuo.

Para valores de p(x) distintos de cero se tiene que:

[ p(x)dx :
3, PO = min(p(x))- 25— (6.13)
| [1-p(x) |dx :
30| mp(a- () L2 ar

| dx

xeU

En caso contrario, cuando p(X) =0 las ecuaciones (6.13) y (6.14) son iguales a 0.
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6.4 Comparacion grdfica de los operadores

En esta seccidn se presentan graficamente las operaciones conjuncién y disyuncion de

ambas logicas, la LDCMG y la LDCMA.

En las Figuras 6.1 y 6.2 se muestran las graficas de las conjunciones de la LDCMG y de la
LDCMA, respectivamente, en distintas perspectivas con el fin de visualizar las diferencias. Se
puede observar que la conjuncidn de la LDCMA muestra un pliegue, es decir, un pico que
comienza en el punto (0,0,0) y culmina en el punto (1,1,1); mientras que la conjuncién de la
LDCMG presenta una curvatura mds suave. En la Figura 6.3 se muestra la grafica de la

diferencia entre dichas conjunciones.

En las Figuras 6.4 y 6.5 se muestran las graficas de las disyunciones de la LDCMG vy de la

LDCMA, respectivamente, en distintas perspectivas. Al igual que ocurre con la conjuncién, la

disyuncién de la LDCMA muestra un pliegue que comienza en el punto (1,1,1) y termina en el
punto (0,0,0). En cambio la disyuncidon de la LDCMG muestra una curvatura suave, sin

cambios bruscos. En la Figura 6.6 se muestra la grafica de la diferencia entre dichas

disyunciones.

Los pliegues o picos que presentan tanto la conjuncién como la disyuncién de la LDCMA son
consecuencia de la incorporacién del minimo en sus respectivas formulas. Cabe recordar que
surge la necesidad de afiadir el minimo en dichas ecuaciones para que el axioma de veto se

satisfaga.
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Conjuncion LOCMG Conjuncion LDCMG

Conjuncion LOCMG

Figura 6.1: Grafico de la conjuncién de la LDCMG en distintas perspectivas.
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Conjuncién LDCMA Conjuncién LDCMA

Conjuncién LDCMA Conjuncién LDCMA

Figura 6.2: Grafico de la conjuncién de la LDCMA en distintas perspectivas.

Diferencia Conjunciones

i,

Figura 6.3: Grafico de la diferencia entre las conjunciones de la LDCMG y la LDCMA.
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Disyuncién LDCMG Disyuncién LDCMG
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Figura 6.4: Grafico de la disyuncidn de la LDCMG en distintas perspectivas.
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Disyuncion LOCMA Disyuncion LDCMA

Figura 6.5: Grafico de la conjuncién de la LDCMA en distintas perspectivas.

Diferencia Disyunciones

T

a2 01

Figura 6.6: Grafico de la diferencia entre las disyunciones de la LDCMG y la LDCMA.
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6.5 Relacion entre la Logica Difusa Compensatoria propuesta
y la Logica Booleana

Las férmulas del Calculo Proposicional de la Ldgica Difusa Compensatoria (CPLDC) son

funciones de los operadores C, D, O y N . Consecuentemente con la definicién dada por la

expresion (6.13), cualquier funcién f :[O,l]n —[0,1] del CPLDC se considera validasi f(x)>0

1
2

[ p(x)dx 1
para cualquier elemento del dominioy rQLn(p(x))@W >E.

xeU

De acuerdo con el Célculo de Predicados introducido a través de las definiciones de los
cuantificadores, se satisface el Teorema de Compatibilidad con la Légica Booleana. Dicho
teorema afirma que las férmulas validas del CPLDC son exactamente las del Calculo
Proposicional Booleano (CPB) para cualesquiera de las dos selecciones del operador

implicacién (1, o 1,).

Para demostrarlo se escogid el sistema de Kleene (Kleene, 1952) y fueron calculados los

valores de verdad de los axiomas para ambas implicaciones.

Los axiomas del sistema de Kleene se presentan a continuacion:

Axiomal: f A—(B—A)
Axioma 2: | (A— B)—)[(A—)(B —>C))—>(A—>C)]
Axioma 3: |-A—>(B—>A/\ B)

Axioma4: f AAB—>A AAB—B

Axiomas: f A>AvB  B—AVB
Axioma 6: | (A—>C)—[(B—C)—(AvB—C)]
Axioma 7: |-(A—>B)—>[(A—)—|B)—>—|A]

Axioma 8: |— —(=A)>A
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Los valores obtenidos para la implicacion |, se presentan en la Tabla 6.1.

Tabla 6.1: Valores obtenidos para la implicacién |,

Axioma 1 Axioma 2 Axioma 3 Axioma 4 Axioma 5 Axioma 6 Axioma 7 Axioma 8

0.5469 0.4865 0.5316 0.5475 0.5466 0.5085 0.5141 0.5774

El valor hallado para el axioma 2 es menor a 0.5. Como consecuencia, no se satisface el
teorema. Sin embargo, esta implicaciéon I, no es recomendable porque sus propiedades

limitan su sensibilidad, lo cual no depende de los operadores seleccionados (Espin Andrade et
al., 2006; Zadeh, 1974). Es aconsejable trabajar con la segunda implicacidn, la generalizacion

de Zadeh, para la cual se obtuvieron los valores que se muestran en la Tabla 6.2.

Tabla 6.2: Valores obtenidos para la implicacién 1,

Axioma 1 Axioma 2 Axioma 3 Axioma 4 Axioma 5 Axioma 6 Axioma 7 Axioma 8

0.5552 0.5185 0.5540 0.5361 0.5471 0.5136 0.5152 0.5774

Todos los valores de verdad obtenidos al utilizar la implicacién |, son mayores que 0.5, por

lo tanto las formulas validas del CPB son formulas validas del CPLDC.

Para completar la demostracion basta probar que las férmulas que no son validas en el CPB

tampoco lo son en el CPLDC. Esto es cierto dado que si una férmula no es valida en el CPB

existird un X e[O,l]n que cumple f(x)=0, lo cual es cero por definicion.

6.6 Ejemplo ilustrativo: Competitividad de empresas

La LDC ha sido utilizada en diversos problemas de toma de decisiones. Espin Andrade y
Fernandez Gonzdlez en su trabajo denominado “La Légica Difusa Compensatoria: Una
plataforma para el razonamiento del conocimiento en un ambiente de decision multicriterio”
(Espin Andrade & Fernandez Gonzalez, 2009) desarrollan un ejemplo de competitividad de
empresas, el cual se ha tomado en este trabajo y desarrollado utilizando los operadores

presentados anteriormente para realizar un estudio comparativo entre ambas LDC.
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El modelo ordena un conjunto de empresas con respecto a una linea de productos en un
mercado competitivo. A continuacion aparecen las formulaciones verbales y su traduccion al

lenguaje del Calculo de Predicados:

Una empresa es competitiva en una linea de productos en un mercado dado si 1) la
economia de la empresa es sélida, 2) su posicidn tecnoldgica es de avanzada y 3) es muy fuerte

en la linea de productos en el mercado de referencia.

1) Una empresa es econdmicamente sdlida si tiene un buen estado financiero y buenas
ventas. Si el estado financiero fuera algo malo debe ser compensado con muy buenas

ventas.

2) Una empresa tiene una posicion tecnolégica de avanzada si su tecnologia actual es
buena y ademas es duefia de patentes, o tiene productos en investigacién desarrollo, o
dedica cantidades importantes de dinero a esta actividad. Si su tecnologia es algo
atrasada, entonces debe tener muchas patentes, o muchos productos en investigacién

desarrollo, o dedica cantidades muy importantes de recursos a esta actividad.

3) Una empresa es fuerte en una linea de productos si tiene fortaleza en el mercado, tiene

una linea variada de productos y es independiente del proveedor.

El modelo que representa esta situacion es el siguiente predicado compuesto:

C(x)=s(X)AT(x)Al?(x)

donde:

Los significados de los predicados se muestran en la Tabla 6.3.
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C(x): La empresa
s(x): La empresa
T(x): La empresa
[(x): La empresa
f(x): La empresa
v(x): La empresa
t(x): La empresa
p(x): La empresa

i(x): La empresa
d(x): La empresa
m(x): La empresa
vI(x): La empresa
ip(x): La empresa

Tabla 6.3: Significado de los predicados

X es competitiva

X tiene una economia sdlida

X tiene una posicidn tecnoldgica de avanzada

X es fuerte en la linea de productos

X tiene un buen estado financiero

X tiene buenas ventas

X tiene actualmente una buena tecnologia

X es duefia de patentes

X tiene productos en investigacion desarrollo

X dedica importantes cantidades de dinero a la investigacion desarrollo

X tiene fortaleza en el mercado

X tiene una linea variada de productos

X es independiente del proveedor

A continuacion se presentan las evaluaciones de cuatro empresas (A, A,, A, y A,)enun

mercado de adhesivos tisulares de un pais de América Latina. La implicacidn utilizada en los

célculos fue |, dado que tiene un mejor comportamiento.

En la Tabla 6.4 se presentan los valores obtenidos a partir de los operadores

compensatorios definidos a partir de la media geométrica y su dual. En la Tabla 6.5 se

presentan los valores obtenidos a partir de los operadores propuestos en este trabajo.
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Tabla 6.4: Valores obtenidos a partir de la LDCBMG.

f v t p i d ip | vl m s T I 12 c
A |05 |047 |03]|093|081|061]|06|023]| 0.1 |05002]| 05159 | 0.2399 | 0.0575 | 0.2458
A, | 06 | 063 | 0.5 | 0.41 1 095 | 0.8 | 0.77 | 0.4 | 0.6107 | 0.6816 | 0.6269 | 0.3930 | 0.5469
A, | 091|075 | 0.7 | 0.62 | 0.55 0 1 0.92 | 0.8 | 0.8122 | 0.5837 | 0.9029 | 0.8152 | 0.7284
A, 0 099 | 0.8 | 0.81 | 0.79 0.7 0.5 | 0.39 1 0 0.7626 | 0.5799 | 0.3363 0

Tabla 6.5: Valores obtenidos a partir de la LDCBMA.

f v t p [ d ip | vl m S T [ I? C
A |05 ]|047 | 03]093|081|061|06|023]| 0.1 | 06545 | 0.5672 | 0.3141 | 0.0987 | 0.3515
A, | 0.6 | 06305041 1 095 | 0.8 | 0.77 | 0.4 | 0.7481 | 0.7311 | 0.6404 | 0.4101 | 0.6369
A, | 091|075 | 0.7 | 062 | 0.55 0 1 0.92 | 0.8 | 0.8680 | 0.6339 | 0.8985 | 0.8073 | 0.7873
A, 0 099 | 0.8 | 0.81 | 0.79 0.7 0.5 | 0.39 1 0 0.8001 | 0.6263 | 0.3923 0

A partir de estos resultados se puede concluir para ambas tablas que:

e Todos los valores del predicado C se encuentran entre el minimo y el maximo de los

valores de verdad de los predicados s, T y |I? de acuerdo con el cumplimiento del axioma de

compensacion.

e Elvalor del predicado C para la empresa A, es cero debido al valor del predicado s,

el cual se obtiene del predicado basico f . Esto es debido al axioma de veto.

e Enlaempresa A, el predicado d es cero, pero el valor del predicado C no lo es. Esto

se debe a que d forma parte de una disyuncion dentro del predicado T .

Tanto para los operadores compensatorios definidos a partir de la media geométrica y su
dual, como para los operadores propuestos en este trabajo, la conclusién es la misma. El
orden de las empresas en funcién de la competitividad es A;, A,, A y A,. Ademas se puede
concluir que las empresas A, y A, son competitivas debido a que su valor de competitividad
es mayor a 0.5; mientras que las empresas A y A, no lo son dado que su competitividad es

menor a 0.5.
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Por lo tanto, si bien los valores obtenidos para los nuevos operadores son mayores, las
conclusiones a las que se arriba son las mismas que las obtenidas utilizando los operadores

conocidos en la bibliografia hasta este momento.

Es importante destacar que en este ejemplo no se analiza si la aplicacién de la nueva
LDCMA tiene un desempefio superior a la aplicacion de la LDCMG. Otros estudios se han
realizado para comparar dichas légicas en el campo de la Morfologia Matemdtica Difusa, los

cuales se presentan en el siguiente capitulo.

6.7 Morfologia Matemadtica Compensatoria

En esta seccion se presenta una nueva Morfologia Matematica denominada Morfologia
Matematica Compensatoria (MMC). Dicha morfologia es un caso particular de la MMD ya que
surge de reemplazar la t-norma y la s-norma usadas en las definiciones de dilatacion y erosion
difusas por la conjuncion y la disyuncién de la LDC. Esto es posible dado que la t-norma y la
s-norma son una conjuncidn y una disyuncion, respectivamente, con restricciones adicionales y

dado que la conjuncién y la disyuncién de la LDC son conmutativas (ver Apéndice A).

En la seccién 5.4 del capitulo 5 los operadores basicos de la MMD quedaron definidos por
las ecuaciones (5.57) y (5.58) de la siguiente manera:

D(uv)(x)=sup t(u(y).v(y=x))]

yeU

E(uv)(x)=inf [ s(u(y).c(v(y-x)))]

yeU

Sustituyendo la t-norma y la s-norma por la conjuncidon y la disyuncidén de la LDC,
respectivamente, se obtienen los operadores dilatacién y erosidon de la nueva morfologia
matematica llamada MMC:

D(u,v)(x)=sup| C(u(y)v(y-x))] (6.15)

yeU

E(uv)(x)=inf [D(,u(y),c(v(y—x)))] (6.16)

yeU

Dichos operadores serdn denominados dilatacion compensatoria y erosién compensatoria,

respectivamente.
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A partir de estos operadores se pueden definir otros mas complejos como, por ejemplo, la
apertura y el cierre compensatorios como asi también los distintos gradientes al igual que se

realizé en la seccion 5.5 del capitulo 5.

6.8 Discusion

Se presentd una nueva cuarteta de operadores formada por la conjuncidn y la disyuncion
propuestas, que junto al orden y la negacién, satisface los axiomas de compensacién, de
conmutatividad, de crecimiento estricto, de veto, de reciprocidad difusa, de transitividad
difusa y las leyes de De Morgan constituyendo de esta forma una nueva Légica Difusa

Compensatoria.

Se concluyd que los axiomas de reciprocidad difusa y de transitividad difusa son
independientes de la conjuncidn utilizada, dependiendo Unicamente de las férmulas del orden

y negacion.

Esta Ldgica satisface el teorema de compatibilidad con la Légica Booleana, siendo de esta

forma una extensién de esta ultima.

A partir de las operaciones de la LDC se definieron los operadores basicos de la Morfologia
Matemadtica Compensatoria, dando origen a una nueva morfologia matematica la cual es un

caso particular de la MMD. Estos operadores seran analizados en el siguiente capitulo.
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Capitulo 7

Resultados: Robustez de los operadores bdsicos

En este capitulo se muestran los resultados del analisis de la robustez de los operadores
basicos, dilatacién y erosién. Es importante destacar que no se evalud el desempefio de los

operadores sino como éstos se comportan frente al ruido inmerso en las imagenes.

Se analizan los operadores de la Morfologia Matematica Clasica, la Morfologia Matematica
Difusa y la Morfologia Matematica Compensatoria. Se dice que un operador es robusto frente
al ruido si el resultado de aplicarlo a una imagen es similar al resultado de aplicarlo a la misma
imagen inmersa en ruido. El grado de similitud indicara el grado de robustez. De esta manera
se podran determinar las ventajas y limitaciones que presentan cada uno de los operadores

definidos en los distintos enfoques (MM, MMD y MMC).

Se utilizaron imagenes de resonancia magnética debido a que las imagenes médicas son un
campo de aplicacién ideal para las técnicas de morfologia difusa. Los mecanismos de
formacidn de este tipo de imagenes, RM, TAC, etc., dan como resultado imagenes sumamente
texturadas donde la imprecision en la definicidn de los bordes, entre las diferentes estructuras

o tejidos, es grande.

En la seccion 7.1 se detallan los experimentos realizados, para luego, en la seccién 7.2,
presentar los resultados obtenidos. Por ultimo, en la seccion 7.3, se realiza una discusién de

dichos resultados.

7.1 Materiales y métodos

Se desarrollé una comparacion entre los operadores basicos de la Morfologia Matematica
Clasica, de la Morfologia Matematica Difusa y de la Morfologia Matematica Compensatoria,
con el objetivo de comparar la robustez frente al ruido de estas técnicas. Un operador
morfoldgico se dice robusto al ruido si el resultado de aplicar dicho operador a una imagen con

ruido es “similar” al resultado de aplicarlo a la imagen sin ruido. Como medida de “similitud”
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se uso6 la diferencia cuadratica entre las dos imagenes resultantes de aplicar el operador a

ambas imagenes, original y ruidosa.

En la Figura 7.1 se muestra un esquema del disefio de los experimentos que se detallaran a

continuacion.

Ruido
| rriagen o gnal Irnagen con ruido
Operador Operador
Iorfoldgico Iorfoldgico
B& ico Ea&ico
Resultado dela Resultado dela
apli cad dn del operador | | aplicadon del operador
alaimagen onginal l Mediddn del ermr alaitmagen con nido

Figura 7.1: Esquema del disefio de los experimentos

En cada experimento se compard la diferencia entre el resultado de aplicar el operador
sobre la imagen original y la imagen ruidosa, para la dilatacién morfoldgica clasica contra las
seis dilataciones difusas y las dos dilataciones compensatorias, para seis distintas intensidades
(niveles) de ruido. La medida de error usada fue el error cuadratico medio, sobre los valores de
intensidad de los pixeles. Cada experimento se repitié 100 veces donde la diferencia entre las
distintas iteraciones reside en la aleatoriedad del ruido generado. Finalmente, diez imagenes

diferentes fueron usadas, como imagenes originales, para promediar sus resultados.
A continuacion sigue un detalle de los experimentos:

® Imagenes: Las diez imagenes utilizadas fueron imagenes de RM adquiridas con un
equipo de 1.5 Tesla. El protocolo utilizado incluyé imagenes coronales y axiales
pesadas en T2 (TR/TE!/TE= 3,500/32/96 ms ). En la Figura 7.2 se muestran algunos

ejemplos de estos tipos de imagenes.

e MMD: Para los operadores de la MMD se utilizaron las seis t-normas mencionadas en

la Tabla 7.1.

® MMC: Se implementaron las dos conjunciones mencionadas en la Tabla 7.2.
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® Ruido: Se generd ruido Gaussiano N(O,az) que se adiciond a las imagenes. Se

utilizaron seis valores de varianza: o> =50, o” =100, o> =150, o =200, o* =250

y 0> =300.

e |teraciones: Todos los célculos se repitieron 100 veces. La diferencia entre distintas

iteraciones reside en la aleatoriedad del ruido generado.

En primer lugar se analizé la dilatacion. Se dilaté la imagen original utilizando las distintas
definiciones de dilatacién. Para la dilatacidn difusa se utilizaron las t-normas mencionadas en
la Tabla 7.1, mientras que para la dilatacion difusa compensatoria se utilizaron las
conjunciones mencionadas en la Tabla 7.2. Luego, se generd ruido Gaussiano y se le agrego a
la imagen original. A esta nueva imagen se la dilatd utilizando las dilataciones nombradas

anteriormente.

Para comparar la robustez de la erosion se trabajé de manera analoga a la mencionada

para la dilatacion implementando las seis s-normas mencionadas en la Tabla 7.1 y las dos

disyunciones mencionadas en la Tabla 7.2.

Figura 7.2: Imagenes utilizadas para desarrollar los experimentos.
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Tabla 7.1: t-normas y s-normas.

Nombre Férmula de la t-norma Férmula de la s-norma
Algebraica T1: t(a,b)=ab S1: s(a,b)=a+b—ab
Estandar T2: t(a,b) =min(a,b) S2: s(a,b) =max(a,b)
Acotada T3: t(a,b)=max(0,a+b-1) s3: s(a,b)=min(l,a +b)
a para b=1 a para b=0
Dréstica T4: t(a,b)=4{b para a=1 S4: s(a,b)=<b para a=0
0 cc 1 cc
ab (1-a)(1-b)
; . tla,p)=——F— . s(a,b)=1-—"———"—
Dubois and Prade | T5: (a.b) max (a.b,7) S5: s(a.b) max(1—a,1—b,7)
ab a+b+(y-2)ab
. t(a,b)= . s(a,b)=————
Hamacher T6: (a.b) 7+(1-7)(a+b—ab) S6: s(a.b) 1+ (y—1)ab
Tabla 7.2: Conjunciones y disyunciones de la LDC.
LDC basada en la media geométrica LDC basada en la media aritmética
Conjuncién LT
: 1 ZX,
C1: (x].xz.....xn ); C2: min (x,,%,,...,X, ).
C(x,%,...%,) "
Disyuncién 0 3
y | Z(l—x)
D1: 1_[(1_xl).(1_);2).”“(1_);”)]" D2: 1—|{min(1-x,1-x,,...,1 —x, ).-=! .
D(X,%,...,X,)

Para analizar los resultados frente a diferentes condiciones, se varidé la dimensién del
elemento estructurante y se eligié un valor del pardmetro ¥ asociado a algunas t-normas y
s-normas. En total se disefiaron cinco experimentos, incluyendo cinco elementos

estructurantes y un valor de ¥, de la siguiente manera:
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® Dimensién del elemento estructurante: Se utilizaron EE difusos de distintas
dimensiones: 3x3, 5x5, 7x7, 11x11 y 15x15. Estos elementos son simétricos
con forma de campana generados por una funcién gaussiana y se muestran en la
Figura 7.3 (Ver Apéndice B). En la MM se utilizé un EE plano de la misma dimensién
que el usado en la MMD y MMC. El EE utilizado ayuda a la mayor demarcacion de
ciertas estructuras en la imagen procesada respecto de lo que se observa en la
imagen original. Ademas permite determinar las ventajas computacionales que

presentan los operadores respecto de los resultados obtenidos.

e Parametro de las normas: Como se puede observar en la Tabla 7.1, las t-normas y s-

normas “Hamacher” y “Dubois and Prade” requieren un parametro. Se utilizé6 y=0.2,

el cual se determind de forma heuristica.

(d) (e)

Figura 7.3: Visualizacidn de los elementos estructurantes difusos. (a) EE de dimension 3x3.

(b) EE de dimensidn 5x5. (c) EE de dimension 7x7. (d) EE de dimension 11x11. (e) EE de dimensidn 15x15.
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7.2 Resultados

En este apartado se presentan los resultados obtenidos a partir de los experimentos
desarrollados. A modo de ejemplo en la Figura 7.4 se muestran una imagen original y su
respectiva imagen inmersa en ruido la cual fue generada utilizando una varianza igual a 300. En
la Figura 7.5 se muestran algunas imagenes procesadas bajo la dilatacion usando un EE de
tamafio 7x7. Sobre la columna de la izquierda se pueden observar las dilataciones de la
imagen original utilizando cada una de las teorias bajo estudio. Sobre la columna de la derecha
se pueden observar las dilataciones de la imagen inmersa en ruido. En la Figura 7.8 se
muestran algunas imagenes procesadas bajo la erosién. Se muestran los mismos operadores y

el mismo nivel de ruido que los expuestos en el caso de la dilatacion.

En las Tablas 7.3 a 7.12, se muestran las matrices de errores, en primer lugar para la
dilatacion y en segundo lugar para la erosion. Estas matrices se generaron de la siguiente

manera:

e Se calculé la media aritmética de los errores de las 100 iteraciones para cada
imagen y cada varianza, obteniéndose un valor medio de error para cada t-norma
(o s-norma). Con esto se obtuvo un error medio para cada imagen, varianza y t-

norma (o s-norma).

® Para obtener un error medio para cada varianza y t-norma (o s-norma), se calculd la
media aritmética de los errores sobre todas las imagenes para cada varianza vy t-

norma (o s-norma).

® |Los errores medios obtenidos se presentan en las matrices de errores, con las
varianzas utilizadas para generar el ruido como columnas y en las seis primeras filas
las t-normas (o s-normas), en la séptima fila la matriz contiene los errores del
operador morfoldgico clasico y en las ultimas dos filas los errores del operador
morfolégico compensatorio para cada ldgica compensatoria. Los numeros
resaltados con sombra oscura muestran los mejores valores obtenidos (minimo
error), mientras que los nimeros resaltados con sombra clara muestran los peores

valores obtenidos (maximo error).
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Se muestran graficamente los resultados en las Figuras 7.6 y 7.9. Los segmentos verticales

sobre las curvas de error corresponden a las medias de las dispersiones de los errores.

En las Figuras 7.7 y 7.10 se muestran los diagramas de cajas realizados para cada nivel de
ruido generado, es decir, para cada valor de varianza utilizado. Estos diagramas muestran
graficamente los errores comparando la MM, la MMD basada en la t-norma (o s-norma)
acotada y la MMC que utiliza la conjuncion de la Légica Difusa Compensatoria basada en la

media geométrica. Cada diagrama incluye todos los tamafios del EE utilizados.

(a) (b)

Figura 7.4: Imagenes que se utilizan para visualizar los resultados.

(a) Imagen original. (b) Imagen inmersa en ruido utilizando una varianza igual a 300.
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Dilatacion de la imagen original Dilatacidn de la imagen inmersa en ruido

(a) (b)

(c) (d)

(g) (h)

Figura 7.5: Visualizacidn de los resultados para la dilatacidn. (a)-(b) Dilatacién difusa usando la t-norma “Acotada”.
(c)-(d) Dilatacion compensatoria usando la conjuncién de la LDCMG. (e)-(f) Dilatacion compensatoria usando la

conjuncion de la LDCMA. (g)-(h) Dilatacion morfoldgica clasica.
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Tabla 7.3: Matriz de errores para la dilatacion con un EE de dimension 3x3.

0_2
50 100 150 200 250 300
T1 0.0032168 0.0069396 0.01102 0.015337 0.0199 0.024625
T2 0.0037875 0.0081404 0.01284 0.01775 0.022905 0.028197
T3 | 00031053 00062194 0003875 0013466 001755 0021868 |
T4 0.0039898 0.0078668 0.011741 0.015589 0.019464 0.023364
T5 0.0037874 0.0081406 0.012841 0.017752 0.022909 0.0282
T6 0.0033126 0.0071495 0.011324 0.015712 0.020328 0.025091
MM 0.0038279 0.0082588 0.013068 0.018124 0.023445 0.028927
C1
C2 0.0025095 0.005421 0.0085611 0.011832 0.015255 0.018758
Tabla 7.4: Matriz de errores para la dilatacion con un EE de dimension 5x5 .
0_2
50 100 150 200 250 300
T1 0.0030509 0.006681 0.010729 0.01512 0.01976 0.02456
T2 0.0035832 0.0079105 0.01269 0.017836 0.023226 0.02873
T3 | 00030366 00062483 00097887 0013699 0017908 0022336 |
T4 0.0044384 0.0084955 0.012512 0.01652 0.020549 0.024533
T5 0.0035796 0.0078916 0.012649 0.017769 0.023132 0.028608
T6 0.0067006 0.010802 0.015242 0.019915 0.024722
MM 0.0039582 0.0088694 0.014377 0.020379 0.026723 0.033236
C1
C2 0.0023531 0.0052548 0.0084746 0.011949 0.01559 0.01931
Tabla 7.5: Matriz de errores para la dilatacion con un EE de dimension 7x7 .
0_2
50 100 150 200 250 300
T1 0.0030269 0.0066132 0.010648 0.014997 0.019561 0.024392
T2 0.003082 0.0067585 0.010844 0.015188 0.019671 0.024344
T3 | 0003101 00062458 00038053 0013722 0017895 0022401 |
T4 0.0044487 0.0084959 0.012545 0.01658 0.020576 0.024645
T5 0.0030906 0.0067714 0.010854 0.015187 0.019657 0.024315
T6 0.0065486 0.010594 0.014944 0.019497 0.024286
MM 0.0038889 0.0087848 0.014401 0.020541 0.026988 0.033874
C1
C2 0.0022101 0.0049247 0.0079855 0.011271 0.014696 0.018273
Tabla 7.6: Matriz de errores para la dilatacion con un EE de dimension 11x11.
0_2
50 100 150 200 250 300
T1 0.0030247 0.0066139 0.010631 0.014956 0.019586 0.024426
T2 0.006453 0.01039 0.014574 0.019038 0.023627
T3 0.0030996
T4 0.0044098 0.0084514 0.012492 0.016453 0.020467 0.02452
T5 0.0029467 0.0064608 0.010391 0.014564 0.019012 0.023587
T6 0.0029544 0.0065455 0.010574 0.014899 0.019515 0.024314
MM 0.003652 0.0083117 0.013639 0.019647 0.026094 0.032852
C1
C2 0.0022052 0.0049184 0.0079641 0.011218 0.014696 0.018282
Tabla 7.7: Matriz de errores para la dilatacion con un EE de dimension 15x15.
0_2
50 100 150 200 250 300
T1 0.0030178 0.0066136 0.010628 0.014988 0.019596 0.024368
T2 0.0064575 0.010381 0.014604 0.01906 0.023609
T3 0.0030953
T4 0.0043956 0.0084501 0.012462 0.016472 0.0205 0.024461
T5 0.0029309 0.0064649 0.010382 0.014593 0.019036 0.023569
T6 0.0029469 0.0065465 0.010567 0.014932 0.019528 0.024265
MM 0.0034554 0.0079933 0.013276 0.019092 0.025316 0.0317
C1
C2 0.0021982 0.0049203 0.0079561 0.01125 0.014711 0.018255
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Figura 7.6: Graficos de los errores para la dilatacion.
(a) EE de dimension 3x3. (b) EE de dimension 5x5 . (c) EE de dimensién 7x 7 .
(d) EE de dimensidn 11x11. (e) EE de dimension 15x15.
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Figura 7.7: Diagramas de cajas para la dilatacion.

(a) Varianza: 50. (b) Varianza: 100. (c) Varianza: 150. (d) Varianza: 200. (e) Varianza: 250. (f) Varianza: 300.
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Erosion de la imagen original Erosion de la imagen inmersa en ruido

(a) (b)

(g) (h)

Figura 7.8: Visualizacidn de los resultados para la erosion. (a)-(b) Erosién difusa usando la t-norma “Acotada”.
(c)-(d) Erosién compensatoria usando la conjunciéon de la LDCMG. (e)-(f) Erosién compensatoria usando la

conjuncion de la LDCMA. (g)-(h) Erosion morfoldgica clasica.
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Tabla 7.8: Matriz de errores para la erosién con un EE de dimensién 3x3.

0_2
50 100 150 200 250 300
S1 0.006114 0.0097279 0.013658 0.017822 0.022213
S2 0.003918 0.0086391 0.013759 0.019164 0.024754 0.030556
S3 0.0030206
S4 0.011203 0.01512 0.018936 0.022648 0.026432 0.030152
S5 0.0039362 0.0086466 0.013744 0.019117 0.024673 0.03044
S6 0.0029596 0.0064085 0.010231 0.014335 0.018639 0.023143
MM 0.0039572 0.0087146 0.013869 0.019316 0.024957 0.030834
D1
D2 0.0023923 0.005249 0.0083547 0.011629 0.015027 0.018546
Tabla 7.9: Matriz de errores para la erosion con un EE de dimension 5X5 .
0_2
50 100 150 200 250 300
[ s1 [0.0027285 00058081 | 0.009322 0.013166 0.017266 0.021586
S2 0.0042544 0.009571 0.015157 0.020746 0.026302 0.031815
S3 0.0029439 0.0058404
S4 0.008249 0.011907 0.015487 0.019103 0.022706 0.026168
S5 0.0042566 0.009565 0.015133 0.020704 0.026236 0.031731
S6 0.0027562 0.0060409 0.0097549 0.013768 0.018004 0.022426
MM 0.0046697 0.010911 0.017953 0.025458 0.033345 0.041555
D1
D2 0.0022678 0.0051902 0.0084611 0.011908 0.015462 0.019086
Tabla 7.10: Matriz de errores para la erosion con un EE de dimensién 7X7 .
0_2
50 100 150 200 250 300
[ s1 [ 00026818 | 0.005718 | 0.0091891 0.012969 0.017037 0.021303
S2 0.0040848 0.0092316 0.014653 0.020032 0.025421 0.030775
3| 00029111 00057767 [[10.009029110,012592 1 10,016498 10.020651
S4 0.0063565 0.0098793 0.013378 0.016772 0.020232 0.023608
S5 0.0040865 0.009223 0.014625 0.019985 0.025355 0.030686
S6 0.0026945 0.0059222 0.0095832 0.013518 0.01771 0.022077
MM 0.0051153 0.012329 0.020602 0.029405 0.038787 0.048472
D1
D2 0.0021862 0.0050267 0.0082174 0.011563 0.015048 0.018596
Tabla 7.11: Matriz de errores para la erosion con un EE de dimensién 11x11.
0_2
50 100 150 200 250 300
[ s1 [10.0026796  0.0057114 | 0.0091569 0.012944 0.016989 0.021274
S2 0.0040428 0.0091591 0.014473 0.01983 0.025153 0.030461
3 | oovs1is  ooos7711  [MIOOSSEOMMNG0T257SMINO01646/ MO 020646 ]
S4 0.0061401 0.0096696 0.013103 0.016486 0.019897 0.023285
S5 0.004044 0.0091498 0.014447 0.019782 0.025085 0.030372
S6 0.002689 0.0059101 0.0095401 0.013478 0.017645 0.022021
MM 0.0054502 0.013587 0.022853 0.033004 0.043657 0.055145
D1
D2 0.0021741 0.0050063 0.0081554 0.011494 0.014954 0.018495
Tabla 7.12: Matriz de errores para la erosion con un EE de dimensién 15x15.
0_2
50 100 150 200 250 300
[ s1 [ 00026803 | 0.0057058 | 0.0091617 0.012949 0.016992 0.021255
S2 0.0040443 0.0091341 0.014486 0.019849 0.025158 0.030439
S5 | oovs108  ooos7es: [MIO00BSSSSMNNOOTS/S 001647 MNO0206270]
S4 0.0061705 0.009646 0.013076 0.016499 0.019908 0.023256
S5 0.0040454 0.0091261 0.014459 0.019803 0.02509 0.030351
S6 0.0026907 0.005904 0.0095449 0.013486 0.01765 0.022
MM 0.0053498 0.01358 0.023069 0.033375 0.044506 0.056196
D1
D2 0.0021762 0.004996 0.0081613 0.011507 0.014954 0.018478
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Figura 7.9: Graficos de los errores para la erosion.
(a) EE de dimension 3x3. (b) EE de dimension 5x5 . (c) EE de dimensién 7x7 .
(d) EE de dimension 11x11. (e) EE de dimension 15x15.
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Figura 7.10: Diagramas de cajas para la erosion.

(a) Varianza: 50. (b) Varianza: 100. (c) Varianza: 150. (d) Varianza: 200. (e) Varianza: 250. (f) Varianza: 300.
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7.3 Discusion

De los resultados obtenidos en los experimentos desarrollados para analizar la robustez de
la dilatacidn se puede observar que en la mayoria de los casos los operadores de la MM tienen
mayor error que los de la MMD y la MMC a medida que se incrementa la varianza utilizada
para generar el ruido Gaussiano. Es decir, para todas las t-normas analizadas en la MMD vy para
las dos conjunciones utilizadas en la MMC, el error obtenido al comparar la dilatacion de la
imagen original y la dilatacién de la imagen inmersa en ruido es, en casi la totalidad de los
casos, un 76,67% mayor en la MM. Para el 23,33% restante el error fue mayor en la MMD

utilizando la t-norma “Drdstica”.

Los operadores que menor error presentan para la dilatacién, en la totalidad de los casos
analizados, son los de la MMC utilizando la conjuncién definida en la LDCBMG. Es importante
destacar que para la dilatacion de la MMC utilizando la conjuncién propuesta en esta tesis,

LDCBMA, se obtiene un error menor al conseguido con la MMD y la MM.

Los experimentos disefiados para la erosion muestran resultados similares a los de la
dilatacion, la MM posee mayor error que la MMD y la MMC a medida que se incrementa la
varianza. Sin embargo, algunos operadores de la MMD presentan una mala performance con
respecto a la erosién de la MM. Por lo tanto, el porcentaje es menor que para la dilatacion,
siendo en este caso un 63,33%. Para el 36,67% restante el error fue mayor en la MMD

utilizando la s-norma “Drdstica”.

Al igual que ocurrié en la dilatacidn, el error obtenido con la erosién de la MMC basada en
la disyuncién de la LDCBMG fue menor en todos los casos. Con la disyuncion de la LDCBMA,

propuesta en esta tesis, se obtuvo un error menor al arrojado por la MMD y la MM.

Los operadores de la MMD definidos a partir de las normas “Estdndar” y “Dubois and
Prade” manifiestan un comportamiento similar. Esto se debe a que la definicion de dichas
normas son parecidas, presentando un comportamiento casi idéntico para la mayoria de los

pixeles.

Los operadores de la MMD definidos a partir de la norma “Acotada” tienen, en general, el
mejor desempefio. Exhiben el menor error para las imagenes bajo estudio y las condiciones
experimentales disefiadas en un 86,67% de los casos para la dilataciéon y en un 70% de los

casos para la erosién.
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Para la erosidn se puede observar que el error del operador de la MM se incrementa a
medida que aumenta el tamafo del EE, comportamiento que no se observd para la dilatacion.
Esta caracteristica de la erosidn indica un problema de sensibilidad, cuanto mayor es la

dimensidn del EE, el operador es mas sensible al ruido.

Con respecto a los segmentos verticales sobre las curvas de error, las cuales corresponden
a las medias de las dispersiones de los errores, se puede observar que a medida que aumenta
el valor de la varianza que genera el ruido Gaussiano, aumenta la dispersion de los errores.

Esto se observa en la longitud de dichos segmentos los cuales aumentan su longitud.

De los resultados obtenidos en los experimentos, se puede concluir que los operadores
analizados de la MMC tienen, en general, mayor robustez frente al ruido que los operadores
de la MMD y la MM para el tipo de imagenes y ruido utilizados. Esto significa que la presencia
de ruido en la imagen original afecta menos a las operaciones morfoldgicas basicas

compensatorias que las operaciones morfoldgicas basicas clasicas y difusas.
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Capitulo 8

Resultados: Robustez de los filtros bdsicos

En este capitulo se amplian los resultados del capitulo anterior a los filtros morfoldgicos
basicos mostrando los resultados del andlisis de la robustez de la apertura y el cierre utilizando
otro tipo de imagenes. Se analizan los filtros de la Morfologia Matematica Clasica y la
Morfologia Matematica Difusa. En la seccidon 8.1 se detallan los experimentos realizados, para
luego, en la seccion 8.2, presentar los resultados obtenidos. Por ultimo, en la seccion 8.3, se

realiza una discusion de dichos resultados.

8.1 Materiales y métodos

El objetivo de este capitulo es la comparacion de los filtros basicos de la morfologia clasica y

la morfologia difusa, analizando la robustez frente al ruido de ambas técnicas.

En la Figura 8.1 se esquematiza el disefio experimental desarrollado para la aplicacién de
los filtros morfoldgicos basicos. El experimento se divide en dos partes. En primer lugar se filtra
la imagen original obteniendo una primer imagen resultado. En segundo lugar se agrega ruido
Gaussiano a la imagen original generando una nueva imagen (ruidosa) a la cual se le aplica el
filtro morfoldgico, obteniendo de esta manera una segunda imagen filtrada. Una vez

concluidos estos pasos se calcula la diferencia (error) entre ambos resultados.

Ruido
Imagen Original ) Imagen Ruidosa
Filtro Morfolc')gico Filtro MDI‘fle)giCO
Basico Basico

Imagen R. filtrada

Medicion del
Imagen O. Filtrada { eqiion e error>

Figura 8.1: Esquema del disefio de los experimentos
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En cada experimento se compard la diferencia entre las imagenes originales filtradas y las
imagenes ruidosas filtradas, para seis filtros difusos contra el filtro morfoldgico clasico. Cada
filtro difuso queda definido dependiendo de la t-norma y s-norma empleada (ver Tabla 7.1). Se
utilizaron 149 imagenes y se trabajé con tres niveles de ruido. La medida de error usada fue el

error cuadratico medio sobre los valores de intensidad de los pixeles.
A continuacion sigue un detalle de los experimentos:

® Imagenes: Las 149 imagenes utilizadas fueron imagenes de resonancia magnética (RM)
simuladas, las cuales son resultado del trabajo de cientificos de la Universidad de
McGill, quienes construyeron una base de datos de imagenes simuladas (BrainWeb:
Simulated Brain Database) que contiene un conjunto de datos de RM producidos por
un simulador. Estos datos estan disponibles de manera libre en la web, y en esta tesis,
sirven para evaluar el comportamiento de las técnicas aplicadas para el procesamiento
de las mismas, dado que en este tipo de imagenes es conocida la ubicacién de los

tejidos (pixel a pixel) (Montreal Neurological Institute 2006).

Dicha base de datos consta de imagenes, pesadas en T1, originales e inmersas en
ruido. Los niveles de ruido que se utilizan son del 3%, 7% y 9%. Estos niveles
representan el porcentaje de la desviacidn estandar, del ruido blanco Gaussiano, con
respecto a la sefial de tejido (referencia). Los estudios consisten de 181 cortes de

tamafio 217x181 tomados cada 1mm y con un volumen de véxel de 1mm’, de los

cuales se trabajaron con los cortes comprendidos entre el 11 y 160. Los restantes se
desecharon ya que sélo contienen hueso. A modo de ejemplo, en la Figura 8.2 se

muestran las imagenes bajo estudio.

e MMD: Para los operadores de la MMD se utilizaron las seis t-normas y s-normas

mencionadas en la Tabla 7.1.

Para analizar los resultados frente a diferentes condiciones, se varidé la dimensién del
elemento estructurante y se eligié un valor del pardmetro ¥ asociado a algunas normas. En
total se disefaron cuatro experimentos, incluyendo cuatro elementos estructurantes y un

valor de 7, de la siguiente manera:
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e Dimension del elemento estructurante: Se utilizaron elementos estructurantes
difusos de distintas dimensiones: 3x3, 7x7, 11x11 y 15x15. Estos elementos
son simétricos con forma de campana generados por una funcién gaussiana (ver
Apéndice B). En la MM se utilizé el elemento estructurante anterior con sus valores

reducidos por el factor 1/10.

e Pardametro de las normas: Como se puede observar en la Tabla 1, las normas

“Hamacher” y “Dubois and Prade” requieren un pardmetro. Se utilizé6 y=0.2el cual

se determind de forma heuristica.

(c) (d)

Figura 8.2: Imagenes utilizadas para desarrollar los experimentos.

(a) Imagen original. (b) Imagen con 3% de ruido. (c) Imagen con 7% de ruido. (d) Imagen con 9% de ruido.

8.2 Resultados

En este apartado se presentan los resultados obtenidos. A modo de ejemplo en la Figura

8.3 se muestran algunas imagenes procesadas por el filtro apertura usando un EE de tamafio
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7x7 . En la primera fila se pueden observar la imagen original y las imagenes inmersas en
ruido, para tres niveles de ruido, sin procesar. En la segunda fila se pueden observar cada una
de las imagenes anteriores procesadas con el filtro apertura de la MMD utilizando la norma
“Hamacher”. Por ultimo, en la ultima fila, se pueden observar las imagenes procesadas con el
filtro apertura de la MM. En la Figura 8.6 se muestran algunas imagenes procesadas con el
filtro cierre usando un EE de tamafo 7x7 . Para el caso de la MMD, se muestran los resultados

de aplicar el filtro cierre usando la norma “Hamacher”.

Como medida cuantitativa, para determinar la calidad de los operadores en base de los
resultados obtenidos en este experimento, se midid el error cuadratico medio. Este error es

calculado, para cada una de las definiciones utilizadas, de la siguiente manera:

e Se determina el error cuadratico medio entre los valores de cada uno de los pixeles

de la imagen original y de la imagen ruidosa, después de la aplicacion del filtro.

e Se promedian los valores obtenidos para cada corte (imagen) utilizado.

e Se calcula el promedio y la desviacién estandar de los errores obtenidos para cada

corte, obteniendo un valor para cada nivel de ruido analizado.

Las Tablas 8.1 a 8.8 muestran los resultados de aplicar los diferentes filtros, basados en
diferentes definiciones (MM y MMD) y para diferentes niveles de ruido. Cada tabla muestra los
resultados para un tamano de elemento estructurante. Las primeras cuatro tablas muestran
los resultados para el filtro apertura, y las siguientes cuatro muestran los resultados para el
filtro cierre. Los numeros resaltados con sombra oscura muestran los mejores valores
obtenidos (minimo error), mientras que los nimeros resaltados con sombra clara muestran los

peores valores obtenidos (maximo error).

Las Figuras 8.4 y 8.7 muestran graficamente los mismos resultados, para apertura y cierre
respectivamente, agregando las lineas verticales que indican la varianza del error (sobre las

149 imagenes).

En las Figuras 8.5 y 8.8 se exponen los diagramas de cajas realizados para cada nivel de
ruido. Estos diagramas muestran los errores comparando los filtros de la MM y de la MMD.
Para el caso de la apertura (Figura 8.5) se incluyeron los filtros de la MMD basados en las
normas “Hamacher” y “Drdstica”, mientras que para el cierre (Figura 8.8) se incluyeron los
filtros basados en las normas “Estdndar” y “Drdstica”. Estos diagramas incluyen todos los

tamanos del EE propuestos.
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(i) () (k) (N

Figura 8.3: Visualizaciéon de los resultados para la apertura. (a) Imagen original. (b)-(c)-(d) Imagenes inmersas en
ruido. Nivel de ruido del 3%, 7% y 9% respectivamente. (e)-(f)-(g)-(h) Apertura morfoldgica difusa usando la norma
“Hamacher” de la imagen original y las imdgenes inmersas en ruido. (i)-(j)-(k)-(I) Apertura morfoldgica clasica de la

imagen original y las imdgenes inmersas en ruido.

Segmentacion en Imagenes Médicas mediante técnicas de Morfologia Matematica Difusa 154



Resultados: Robustez de los filtros bdsicos

Tabla 8.1: Matriz de errores para la apertura usando un EE de 3x3

%R MM MMD: t-norma y s-norma utilizada
Algebraica Estandar Acotada Drastica D&P Hamacher
3 0.004089 0.002825 0.004066 0.003506 0.003417 0.004131 0.002870
7 0.016168 0.011179 0.015851 0.013438 0.011981 0.015825 0.011367
9 0.025897 0.018196 0.025283 0.021987 0.018663 0.025292 0.018309
Tabla 8.2: Matriz de errores para la apertura usando un EE de 7x7
%R MM MMD: t-norma y s-norma utilizada
Algebraica Estandar Acotada Drastica D&P Hamacher
3 0.003734 0.002381 0.002992 0.003319 0.003417 0.003049 0.002226
7 0.016914 0.009734 0.012052 0.012975 0.011975 0.012012 0.009193
9 0.027706 0.015978 0.019249 0.021339 0.018654 0.019145 0.014941
Tabla 8.3: Matriz de errores para la apertura usando un EE de 11x11
%R MM : : MMD: t-norma y s-norn}a l.JtiIizada
Algebraica Estdndar Acotada Drastica D&P Hamacher
3 0.002962 0.002370 0.002779 0.003302 0.003412 0.002824 0.002211
7 0.013900 0.009697 0.011148 0.012919 0.011953 0.011133 0.009136
9 0.022943 0.015921 0.017757 0.021257 0.018620 0.017704 0.014853
Tabla 8.4: Matriz de errores para la apertura usando un EE de 15x15
%R MM : : MMD: t-norma y s-norn}a l.JtiIizada
Algebraica Estandar Acotada Drastica D&P Hamacher
3 0.002475 0.002364 0.002768 0.003289 0.003395 0.002813 0.002205
7 0.011845 0.009670 0.011103 0.012870 0.011900 0.011092 0.009114
9 0.019272 0.015877 0.017682 0.021178 0.018539 0.017639 0.014816
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Figura 8.4 Gréaficos de los errores para la apertura. (a) EE de dimensién 3x 3. (b) EE de dimension 7x7 .
(c) EE de dimension 11x11. (d) EE de dimension 15x15.
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Figura 8.5: Diagramas de cajas para la apertura. (a) Ruido: 3%. (b) Ruido: 7%. (c) Ruido: 9%.
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(a) (b) (c) (d)

(i) () (k) (N

Figure 8.6: Visualizacion de los resultados para el cierre. (a) Imagen original. (b)-(c)-(d) Imagenes inmersas en ruido.
Nivel de ruido del 3%, 7% y 9% respectivamente. (e)-(f)-(g)-(h) Cierre morfoldgica difusa usando la norma
“Hamacher” de la imagen original y las imagenes inmersas en ruido. (i)-(j)-(k)-(l) Cierre morfoldgica clasica de la

imagen original y las imdgenes inmersas en ruido.
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Tabla 8.5: Matriz de errores para el cierre usando un EE de 3x3

%R MM MMD: t-norma y s-norma utilizada
Algebraica Estandar Acotada Drastica D&P Hamacher
3 0.002352 0.002237 0.002349 0.003175 0.003416 0.002386 0.002015
7 0.006362 0.005484 0.006341 0.008096 0.011977 0.006362 0.005020
9 0.009430 0.007921 0.009369 0.011495 0.018657 0.009382 0.007324
Tabla 8.6: Matriz de errores para el cierre usando un EE de 7x7
%R MM MMD: t-norma y s-norma utilizada
Algebraica Estandar Acotada Drastica D&P Hamacher
3 0.002101 0.001926 0.001326 0.003269 0.003411 0.001337 0.001516
7 0.005007 0.004335 0.002911 0.008144 0.011953 0.002903 0.003289
9 0.007291 0.006189 0.004100 0.011496 0.018619 0.004080 0.004703
Tabla 8.7: Matriz de errores para el cierre usando un EE de 11x11
%R MM : : MMD: t-norma y s-norn}a l.JtiIizada
Algebraica Estdndar Acotada Drastica D&P Hamacher
3 0.002173 0.001912 0.001173 0.003379 0.003384 0.001183 0.001495
7 0.004876 0.004290 0.002443 0.008342 0.011862 0.002444 0.003213
9 0.007026 0.006121 0.003418 0.011735 0.018478 0.003411 0.004591
Tabla 8.8: Matriz de errores para el cierre usando un EE de 15x15
%R MM : : MMD: t-norma y s-norn}a l.JtiIizada
Algebraica Estandar Acotada Drastica D&P Hamacher
3 0.002325 0.001891 0.001161 0.003331 0.003338 0.001171 0.001481
7 0.005011 0.004236 0.002413 0.008218 0.011709 0.002414 0.003177
9 0.007183 0.006042 0.003375 0.011557 0.018243 0.003370 0.004537
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Figura 8.7: Graficos de los errores para el cierre. (a) EE de dimensién 3x 3. (b) EE de dimension 7x7 .
(c) EE de dimension 11x11. (d) EE de dimension 15x15.
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Figura 8.8: Diagramas de cajas para el cierre. (a) Ruido: 3%. (b) Ruido: 7%. (c) Ruido: 9%.
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8.3 Discusion

De los resultados obtenidos en los experimentos desarrollados para analizar la robustez de
la apertura se puede observar que la MMD posee menor error que la MM para los EE de
dimensién 3x3 y 7x7, con alguna excepcion. Cuando la dimension del EE es de 11x11, los
operadores de la MMD siguen presentado errores menores, salvo para el nivel de ruido del
3%. En este ultimo caso, las normas “Acotada” y “Drdstica” muestran un error mayor al de la
MM. Cuando la dimension del EE es de 15x15, sélo las normas “Algebraica” y “Hamacher”
presentan errores menores que la MM para todos los niveles de ruido trabajados, mientras

que las normas “Estandar” y “Dubois and Prade” lo hacen para los niveles de ruido mayores al

3%.

A partir de estos resultados se puede concluir que, para el tipo de imagen y ruido
analizados, las normas “Algebraica” y “Hamacher” son las que presentan el mejor
comportamiento cuando la dimensién del EE es de 3x3 y sdélo la norma “Hamacher” es la que
muestra el mejor desempefio para las demds dimensiones del EE estudiadas. Es importante
destacar que los valores de error obtenidos en la MM no siempre resultaron ser los mayores.
Fueron mayores en un 66,67% de los casos, mientras que en el 33,33% restante los mayores

errores fueron obtenidos con las normas “Drdstica” y “Dubois and Prade”.

En los resultados obtenidos para el cierre se encontraron, en la MMD, algunas normas para
la cuales el error cometido fue menor y otras para la cuales el error fue mayor al de la MM.
Cuando se utilizé un EE de dimensién 3x3, la norma “Hamacher” tuvo un mejor rendimiento
dado que el error obtenido por dicha norma fue el menor. Las normas “Acotada” vy “Drdstica”
presentaron un error mayor al de la MM. El comportamiento de los errores obtenido para los
EE de dimensién 7x7, 11x11 y 15x15 fueron similares al anterior para las normas que
presentaron mayor error. Sin embargo, las normas que menor error arrojaron fueron la
“Estandar”y “Dubois and Prade”. Cabe destacar que para estos experimentos la MM no fue la

gue presentd el mayor error en la totalidad de los casos analizados.

La conclusidon de este capitulo es que, bajo las condiciones experimentales planteadas,
existen filtros morfoldgicos de la MMD que presentan mayor robustez frente al ruido que los
filtros de la MM para el tipo de imagenes y ruido utilizados. Esto significa que la presencia de
ruido en la imagen original afecta menos a algunos filtros morfoldgicos difusos que a los filtros

morfoldgicos clasicos.
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Capitulo 9

Resultados: Eliminacion de ruido por medio de
filtros secuenciales alternados

El objetivo de este capitulo es determinar la capacidad de filtrado de ruido y de la
conservacion de las estructuras de la imagen bajo estudio a través de la aplicacion de los filtros
morfoldgicos secuenciales alternados de la MM vy la MMD. Dichos filtros tienen la
potencialidad de filtrar componentes irrelevantes de pequefio tamafio sin afectar en gran
medida la forma y tamano original de los demas objetos de la imagen. Teniendo presente las
caracteristicas propias de los filtros, se espera que la aplicacién de éstos permita eliminar el
ruido y mantener las estructuras de la imagen lo mas parecidas a la imagen original. Ademas,
debido a que los filtros dependen del EE utilizado tanto en forma como en tamafio, se

disefiaron distintos experimentos variando la dimensién del mismo.

En la seccion 9.1 se detallan los experimentos realizados, para luego, en la seccién 9.2,
presentar los resultados obtenidos. Por ultimo, en la seccion 9.3, se realiza una discusién de

dichos resultados.

9.1 Materiales y métodos

Para satisfacer el objetivo mencionado anteriormente, se comparan las imagenes originales
(imagenes sin ruido agregado) con las imagenes ruidosas procesadas mediante estos filtros. En
estos experimentos se aplicaron los operadores de apertura-cierre y cierre-apertura,
manteniendo el tamafio del EE utilizado en la aplicacion sucesiva de los filtros basicos. En la
Figura 9.1 se presenta el esquema del disefio experimental desarrollado para la aplicacién de

los filtros secuenciales alternados.
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Ruido
Imagen Original ) Imagen Ruidosa

Medicion del error Filtro Morfologico
Secuencial

Imagen Filtrada | s —

Figura 9.1: Esquema del disefio de los experimentos.

En estos experimentos se utilizan EE de dimensién 3x3, 7x7 y 11x11. Como medida
cuantitativa, para determinar la calidad de los filtros en base a los resultados obtenidos en
cada experimento, se midio el error cuadratico medio y su desviacién estandar entre los
valores de la imagen original y los valores de la imagen ruidosa filtrada. A diferencia de los
experimentos de los capitulos anteriores, el objetivo de los filtros que se aplican en estos

experimentos es la eliminacién del ruido.

Ambos experimentos, usando apertura-cierre y cierre-apertura, se disefaron de manera tal
de poder comparar los operadores de la MM y de la MMD. De esta manera, se pueden
determinar cudl de las teorias presenta mejores resultados, asi también, se puede comparar

entre las diferentes alternativas, t-normas y s-normas, utilizadas en la MMD.

Las imagenes utilizadas fueron las mismas que se utilizaron en el capitulo 8, imagenes de
RM simuladas obtenidas de la base de datos “Simulated Brain Database”. Las t-normas y s-
normas usadas son las mencionadas en la tabla 7.1. El pardmetro ¥, que requieren las normas
“Hamacher” y “Dubois and Prade”, que se utilizé es 0.2 el cual se determind de forma

heuristica.

9.2 Resultados

En este apartado se presentan los resultados obtenidos. A modo de ejemplo en la Figura
9.2 se muestran algunas imagenes procesadas por el filtro apertura-cierre usando un EE de
tamafio 3x3. En la primera fila se muestra la imagen original. En la segunda fila se muestran
las imagenes procesadas por el filtro apretura-cierre difuso, usando la norma “Hamacher”, de

las imagenes inmersas en ruido utilizando un nivel de ruido del 3%, 7% y 9% respectivamente.
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En la tercera fila se muestran las imagenes procesadas por el filtro apertura-cierre clasico de
las imagenes ruidosas. En la Figura 9.5 se muestran algunas imagenes procesadas por el filtro
cierre-apertura usando un EE de tamafio 3x3. Para el caso de la MMD, se muestran los

resultados de aplicar el filtro cierre-apertura usando la norma “Hamacher”.

Las Tablas 9.1 a 9.6 muestran los resultados de aplicar los diferentes filtros secuenciales
alternados, basados en las diferentes definiciones (MM y MMD) y para diferentes niveles de
ruido. Cada tabla muestra los resultados para un tamafno del EE utilizado. Las primeras tres
tablas muestran los resultados para el filtro secuencial alternado apertura-cierre, y las
siguientes tres muestran los resultados para el filtro secuencial alternado cierre-apertura. Los
numeros resaltados con sombra oscura muestran los mejores valores obtenidos (minimo
error), mientras que los nimeros resaltados con sombra clara muestran los peores valores

obtenidos (maximo error).

Las Figuras 9.3 y 9.6 muestran graficamente los mismos resultados, para los filtros
apertura-cierre y cierre-apertura respectivamente, agregando las lineas verticales que indican

la varianza del error (sobre las 149 imagenes).

En las Figuras 9.4 y 9.7 se exponen los diagramas de cajas realizados para cada nivel de
ruido. Estos diagramas muestran los errores comparando los filtros secuenciales alternados de
la MM y de la MMD. En el caso del filtro apertura-cierre (Figura 9.4) las normas graficadas para
la MMD son “Estdndar” y “Drdstica”, mientras que en el caso del filtro cierre-apertura (Figura
9.7) se graficaron las normas “Acotada” y “Dubois and Prade”. Estos diagramas incluyen todos

los tamafios del EE utilizados.
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Ruido: 3%

(e)

(f)

Ruido: 7%

Ruido: 9%

(8)

Figura 9.2: Visualizacién de los resultados del filtro apertura-cierre. (a) Imagen original. (b)-(c)-(d) Resultado de la

aplicacion del filtro apertura-cierre difuso usando la norma “Hamacher” de las imagenes inmersas en ruido (3%,

7% y 9% respectivamente). (e)-(f)-(g) Resultado de la aplicacidn del filtro apertura- cierre clasico de las imagenes

inmersas en ruido (3%, 7% y 9% respectivamente).
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Tabla 9.1: Matriz de errores para el filtro apertura-cierre usando un EE de 3x3

%R MM MMD: t-norma y s-norma utilizada
’ Algebraica Estandar Acotada Drastica D&P Hamacher
3 0.009333 0.013334 0.010233 0.0059461 0.0034989 0.0099782 0.015602
7 0.02148 0.019655 0.022612 0.015542 0.01206 0.021839 0.021128
9 0.031221 0.025347 0.032397 0.023802 0.01874 0.031544 0.026159
Tabla 9.2: Matriz de errores para el filtro apertura-cierre usando un EE de 7x7
%R MM : : MMD: t-norma y s-norn}a l.,ltl|lzada
Algebraica Estandar Acotada Drastica D&P Hamacher
3 0.048276 0.02346 0.054128 0.0085829 0.0038917 0.054124 0.034772
7 0.068856 0.02896 0.059627 0.018597 0.012435 0.059082 0.038448
9 0.084076 0.034094 0.06463 0.027109 0.019102 0.063746 0.042225
Tabla 9.3: Matriz de errores para el filtro apertura-cierre usando un EE de 11x11
%R MM : : MMD: t-norma y s-norn}a l.,ltl|lzada
Algebraica Estandar Acotada Drastica D&P Hamacher
3 0.099866 0.024478 0.061889 0.0098545 0.0052201 0.061898 0.035618
7 0.12416 0.029973 0.066381 0.019797 0.013702 0.065882 0.039308
9 0.14114 0.035098 0.070429 0.028258 0.020325 0.06961 0.043088
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Figura 9.3: Graficos de los errores para el filtro apertura-cierre.
(a) EE de dimension 3x3. (b) EE de dimension 7x7 . (c) EE de dimension 11x11.
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Figura 9.4: Diagramas de cajas para el filtro apertura-cierre. (a) Ruido: 3%. (b) Ruido: 7%. (c) Ruido: 9%.
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Ruido: 3% Ruido: 7% Ruido: 9%

(e) (f) (8)

Figura 9.5: Visualizacidn de los resultados del filtro cierre-apertura. (a) Imagen original. (b)-(c)-(d) Resultado de la
aplicacion del filtro cierre-apertura difuso usando la norma “Hamacher” de las imagenes inmersas en ruido (3%,
7% y 9% respectivamente). (e)-(f)-(g) Resultado de la aplicacidn del filtro cierre-apertura cldsico de las imagenes

inmersas en ruido (3%, 7% y 9% respectivamente).
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Tabla 9.4: Matriz de errores para el filtro cierre-apertura usando un EE de 3x3

%R MM MMD: t-norma y s-norma utilizada
’ Algebraica Estandar Acotada Drastica D&P Hamacher
3 0.0070863 0.013027 0.007821 0.0051102 0.0034989 0.00772 0.015408
7 0.011419 0.016323 0.012234 0.0099145 0.01206 0.01205 0.01851
9 0.014667 0.01875 0.015517 0.013218 0.01874 0.015273 0.020848
Tabla 9.5: Matriz de errores para el filtro cierre-apertura usando un EE de 7x7
%R MM : : MMD: t-norma y s-norn}a l.,ltl|lzada
Algebraica Estandar Acotada Drastica D&P Hamacher
3 0.0334 0.024381 0.053533 0.0060369 0.0038917 0.053974 0.037509
7 0.035177 0.026265 0.054525 0.010191 0.012435 0.054943 0.038857
9 0.036502 0.027735 0.055199 0.013127 0.019102 0.055558 0.039847
Tabla 9.6: Matriz de errores para el filtro cierre-apertura usando un EE de 11x11
%R MM : : MMD: t-norma y s-norn}a l.,ltl|lzada
Algebraica Estandar Acotada Drastica D&P Hamacher
3 0.054246 0.025397 0.062889 0.0074885 0.0052201 0.063394 0.038436
7 0.054909 0.027226 0.063798 0.011528 0.013702 0.06423 0.039718
9 0.055439 0.028663 0.064452 0.014427 0.020325 0.064807 0.040674

Segmentacion en Imagenes Médicas mediante técnicas de Morfologia Matematica Difusa

169




Resultados: Eliminacion de ruido por medio de filtros secuenciales alternados

0. T T T T T T T 0.09 T T T T T
—— Algebraica —— Algebraica
Estandar Estandar
Acotada 0.08H Acotada b
0.0311 Drastica 1 Drastica
Dubois-and-Prade Dubois-and-Prade
Hamacher 0.07H Hamacher 1
0025 Morfolégica | Morfolégica
0.06 1
L oo 1 _oos| 1
2 _— s
g - &
0.0151 4 0.041 I — 4
0.03[ o B
0.01F B [ —
0.02 B
0.005 B
001 B
2 3 4 6 7 8 9 10 2 3 4 6 9 10
Ruido Ruido
(a) (b)
0.12 T T T T T T T
—— Algebraica
Estandar
Acotada
o1l Drastica ]
Dubois-and-Prade
Hamacher
Morfolégica
0.08 1
2 006 B
w —
0.04F - I 4
0.02 B
2 3 4 5 6 7 8 9 10
Ruido
(c)
Figura 9.6: Graficos de los errores para el filtro cierre-apertura.
(a) EE de dimension 3x3. (b) EE de dimension 7x7 . (c) EE de dimension 11x11.
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Figura 9.7: Diagramas de cajas para el filtro cierre- apertura. (a) Ruido: 3%. (b) Ruido: 7%. (c) Ruido: 9%.

(c)
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9.3 Discusion

9.3.1 Filtro apertura-cierre

De los resultados obtenidos en los experimentos, analizando la eliminacion del ruido a
través del filtro secuencial alternado apertura-cierre, se puede observar que la aplicacién del
filtro de la MMD usando las normas “Drdstica” y “Acotada” poseen menor error que la
aplicacion del filtro de la MM cuando se utiliza un EE de 3x3. Cuando el EE es de 7x7 los
errores obtenidos para la MMD usando las normas “Algebraica”, “Hamacher” y las nombradas
anteriormente son menores a los obtenidos con el filtro de la MM. Cuando la dimensiéon del EE
es de 11x11 los resultados obtenidos con todas las normas en la MMD son mejores que los de

la MM.

En las imagenes filtradas, cuando se utiliza un EE de tamafio 3x 3, se visualiza una aparente
eliminacidn total del ruido por parte del filtro de la MM. Cuando el tamafio del EE utilizado es
mayor, la MM presenta una degradacién de las estructuras presentes en la imagen, por lo que
se obtienen imagenes totalmente distorsionadas. La gran ventaja de la MMD es que en las
imagenes filtradas por cualquier tamafio del EE se mantienen distinguibles las estructuras que
conforman la imagen, por lo que se hace notoria la superioridad del filtro definido en esta

morfologia respecto del aquel de la morfologia clasica (Ver Figura 9.8 para un EEde 11x11).

En todas las condiciones experimentales, es decir, para todos los tamafios del EE usados y
las imagenes analizadas, el filtro apertura-cierre que mejor desempefio mostré es el de la
MMD utilizando la norma “Drdstica”. Es importante destacar que los valores de error
obtenidos en la MM no siempre resultaron ser los mayores. Fueron mayores en un 55,56% de
los casos, mientras que en un 33,33% de los casos los mayores errores fueron obtenidos por la
norma “Estdndar” y el 11,11% restante por la norma “Hamacher”. En la Tabla 9.7 se muestran
los porcentajes de error del filtro apertura-cierre de la MMD usando la norma “Drdstica” y de

la MM con el objeto de mostrar la notoria superioridad de este filtro difuso.
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(a) (b)

Figura 9.8: Visualizacidn de los resultados del filtro apertura-cierre con un EE de 11x11. (a) Resultado de la
aplicacién del filtro apertura-cierre difuso usando la norma “Hamacher”. (b) Resultado de la aplicacién del filtro
apertura-cierre clasico.

Tabla 9.7: Porcentaje de error del filtro apertura-cierre
Drastica vs MM

% Ruido
3 | 7 | 9
Drastica
e 035% | 121% | 187%
MM
093% | 215% | 3.12%
Drastica
039% | 124% | 191%
EE | 7x7 VIV
483% | 689% | 841%
| Drastica |
0.52% 137% 2.03%
11x11 Ty
9.99% | 12.42% | 1411%

9.3.2 Filtro cierre-apertura

En los resultados obtenidos para analizar la eliminacidon del ruido a través del filtro
secuencial alternado cierre-apertura se puede observar que la aplicaciéon del filtro de la MMD
usando la norma “Acotada” posee menor error que la aplicacion del filtro de la MM cuando se
utiliza un EE de 3x3. Cuando el EE es de 7x7 los errores obtenidos para la MMD usando las
normas “Drdstica”, “Algebraica” y la nombrada anteriormente son menores a los obtenidos
con el filtro de la MM. Cuando la dimensién del EE es de 11x11 los resultados obtenidos con
todas las normas en la MMD, salvo para las normas “Estdndar” y “Dubois and Prade”, son

mejores que los de la MM.

En las imagenes filtradas, cuando el EE es de 3x 3, se visualiza una aparente eliminacion del
ruido por parte del filtro de la MM. Cuando el tamafio del EE utilizado es mayor la MM

presenta una degradacién de las estructuras presentes en la imagen por lo que se obtienen
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imagenes distorsionadas. A medida que el nivel de ruido aumenta se observa que las imagenes
filtradas son mas oscuras, tanto para la MM como para la MMD, haciéndose menos
distinguibles las estructuras presentes en las mismas. Este comportamiento se evidencia para

todos los tamanos del EE utilizados (Ver Figura 9.9 para un EE de 11x11).

La norma “Drdstica” muestra el mejor desempefio cuando el nivel de ruido es del 3% para
todas las dimensiones del EE estudiadas. Para los niveles de ruido del 7% y 9% la norma que
mejor comportamiento presenta es la norma “Acotada”. En estos experimentos los valores de
error obtenidos en la MM nunca fueron los mayores, siendo la norma “Hamacher” la que
mostré el peor desempeio para todos los niveles de ruido cuando se usé un EE de 3x3 vy la
norma “Dubois and Prade” cuando se utilizaron EE de tamafio 7x7 y 11x11. En la Tabla 9.8
se muestran los porcentajes de error del filtro cierre-apertura de la MMD usando la norma

“Acotada” y de la MM con el objeto de mostrar la notoria superioridad de este filtro difuso.

(a) (b)

Figura 9.9: Visualizacidn de los resultados del filtro cierre- apertura con un EE de 11x11. (a) Resultado de la
aplicacién del filtro cierre- apertura difuso usando la norma “Hamacher”. (b) Resultado de la aplicacidon del filtro
cierre- apertura cldsico.

Tabla 9.8: Porcentaje de error del filtro cierre-apertura
Acotada vs MM

% Ruido
3 | 7 | 9
Acotada
e 051% | 099% | 132%
MM
071% | 114% | 147%
| Acotada |
0.6% 1.02% 131%
EE 7x7 VIV
334% | 352% | 365%
| Acotada |
0.75% 1.15% 1.44 %
11x11 ViNi
542% | 549% | 554%
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9.3.3 Conclusiones

La conclusién de este capitulo es que, bajo las condiciones experimentales planteadas,
existen filtros secuenciales alternados de la MMD que presentan mayor robustez frente al
ruido que los filtros secuenciales alternados de la MM para el tipo de imagenes y ruido
utilizados. Esto significa que algunos filtros secuenciales alternados difusos eliminan el ruido,
conservando las estructuras de la imagen bajo estudio, con una notoria superioridad al

desempefio de los filtros secuenciales alternados clésicos.

Es importante resaltar que no resulta conveniente utilizar un EE de dimensién mayor a 3x3
ya que no se logra mejoria alguna en los resultados obtenidos tanto para los filtros
secuenciales alternados de la MMD como los de la MM. Ademas el costo computacional se

incrementa notablemente a medida que aumenta la dimensién del EE.
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Capitulo 10

Resultados: Robustez de operadores para Ila
deteccion de bordes y la aplicacion del Top-Hat

En este capitulo se muestran los resultados del andlisis de robustez de los operadores para
la deteccidon de bordes y la aplicaciéon del Top-Hat. Se analizan los distintos tipos de gradientes
(gradiente por dilatacidn, gradiente por cierre y gradiente morfoldgico) y los distintos tipos de
Top-Hat (Top-Hat por apertura y Top-Hat por cierre) de la Morfologia Matematica Clasica y la

Morfologia Matematica Difusa.

En la seccién 10.1 se detallan los experimentos realizados, para luego, en la seccion 10.2,
presentar los resultados obtenidos. Por ultimo, en la seccién 10.3, se realiza una discusion de

dichos resultados.

10.1 Materiales y métodos

El objetivo de este capitulo es realizar un analisis comparativo de robustez entre los
operadores de deteccion de bordes y la aplicacion de la transformada Top-Hat de la MM y la

MMD.

En las Figuras 10.1 y 10.2 se esquematizan los disefos experimentales desarrollados. Se
disefiaron dos tipos de experimentos los cuales se dividen en dos partes. Para el primer tipo de
experimentos, en primer lugar se aplica un operador morfolégico a la imagen original
obteniendo una primer imagen resultado. En segundo lugar se agrega ruido Gaussiano a la
imagen original generando una nueva imagen (ruidosa) a la cual se le aplica el mismo operador
morfoldgico, obteniendo de esta manera una segunda imagen resultado. Una vez concluidos
estos pasos se calcula la diferencia (error) entre ambos resultados. El segundo tipo de
experimentos se desarrolla de forma andloga con la diferencia de que no se agrega ruido
Gaussiano a la imagen original sino que se la distorsiona mediante un filtro de convolucion, el

cual realiza un suavizado de la imagen (Gonzalez & Woods, 1996).
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| Ruido |
Imagen criginal | =| Imagen ruidosa
Deteccion de bordes o Deteccion de bordes o
Aplicacion del Top-Hat Aplicacion del Top-Hat

( Resultado de la imagen

Resultado de la imagen
original |

& -
o ruidosa
Medicion del error

Figura 10.1: Esquema del disefio de los experimentos en los cuales se utilizd ruido.

Convolucion
Imagen original »| Imagen convolucionada
Deteccién de bordes o Deteccién de bordes o
Aplicacidn del Top-Hat Aplicacidn del Top-Hat

¥

( Resultado de la imagen

Resultado de la imagen
original

- convolucionada
Medicidn del error

Figura 10.2: Esquema del disefio de los experimentos en los cuales se utilizd la convolucion.

El objetivo es el de determinar o cuantificar, comparativamente, cuanto se deteriora la
deteccion de bordes ante la presencia de ruido o distorsidon para los operadores de la MM y

MMD.

En cada experimento se compard la diferencia entre los bordes detectados o la aplicacion
del Top-Hat en las imagenes originales y en las imagenes ruidosas o distorsionadas, para cinco
operadores difusos y el operador morfolégico clasico. Cada operador difuso queda definido
por la t-norma y s-norma empleada. Se utilizaron doce imagenes y la medida de error usada

fue el error cuadratico medio, sobre los valores de intensidad de los pixeles.
A continuacion sigue un detalle de los experimentos:

e Imagenes: Se utilizaron doce imagenes, las cuales corresponden a distintos tipos de
imagenes biomédicas, en las cuales es de interés determinar los bordes de los objetos
que las componen y/o detectar objetos localmente brillantes u oscuros mediante la
aplicacion del operador Top-Hat para un posterior andlisis. En la Figura 10.3 se

muestran algunas de las imagenes empleadas las cuales se detallan a continuacion:
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- Imagen (a): imagen de metalurgia, estd compuesta por acero con inclusiones de

perlita.

- Imagen (b): colonia de bacterias, caracterizadas por poseer forma esférica.

- Imagen (c): polimeros.

- Imagenes (d) a (g): ceramicos con inclusiones de almidon de maiz para la primera,

almiddn de papa para las dos siguientes y almidén modificado para la ultima.

- Imagenes (h) e (i): resonancia magnética de cerebros.

- Imagenes (j) y (k): polimeros con inclusiones de aserrin.

Imagen (l): células tomadas por medio de un microscopio.

e MMD: Para los operadores de la MMD se usaron cinco t-normas y s-normas. Las
normas utilizadas fueron la “Algebraica”, “Estandar”, “Acotada”, “Dubois and Prade” y
“Hamacher”, mencionadas en la Tabla 7.1. La norma “Drdstica” fue removida debido a

su bajo desempefio en la deteccion de bordes (Ver Apéndice C).

e  Operadores: Se aplicaron los siguientes operadores:

Gradiente por dilatacién: grad, (f,g)=D(f.g)-f

- Gradiente por erosion: grad, (f,g)=f—-E(f.g)

- Gradiente morfoldégico: gradE’D(f,g)=D(f,g)—E(f,g)
- Top-Hat por apertura: p,.. (f.8)=f-D(E(f.8).8)

- Top-Hat por cierre: p,,..(f.g)=E(D(f.g).8)—f

Para el primer tipo de experimentos, que consisten en agregar ruido a la imagen original, se

generd ruido Gaussiano N(O,az) que se adiciond a las imdagenes utilizando los siguientes

valores de varianza: 6> =50, 0> =100 y o” =150. Todos los célculos se repitieron 100 veces

donde la diferencia entre las distintas iteraciones reside en la aleatoriedad del ruido generado.
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Para el segundo tipo de experimentos, que consisten en convolucionar la imagen original
creando una imagen distorsionada, se utilizaron mascaras planas de convolucion de dimension

3%x3, 5%x5 vy 9%9.

(i) (k) U

Figura 10.3: Imagenes utilizadas para desarrollar los experimentos.
(a) Acero con inclusiones de perlita. (b) Colonia de bacterias con forma esférica. (c) Polimeros.
(d) Ceramico con inclusiones de almidén de maiz. (e)-(f) Ceramicos con inclusiones de almidén de papa.
(g) Cerédmico con inclusiones de almidén modificado. (h)-(i) Resonancias magnéticas de cerebros.
(j)-(k) Polimeros con inclusiones de aserrin. (I) Células tomadas con un microscopio.
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Para analizar los resultados frente a diferentes condiciones, se varidé la dimensién del

elemento estructurante y se eligié un valor del pardmetro ¥ asociado a algunas t-normas y s-

normas. En total se disefiaron tres experimentos de la siguiente manera:

e Dimensién del elemento estructurante: En la MMD se utilizaron elementos
estructurantes difusos de dimensiones 3x3, 5x5 y 7x7. Estos elementos son
simétricos con forma de campana generados por una funcidon Gausiana (ver Apéndice
B). En la MM se utilizé un elemento estructurante plano de igual dimensidn al utilizado

en la MMD.

e  Pardmetros de las normas: Como se puede observar en las Tabla 1, las normas

“Hamacher” y “Dubois and Prade” requieren un parametro. Se utilizé6 y=0.2 el cual se

determind de forma heuristica.

10.2 Resultados

En esta seccidn se presentan los resultados obtenidos. En la seccidén 10.2.1 se muestran los
resultados de los experimentos en los cuales a la imagen original se le adiciond ruido
Gaussiano, los cuales seran denominados “Experimentos utilizando ruido”. En la seccién 10.2.2
se muestran los resultados de los experimentos en los cuales se distorsiono la imagen original,

los cuales seran denominados “Experimentos utilizando la convolucién”.

10.2.1 Resultados de los experimentos utilizando ruido

En primer lugar, a modo de ejemplo, en la Figura 10.4 se muestran algunas imagenes

procesadas por los operadores bajo estudio utilizando un EE de dimension 3x 3.

En las Tablas 10.1 a 10.15, se muestran las matrices de errores para los distintos
operadores de deteccién de bordes y para los operadores Top-Hat. Estas matrices se

generaron de la siguiente manera:

e  Se calculd la media aritmética de los errores de las 100 iteraciones para cada imageny
cada varianza, obteniéndose un valor medio de error para cada norma. Con esto se

obtuvo un error medio para cada imagen, varianza y norma.
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e  Para obtener un error medio para cada varianza y cada norma, se calculd la media

aritmética de los errores sobre todas las imagenes para cada varianza y cada norma.

e Los errores medios obtenidos se presentan en las matrices de errores, con las
varianzas como filas y las normas usadas como columnas. La ultima columna contiene
los errores del operador morfoldgico clasico, para los tres valores de varianza. Los
numeros resaltados con sombra oscura muestran los mejores valores obtenidos
(minimo error), mientras que los nimeros resaltados con sombra clara muestran los

peores valores obtenidos (maximo error).

En las Figuras 10.5, 10.7, 10.9, 10.11 y 10.13 se muestran graficamente los resultados
obtenidos. Las lineas representan el error cuadratico medio en funcidn de la cantidad de ruido
(varianza), para la MM vy las distintas normas para los operadores de la MMD. Los segmentos
verticales sobre las curvas de error, que se observan en las figuras, corresponden a las medias

de las dispersiones de los errores.

En las Figuras 10.6, 10.8, 10.10, 10.12 y 10.14 se muestran los diagramas de cajas realizados
para cada nivel de ruido generado, es decir, para cada valor de varianza utilizado. Estos
diagramas visualizan graficamente los errores comparando los operadores de la MM y dos
operadores de la MMD, el de mayor y el de menor error. Cada diagrama incluye todos los

tamafios del EE usados.

10.2.2 Resultados de los experimentos utilizando Ia

convolucion

En primer lugar, a modo de ejemplo, en la Figura 10.15 se muestran algunas imagenes

procesadas por los operadores bajo estudio utilizando un EE de dimension 3x 3.

En las Tablas 10.16 a 10.30, se muestran las matrices de errores para los distintos
operadores de deteccién de bordes y para los operadores Top-Hat. Estas matrices se

generaron de manera similar a las generadas en la seccién anterior.

En las Figuras 10.16, 10.18, 10.20, 10.22 y 10.24 se muestran graficamente los resultados

obtenidos. Las lineas representan el error cuadratico medio en funcién de la dimensién de la
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mascara de convolucién, para la MM vy las distintas normas para los operadores de la MMD.
Los segmentos verticales sobre las curvas de error, que se observan en las figuras,

corresponden a las medias de las dispersiones de los errores.

En las Figuras 10.17, 10.19, 10.21, 10.23 y 10.25 se muestran los diagramas de cajas
realizados para cada dimensién de la mascara de convolucion utilizada. Estos diagramas
visualizan graficamente los errores comparando los operadores de la MM y dos operadores de
la MMD, el de mayor y el de menor error. Cada diagrama incluye todos los tamafios del EE

usados.
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o
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e 0,
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.
.
(a)
MMD usando la norma “Acotada”
Deteccidn en la Deteccidn en la Deteccidn en la Deteccidn en la
imagen original imagen inmersa en ruido imagen original imagen inmersa en ruido

(s) (t)

Figura 10.4: Visualizacion de los resultados de los experimentos utilizando ruido.
(a) Imagen original. (b) Imagen inmersa en ruido utilizando una varianza igual a 50.
(c)-(f) Gradiente por dilatacién. (g)-(j) Gradiente por erosién. (k)-(n) Gradiente morfoldgico.
(fi)-(a) Top-Hat por apertura. (r)-(u) Top-Hat por cierre.
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Tabla 10.1: Matriz de errores para el gradiente por dilataciéon usando un EE de 3x3

Algebraica Estdndar Acotada D&P Hamacher MM

50 0.00097137 0.002838 0.0009969 0.0028472 0.0011381 3.1725e-006

o’ 100 0.0020707 0.0047205 0.0016289 0.0047321 0.0024342 5.0222e-006

150 0.0032668 0.0065807 0.0024151 0.0065948 0.0037989 6.0549¢-006

Tabla 10.2: Matriz de errores para el gradiente por dilatacién usando un EE de 7x7

Algebraica Estdndar Acotada D&P Hamacher MM
50 0.0010797 0.0059647 0.0016734 0.0059884 0.0012165 3.6629¢-006
o’ 100 0.0021735 0.0083676 0.002201 0.0083974 0.0025854 5.5925e-006
150 0.0033652 0.010731 0.0028915 0.010766 0.004023 6.4107e-006

Tabla 10.3: Matriz de errores para el gradiente por dilatacion usando un EE de 11x11

Algebraica Estdndar Acotada D&P Hamacher MM
50 0.001096 0.0069757 0.0018092 0.0069982 0.0012379 3.8122e-006
o’ 100 0.002176 0.0094224 0.0023238 0.0094512 0.002615 5.5268e-006
150 0.0033533 0.011826 0.0029988 0.011861 0.0040555 6.0731e-006
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Figura 10.5: Graficos de los errores del gradiente por dilatacidn.
(a) EE de dimension 3x3. (b) EE de dimension 7x7 . (c) EE de dimension 11x11.
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Figura 10.6: Diagramas de cajas para el gradiente por dilatacion.
(a) Varianza: 50. (b) Varianza: 100. (c) Varianza: 150.
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Tabla 10.4: Matriz de errores para el gradiente por erosién usando un EE de 3x3

Algebraica Estdndar Acotada D&P Hamacher MM
50 0.00092689 0.0027964 0.0012553 0.0027324 0.0011048 3.0539e-006
o’ 100 0.0019897 0.0047527 0.0018379 0.0046699 0.0023751 4.582e-006
150 0.0031483 0.0067012 0.0025813 0.006602 0.0037085 5.4161e-006
Tabla 10.5: Matriz de errores para el gradiente por erosién usando un EE de 7x7
Algebraica Estdndar Acotada D&P Hamacher MM
50 0.0010224 0.0066911 0.0027148 0.0065838 0.0010915 3.3227e-006
o’ 100 0.0020223 0.0091856 0.0031518 0.0090603 0.0023677 4.5661e-006
150 0.0031306 0.011637 0.0037485 0.011495 0.0037208 5.1627e-006
Tabla 10.6: Matriz de errores para el gradiente por erosién usando un EE de 11x11
Algebraica Estdndar Acotada D&P Hamacher MM
50 0.0010758 0.008016 0.0033175 0.0079098 0.0010589 3.0368e-006
o’ 100 0.0020375 0.010499 0.0037107 0.010376 0.0022957 3.986e-006
150 0.0031064 0.012931 0.0042625 0.012792 0.0036085 4.4225e-006
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Resultados: Robustez de operadores para la deteccion de bordes y la aplicacion del Top-Hat
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Figura 10.7: Graficos de los errores del gradiente por erosion.
(a) EE de dimension 3x3. (b) EE de dimension 7x7 . (c) EE de dimension 11x11.
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Figura 10.8: Diagramas de cajas para el gradiente por erosion.
(a) Varianza: 50. (b) Varianza: 100. (c) Varianza: 150.
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Resultados: Robustez de operadores para la deteccion de bordes y la aplicacion del Top-Hat

Tabla 10.7: Matriz de errores para el gradiente morfoldgico usando un EE de 3x3

Algebraica Estdndar Acotada D&P Hamacher MM
50 0.0013192 0.0073694 0.0019333 0.0072623 0.0017569 5.0787e-006
o’ 100 0.0029974 0.01176 0.0023957 0.011621 0.004049 6.1804e-006
150 0.0050088 0.01616 0.0032691 0.015992 0.0066023 6.6197e-006

Tabla 10.8: Matriz de errores para el gradiente morfoldgico usando un EE de 7x7

Algebraica Estdndar Acotada D&P Hamacher MM
50 0.0013893 0.019553 0.0039567 0.01938 0.0017575 3.9383e-006
o’ 100 0.0028243 0.026132 0.0038774 0.025931 0.0040612 4.8898e-006
150 0.0046373 0.032518 0.0042612 0.032292 0.0066635 5.116e-006

Tabla 10.9: Matriz de errores para el gradiente morfolégico usando un EE de 11x11

Algebraica Estdndar Acotada D&P Hamacher MM
50 0.001407 0.023089 0.0046263 0.022903 0.0017066 3.4357e-006
o’ 100 0.0027227 0.029788 0.0044105 0.029577 0.0039226 4.1581e-006
150 0.0044134 0.036216 0.0046596 0.035983 0.0064265 4.208e-006

Segmentacion en Imagenes Médicas mediante técnicas de Morfologia Matematica Difusa 188




Resultados: Robustez de operadores para la deteccion de bordes y la aplicacion del Top-Hat
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Figura 10.9: Graficos de los errores del gradiente morfolégico.
(a) EE de dimension 3x3. (b) EE de dimension 7x7 . (c) EE de dimension 11x11.
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Figura 10.10: Diagramas de cajas para el gradiente morfoldgico.
(a) Varianza: 50. (b) Varianza: 100. (c) Varianza: 150.
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Resultados: Robustez de operadores para la deteccion de bordes y la aplicacion del Top-Hat

Tabla 10.10: Matriz de errores para el Top-Hat por apertura usando un EE de 3x3
Algebraica Estdndar Acotada D&P Hamacher MM
50 0.00066775 0.0011221 0.00073581 0.001096 0.00075711 0.00092816
100 0.0014369 0.0019884 0.0012207 0.0019494 0.0015824 0.0018892
150 0.0022443 0.0028816 0.0018259 0.0028317 0.002422 0.0028608
Tabla 10.11: Matriz de errores para el Top-Hat por apertura usando un EE de 7x7
Algebraica Estdndar Acotada D&P Hamacher MM
50 0.00074033 0.0026437 0.0018914 0.0025663 0.00081347 0.0013114
100 0.0015237 0.00396 0.0022712 0.0038593 0.0017431 0.0027335
150 0.0023717 0.0052839 0.0027856 0.0051639 0.0027078 0.0041939
Tabla 10.12: Matriz de errores para el Top-Hat por apertura usando un EE de 11x11
Algebraica Estdndar Acotada D&P Hamacher MM
50 0.00079186 0.0024952 0.0027842 0.0024358 0.00079066 0.0015104
100 0.0015408 0.0038228 0.0031128 0.0037461 0.0016932 0.0031974
150 0.0023544 0.0051468 0.0035736 0.0050555 0.0026343 0.0049563
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Resultados: Robustez de operadores para la deteccion de bordes y la aplicacion del Top-Hat
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Figura 10.11: Gréfico de los errores del Top-Hat por apertura.
(a) EE de dimension 3x3. (b) EE de dimension 7x7 . (c) EE de dimension 11x11.
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Figura 10.12: Diagramas de cajas para Top-Hat por apertura.
(a) Varianza: 50. (b) Varianza: 100. (c) Varianza: 150.
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Resultados: Robustez de operadores para la deteccion de bordes y la aplicacion del Top-Hat

Tabla 10.13: Matriz de errores para el Top-Hat por cierre usando un EE de 3x3

Algebraica Estdndar Acotada D&P Hamacher MM
50 0.00086797 0.001557 0.0010732 0.0015755 0.00096396 0.00091597
o’ 100 0.0017622 0.0024927 0.0017148 0.0025184 0.0019182 0.0018739
150 0.0026763 0.0034315 0.0024685 0.0034633 0.0028659 0.0028501
Tabla 10.14: Matriz de errores para el Top-Hat por cierre usando un EE de 7x7
Algebraica Estdndar Acotada D&P Hamacher MM
50 0.0010852 0.0026575 0.0024975 0.0026866 0.0011431 0.0013684
o’ 100 0.0020753 0.0040058 0.0031641 0.0040465 0.0022928 0.0028502
150 0.0031068 0.0053937 0.0039423 0.0054442 0.0034558 0.0043686
Tabla 10.15: Matriz de errores para el Top-Hat por cierre usando un EE de 11x11
Algebraica Estdndar Acotada D&P Hamacher MM
50 0.0011478 0.0026346 0.0029254 0.0026809 0.0011592 0.0016609
o’ 100 0.0021271 0.0041274 0.0035926 0.0041836 0.0023214 0.0034824
150 0.0031493 0.0056199 0.0043639 0.0056887 0.0034957 0.0053529
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Resultados: Robustez de operadores para la deteccion de bordes y la aplicacion del Top-Hat
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Figura 10.13: Gréficos de los errores para el Top-Hat por cierre.
(a) EE de dimension 3x3. (b) EE de dimension 7x7 . (c) EE de dimension 11x11.
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Figura 10.14: Diagramas de cajas para el Top-Hat por cierre.
(a) Varianza: 50. (b) Varianza: 100. (c) Varianza: 150.
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Resultados: Robustez de operadores para la deteccion de bordes y la aplicacion del Top-Hat
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Figura 10.15: Visualizacién de los resultados de los experimentos utilizando la convolucion.
(a) Imagen original. (b) Imagen distorsionada con una mascara de dimension 3.
(c)-(f) Gradiente por dilatacién. (g)-(j) Gradiente por erosién. (k)-(n) Gradiente morfoldgico.
(fi)-(a) Top-Hat por apertura. (r)-(u) Top-Hat por cierre.
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Resultados: Robustez de operadores para la deteccion de bordes y la aplicacion del Top-Hat

Tabla 10.16: Matriz de errores para el gradiente por dilatacién usando un EE de 3x3

Algebraica Estdndar Acotada D&P Hamacher MM
Dim 0.0081837 0.0060459 0.0098441 0.0060458 0.0074574 3.2061e-006
Matriz 0.012565 0.010151 0.013684 0.010151 0.011857 4.7909e-006
Conv. 0.014685 0.012534 0.015022 0.012534 0.014313 5.9594e-006
Tabla 10.17: Matriz de errores para el gradiente por dilataciéon usando un EE de 7x7
Algebraica Estdndar Acotada D&P Hamacher MM
Dim 3 0.0090894 0.0053468 0.011803 0.0053468 0.0077704 2.468e-006
Matriz 5 0.015197 0.0099011 0.016848 0.009901 0.01405 3.9633e-006
Conv. 9 0.018851 0.014557 0.019302 0.014557 0.018316 6.2654e-006
Tabla 10.18: Matriz de errores para el gradiente por dilatacién usando un EE de 11x11
Algebraica Estdndar Acotada D&P Hamacher MM
Dim 3 0.0090362 0.0057743 0.011845 0.0057742 0.0076739 2.1622e-006
Matriz 5 0.015053 0.0096157 0.016816 0.0096156 0.013857 3.2276e-006
Conv. 9 0.019223 0.014462 0.019677 0.014462 0.018679 5.337e-006
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Resultados: Robustez de operadores para la deteccion de bordes y la aplicacion del Top-Hat
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Figura 10.16: Gréfico de los errores del gradiente por dilatacién.
(a) EE de dimension 3x3. (b) EE de dimensiéon 7x7 . (c) EE de dimension 11x11.
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Figura 10.17: Diagramas de cajas para el gradiente por dilatacién.
(a) Dimension: 3. (b) Dimension: 5. (c) Dimensidn: 9.
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Resultados: Robustez de operadores para la deteccion de bordes y la aplicacion del Top-Hat

Tabla 10.19: Matriz de errores para el gradiente por erosion usando un EE de 3x3

Algebraica Estdndar Acotada D&P Hamacher MM
Dim 0.0094862 0.007517 0.012073 0.0075173 0.0086212 3.0602e-006
Matriz 0.014384 0.011908 0.016239 0.011908 0.013451 4.8969¢-006
Conv. 0.016961 0.014564 0.017732 0.014564 0.016253 6.1261e-006
Tabla 10.20: Matriz de errores para el gradiente por erosidon usando un EE de 7x7
Algebraica Estdndar Acotada D&P Hamacher MM
Dim 3 0.01096 0.006514 0.016279 0.006513 0.0090346 2.6595e-006
Matriz 5 0.018995 0.013184 0.022148 0.013186 0.017151 4.2132e-006
Conv. 9 0.023663 0.018493 0.024806 0.018493 0.022501 6.4986e-006
Tabla 10.21: Matriz de errores para el gradiente por erosidn usando un EE de 11x11
Algebraica Estdndar Acotada D&P Hamacher MM
Dim 3 0.01126 0.0065838 0.017273 0.0065825 0.0090086 2.4069¢-006
Matriz 5 0.019458 0.011888 0.023228 0.011888 0.017233 3.614e-006
Conv. 9 0.024927 0.018422 0.026237 0.018422 0.023622 5.7336e-006
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Resultados: Robustez de operadores para la deteccion de bordes y la aplicacion del Top-Hat
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Figura 10.18: Gréfico de los errores del gradiente por erosion.
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Figura 10.19: Diagramas de cajas para el gradiente por erosién.
(a) Dimension: 3. (b) Dimension: 5. (c) Dimensidn: 9.
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Resultados: Robustez de operadores para la deteccion de bordes y la aplicacion del Top-Hat

Tabla 10.22: Matriz de errores para el gradiente morfolégico usando un EE de 3x3

Algebraica Estdndar Acotada D&P Hamacher MM
Dim 3 0.013922 0.009551 0.017592 0.0095543 0.012453 1.913e-006
Matriz 5 0.024608 0.019272 0.027533 0.019272 0.02293 3.592e-006
Conv. 9 0.031104 0.02631 0.032269 0.026312 0.029903 6.7043e-006
Tabla 10.23: Matriz de errores para el gradiente morfolédgico usando un EE de 7x7
Algebraica Estdndar Acotada D&P Hamacher MM

Dim 3 0.016184 0.0072999 0.022646 0.0073025 0.013521 1.033e-006

Matriz 5 0.030432 0.017923 0.034885 0.017925 0.027539 1.7178e-006

Conv. 9 0.039368 0.028496 0.040966 0.028497 0.037569 3.692e-006

Tabla 10.24: Matriz de errores para el gradiente morfolégico usando un EE de 11x11

Algebraica Estdndar Acotada D&P Hamacher MM
Dim 3 0.016255 0.0066972 0.023346 0.0066994 0.013288 7.4317e-007
Matriz 5 0.030414 0.015711 0.03535 0.015713 0.027209 1.1239e-006
Conv. 9 0.039797 0.026443 0.041563 0.026443 0.037853 2.0157e-006
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Resultados: Robustez de operadores para la deteccion de bordes y la aplicacion del Top-Hat
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Figura 10.20: Gréfico de los errores del gradiente morfoldgico.
(a) EE de dimension 3x3. (b) EE de dimension 7x7 . (c) EE de dimension 11x11.
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Figura 10.21: Diagramas de cajas para el gradiente morfoldgico.
(a) Dimension: 3. (b) Dimension: 5. (c) Dimensidn: 9.
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Tabla 10.25: Matriz de errores para el Top-Hat por apertura usando un EE de 3x3

Algebraica Estdndar Acotada D&P Hamacher MM
Dim 3 0.0047659 0.0048663 0.005706 0.0048701 0.0045869 0.0034926
Matriz 5 0.0069493 0.0071197 0.0073935 0.0071225 0.0068055 0.0045303
Conv. 9 0.008021 0.0081073 0.0081993 0.0081092 0.0078738 0.0047163
Tabla 10.26: Matriz de errores para el Top-Hat por apertura usando un EE de 7x7
Algebraica Estdndar Acotada D&P Hamacher MM
Dim 3 0.0068692 0.0060238 0.010252 0.006037 0.0059438 0.0066926
Matriz 5 0.011373 0.010458 0.012785 0.010475 0.010611 0.010956
Conv. 9 0.014155 0.013733 0.014636 0.013752 0.013679 0.013019
Tabla 10.27: Matriz de errores para el Top-Hat por apertura usando un EE de 11x11
Algebraica Estdndar Acotada D&P Hamacher MM
Dim 3 0.0078256 0.0053709 0.012406 0.0053788 0.0064655 0.0078658
Matriz 5 0.01304 0.010135 0.015219 0.010149 0.011849 0.014274
Conv. 9 0.016668 0.014712 0.017378 0.014733 0.01599 0.019003
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Figura 10.22: Gréfico de los errores del Top-Hat por apertura.
(a) EE de dimension 3x3. (b) EE de dimension 7x7 . (c) EE de dimension 11x11.
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Figura 10.23: Diagramas de cajas para el Top-Hat por apertura.

(a) Dimension: 3. (b) Dimension: 5. (c) Dimensidn: 9.
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Tabla 10.28: Matriz de errores para el Top-Hat por cierre usando un EE de 3x3
Algebraica Estdndar Acotada D&P Hamacher MM
Dim 0.0046714 0.0044911 0.0051584 0.0044721 0.004576 0.004105
Matriz 0.0073 0.0071399 0.0073433 0.0071191 0.007311 0.00491
Conv. 0.0091377 0.0090543 0.0091163 0.0090323 0.0091784 0.0049479
Tabla 10.29: Matriz de errores para el Top-Hat por cierre usando un EE de 7x7
Algebraica Estdndar Acotada D&P Hamacher MM
Dim 3 0.0064601 0.0053912 0.0084273 0.0053733 0.0059203 0.0061166
Matriz 5 0.01056 0.0095125 0.011287 0.009485 0.010297 0.011151
Conv. 9 0.01355 0.013229 0.013652 0.013198 0.013514 0.012631
Tabla 10.30: Matriz de errores para el Top-Hat por cierre usando un EE de 11x11
Algebraica Estdndar Acotada D&P Hamacher MM
Dim 3 0.0067236 0.005263 0.0090719 0.0052543 0.0060519 0.0068999
Matriz 5 0.01104 0.0096043 0.012072 0.0095853 0.010647 0.013358
Conv. 9 0.014348 0.01381 0.014613 0.013777 0.014192 0.018189
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Figura 10.24: Gréfico de los errores del Top-Hat por cierre.
(a) EE de dimension 3x3. (b) EE de dimension 7x7 . (c) EE de dimension 11x11.
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Figura 10.25: Diagramas de cajas para el Top-Hat por cierre.
(a) Dimension: 3. (b) Dimension: 5. (c) Dimensidn: 9.
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10.3 Discusion

10.3.1 Experimentos utilizando ruido

10.3.1.1 Gradiente por dilatacion

De los resultados obtenidos en los experimentos para analizar la robustez del gradiente por
dilatacion, se puede observar que para todos los niveles de ruido generados y para todas las

dimensiones del EE utilizadas la MM presenta el menor error.

Con respecto a los operadores de la MMD, para el caso en el que se utiliza un EE de
dimensién 3x3 el operador definido a partir de la t-norma “Algebraica” muestra el menor
error cuando se genera ruido con una varianza igual a 50, mientras que cuando la varianza es
igual a 100 y 150 el menor error lo muestra el operador definido a partir de la t-norma
“Acotada”. Sucede algo similar cuando se utilizan EE de dimensién 7x7 y 11x11
diferencidandose en el caso donde la varianza es igual a 100 donde la t-norma “Acotada” deja

de ser la que menor error presenta siendo la t-norma “Algebraica” l1a que ocupa ese lugar.

El gradiente por dilatacién utilizando la t-norma “Dubois and Prade” es el operador que

muestra el mayor error en todas las condiciones experimentales.

10.3.1.2 Gradiente por erosion

De los resultados obtenidos en los experimentos para analizar la robustez del gradiente por
erosion, se puede observar que para todos los niveles de ruido generados y para todas las
dimensiones del EE utilizadas la MM presenta el menor error al igual que ocurre en el caso del

analisis de robustez del gradiente por dilatacién.

Con respecto a los operadores de la MMD, para el caso en el que se utiliza un EE de
dimensién 3x3 el comportamiento del operador bajo analisis es idéntico al comportamiento
del gradiente por dilatacién. Es decir, el operador definido a partir de la s-norma “Algebraica”
muestra el menor error cuando se genera ruido con una varianza igual a 50, mientras que
cuando la varianza es igual a 100 y 150 el menor error lo muestra el operador definido a partir
de la s-norma “Acotada”. Cuando se utiliza un EE de dimensién 7x 7, para todos los niveles de
ruido generados, la s-norma “Algebraica” es la que muestra el mejor desempefio; sucediendo

algo similar cuando se utiliza un EE de dimension 11x11 salvo para el caso en el cual la
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varianza es igual a 50 donde el error mas pequefio se presenta cuando se usa la s-norma

“Hamacher”.

El gradiente por erosidn utilizando la s-norma “Estdndar” es el operador que muestra el

mayor error en todas las condiciones experimentales.

10.3.1.3 Gradiente morfoldégico

De los resultados obtenidos en los experimentos para analizar la robustez del gradiente
morfoldgico, se puede observar que para todos los niveles de ruido generados y para todas las
dimensiones del EE utilizadas la MM presenta el menor error al igual que ocurre en el caso del

analisis de robustez del gradiente por dilataciéon y del gradiente por erosion.

Con respecto a los operadores de la MMD, para el caso en el que se utiliza un EE de
dimensién 3x3 el comportamiento del operador bajo analisis es idéntico al comportamiento
del gradiente por dilatacién y del gradiente por erosidon. Cuando se utiliza un EE de dimensidn
7x7, el gradiente morfoldgico se comporta como el gradiente por dilatacién siendo la norma
“Algebraica” la que menor error presenta para los niveles de ruido generados por la varianza
igual a 50 y a 100, mientras que cuando la varianza es igual a 150 es la norma “Acotada” la que
muestra el mejor desempefio. Por ultimo, cuando se utiliza un EE de dimensiéon 11x11 Ia

norma “Algebraica” presenta el menor error para todos los niveles de ruido analizados.

El gradiente morfolédgico utilizando la norma “Estdndar” es el operador que muestra el

mayor error en todas las condiciones experimentales.

10.3.1.1 Top-Hat por apertura

De los resultados obtenidos en los experimentos para analizar la robustez del operador
Top-Hat por apertura, se puede observar que en el 88,89% de los casos cuando se utiliza la
norma “Estandar” se obtiene el mayor error; mientras que el 11,11% restante corresponde al
operador definido a partir de la norma “Acotada”. Este ultimo porcentaje se debe a que la
norma “Acotada” muestra el mayor error cuando se utiliza un EE de dimensiéon 11x11 vy se

genera ruido a partir de la varianza igual a 50.
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Para el caso en el que se utiliza un EE de dimensién 3x3 el comportamiento del operador
bajo analisis definido a partir de la norma “Algebraica” presenta el menor error cuando se
genera ruido con una varianza igual a 50; mientras que cuando la varianza es igual a 100 y 150
la norma que menor error muestra es la “Acotada”. Cuando el EE es de 7x7 la norma
“Algebraica” es la que mejor desempeio tiene para todos los niveles de ruido generados.
Cuando el EE es de 11x11 el mejor comportamiento, para el primer nivel de ruido, lo muestra
la norma “Hamacher” y para los otros niveles de ruido lo muestra la norma “Algebraica”. Es
importante destacar que la norma “Algebraica” tiene el mejor desempefio en el 66,67% de los

Casos.

En estos experimentos el Top-Hat por apertura de la MM no muestra un desempeno
superior al Top-Hat por apertura de la MMD, es decir, no presenta el error mas pequefio; pero

es importante recalcar que tampoco es el que muestra el peor comportamiento.

10.3.1.1 Top-Hat por cierre

De los resultados obtenidos en los experimentos para analizar la robustez del operador
Top-Hat por cierre, se puede observar que en el 88,89% de los casos cuando se utiliza la norma
“Dubois and Prade” se obtiene el mayor error; mientras que el 11,11% restante corresponde al
operador definido a partir de la norma “Acotada”. Este ultimo porcentaje se debe a que la
norma “Acotada” muestra el mayor error cuando se utiliza un EE de dimension 11x11 vy se
genera ruido a partir de la varianza igual a 50. Este comportamiento es idéntico al del operador

Top-Hat por apertura.

Para el caso en el que se utilizan EE de dimensiones 3x3 y 7x7 el comportamiento del
operador bajo analisis es idéntico al comportamiento del Top-Hat por apertura. Cuando la
dimension del EE es de 11x11 deja de tener el mismo desempefio que el Top-Hat por apertura
ya que para todos los niveles de ruido generados la norma “Algebraica” es la que muestra el
menor error. En este caso, esta Ultima norma tiene el mejor comportamiento en el 77,78% de

los casos analizados.

Al igual que ocurre para el Top-Hat por apertura, en estos experimentos el Top-Hat por
cierre de la MM no muestra un desempefio superior al Top-Hat por cierre de la MMD, es decir,
no presenta el error mas pequeiio; pero es importante recalcar que tampoco es el que

muestra el peor comportamiento.
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10.3.2 Experimentos utilizando la convolucion

10.3.2.1 Gradiente por dilatacion

De los resultados obtenidos en los experimentos para analizar la robustez del gradiente por
dilatacion, se puede observar que para todas las dimensiones de la mascara de convolucién

usadas y para todas las dimensiones del EE utilizadas la MM presenta el menor error.

Con respecto a los operadores de la MMD, el operador definido a partir de la t-norma
“Dubois and Prade” es el que muestra el mejor desempefio, mientras que el que usa la
t-norma “Acotada” es el que muestra el peor comportamiento, para todas las condiciones

experimentales disenadas.

Es importante destacar que cuando se utiliza un EE de 3x3 el error que presenta el
operador usando la t-norma “Estdndar” es idéntico al de la norma “Dubois and Prade” para las

mascaras de convolucién de dimension 5y 9.

10.3.2.2 Gradiente por erosion

De los resultados obtenidos en los experimentos para analizar la robustez del gradiente por
erosion, se puede observar que para todas las dimensiones de la mascara de convolucion
usadas y para todas las dimensiones del EE utilizadas la MM presenta el menor error, al igual

gue ocurre para el gradiente por dilatacion.

Entre los operadores definidos en la MMD, cuando se utiliza un EE de dimensidén 3x3 la
s-norma “Estandar” es la que presenta en menor error. Esta norma tiene un comportamiento
idéntico a la norma “Dubois and Prade” cuando la dimensién de la mascara de convolucion es
5y 9, hecho que también ocurre para el gradiente por dilatacion. Cuando el EE es de 7x7 la
s-norma que tiene el menor error es “Dubois and Prade” para la mascara de convolucién de
dimensidn 3, mientras que para las mascaras de dimensiones 5y 9 es la s-norma “Estdndar”.
Cuando el EE es de 11x11 la s-norma que tiene el menor error es “”Dubois and Prade” para

todas las dimensiones de la mascara de convolucion utilizadas.

El operador definido a partir de la s-norma “Acotada” es el que muestra el peor

desempeiio, para todas las condiciones experimentales disefiadas.
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10.3.2.3 Gradiente morfoldgico

De los resultados obtenidos en los experimentos para analizar la robustez del gradiente
morfoldgico, se puede observar que para todas las dimensiones de la mascara de convolucion
usadas y para todas las dimensiones del EE utilizadas la MM presenta el menor error, al igual

gue ocurre para el gradiente por dilatacion y el gradiente por erosion.

Entre los operadores definidos en la MMD, en todos los disefios experimentales el
operador que mejor desempefio presenta es el definido a partir de la norma “Estandar”. Es
importante destacar que este operador tiene idéntico comportamiento que el operador
definido a partir de la norma “Dubois and Prade” en dos casos: cuando el EE es de dimension
3x3 y la mascara de convolucidon es de dimensién 5, y cuando el EE es de 11x11 y la

dimension de la mascara de convolucién es 9.

El operador definido a partir de la norma “Acotada” es el que muestra el peor desempefio,

para todas las condiciones experimentales disefiadas.

10.3.2.4 Top-Hat por apertura

De los resultados obtenidos en los experimentos para analizar la robustez del operador
Top-Hat por apertura, se puede observar que en el 44,44% de los casos el menor error se
produce cuando se utiliza el operador definido en la MM, siendo el mismo porcentaje para el
caso en que se utiliza el operador de la MMD usando la norma “Estdndar”. En el 11,11%
restante se produce el minimo error cuando se utiliza el operador de la MMD usando la norma
“Hamacher”. Este ultimo porcentaje se debe a que la norma “Hamacher” presenta el menor
error cuando se utiliza un EE de dimensién 7x7 y la dimensién de la mascara de convolucion
es 3. Es importante destacar que cuando se utiliza un EE de 3x3 el operador de la MM es el
gue muestra el mejor desempefio para todas las dimensiones de la mascara de convolucion

usadas.

El mayor error lo presenta el operador de la MMD definido a partir de la norma “Acotada”
en un 88,89% de los casos, mientras que en el 11,11% restante el peor desempefio es
presentado por el operador de la MM. Dicho operador presenta el mayor error en un Unico
caso, el cual es cuando se utiliza un EE de 11x11 y la mascara de convolucién es de dimension

9.
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10.3.2.5 Top-Hat por cierre

De los resultados obtenidos en los experimentos para analizar la robustez del operador
Top-Hat por cierre, se puede observar que en el 44,44% de los casos el menor error se produce
cuando se utiliza el operador definido en la MM, mientras que en el 55,56% restante el mejor
desempeiio lo tiene el operador de la MMD definido a partir de la norma “Dubois and Prade”.
Es importante destacar que cuando se utiliza un EE de 3x3 el operador de la MM es el que
muestra el mejor desempefio para todas las dimensiones de la mascara de convolucion

usadas, al igual que ocurre para el Top-Hat por apertura.

El mayor error lo presenta el operador de la MMD definido a partir de la norma “Acotada”
en un 66,67% de los casos, en un 22,22% de los casos el peor desempefio lo muestra el
operador de la MM y el 11,11% restante es producido por la norma “Hamacher”. Este ultimo
porcentaje corresponde al caso en el que se utiliza un EE de 3x3 y la mascara de convolucion
es de dimensidn 9. El porcentaje correspondiente a la MM surge del experimento donde la

dimension del EE es de 11x11 y las dimensiones de la mascara de convolucién son 5y 9.

10.3.3 Conclusiones

Se puede concluir que, bajo las condiciones experimentales disefiadas, la deteccién de
bordes por medio de los operadores de la MM resultan ser mas robustos frente al ruidoy a la

distorsién de la imagen que los operadores de deteccion de bordes de la MMD analizados.

Para el caso de la aplicacién de la transformada Top-Hat se puede concluir que, bajo las
condiciones experimentales disefadas, existen normas de la MMD a las cuales la presencia de
ruido y/o la distorsién de la imagen las afecta en menor medida que a la transformada de la

MM.
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Capitulo 11

Aplicacion: Segmentacion de imadgenes usando
MMD

La segmentacién automatica de estructuras en imagenes médicas constituye un problema
significativo dentro del Procesamiento Digital de Imagenes. Debido a la baja relacién seial
ruido, al contraste pobre y al alto contenido de imprecisidn, la segmentaciéon de imagenes

meédicas resulta dificultosa con técnicas tradicionales.

En este capitulo se estudia la aplicacion de operadores morfolégicos difusos en la

segmentacién de vasos sanguineos presentes en angiografias retinales.

11.1 Segmentacion

La segmentacion de imagenes biomédicas es una tarea compleja debido a la baja relacién
sefial ruido, pobre contraste y alto contenido de imprecision, caracteristicos en este tipo de
imagenes. Las técnicas clasicas no resuelven satisfactoriamente la segmentacion de este tipo
de imagenes (Bouchet et al., 2007; Bouchet et al., 2008; Bouchet et al., 2005). Mas aun, cada
tipo de imagen dependiendo del equipo y de los requerimientos del diagndstico implica el
estudio de nuevas técnicas y de su implementacion computacional. Generar nuevas técnicas
para satisfacer las demandas en biomedicina constituye una motivacién constante para los
investigadores de esta temdtica. Un ejemplo de este problema es el andlisis de las angiografias

retinales (Bouchet et al., 2009), el cual es abordado en este capitulo.

La segmentacién automdtica de las estructuras en las imagenes médicas constituye el
primer paso fundamental para cualquier diagnéstico posterior. Las MM y la MMD son dos

técnicas que han resultado exitosas en la segmentacién en imagenes médicas.

El objetivo de este capitulo es estudiar la aplicacion de operadores morfoldgicos difusos
con el objeto de segmentar vasos sanguineos en angiografias retinales, para mejorar la
visualizacidon de dichas ramificaciones, y de esta manera realizar un diagndstico correcto por

parte de los expertos.

Segmentacion en Imdgenes Médicas mediante técnicas de Morfologia Matematica Difusa 212



Aplicacion: Segmentacion de imdgenes usando MMD

11.2 Materiales y métodos

La angiografia retinal es un examen diagndstico que usa camaras fotograficas especiales
para evaluar las estructuras del fondo ocular. Para realizar este examen se administran gotas
oculares que hacen dilatar la pupila para luego tomar fotografias del interior del ojo, es decir,
del flujo sanguineo de la retina. Después de tomar el primer grupo de imagenes, se inyecta un
tinte especial, llamado fluoresceina, dentro de la vena. Una camara especial toma fotografias
del ojo a medida que el tinte va pasando a través de los vasos sanguineos en la parte posterior
del ojo. De esta manera se logra determinar si existe una adecuada circulacion. Este examen se
utiliza para detectar fugas o dafios en los vasos sanguineos de la retina. También se puede usar
para diagnosticar problemas oculares o para determinar qué tan bien estd funcionando un

tratamiento (Spaeth, 1975; Schmetterer, 2007).

Dado que los vasos sanguineos en este tipo de imdgenes se caracterizan por ser objetos
brillantes (niveles de gris altos), con intensidades mayores al resto de la imagen (Figura 11.1
(a)), para su segmentacion se utiliza el Top-Hat difuso por apertura (Bouchet et al., 2009). Para
definir dicho operador en la MMD se utilizaron la t-norma y la s-norma “Estdndar” dadas por

las siguientes formulas:
t-norma: t(a,b)=min(a,b)
s-norma: s(a,b)=max(a,b)

Se utilizaron estas normas dado que son las de uso mas comun. Se utilizé un EE simétrico
con forma de campana generado por una funcién gaussiana de dimensidon 3x3 (Ver Apéndice

B).

Para comparar los resultados obtenidos respecto al Top-Hat clasico, se aplicd el mismo
procedimiento utilizando el Top-Hat por apertura definido en la MM. En este caso, usando un

EE plano cuya dimensidn es la misma que el determinado en la MMD.

El resultado de aplicar esta transformada es una imagen en niveles de gris donde se
observan resaltadas las regiones filtradas por el operador, las cuales representan los vasos
sanguineos presentes en la imagen. Para eliminar el ruido en la imagen filtrada se aplica una
binarizacidon que permite etiquetar las regiones que la determinan, donde O representa el
fondo de la imagen y 1 representa los objetos de interés. El umbral que se utiliza para binarizar
la imagen se determina de manera tal que el porcentaje de pixeles resultantes (vasos

sanguineos) sea el mismo tanto en la imagen procesada en la MMD como en la procesada en
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la MM. Para cada imagen la eleccién del umbral depende de las caracteristicas de la misma. De
esta manera, las imagenes pueden ser comparadas independientemente de los valores de gris

obtenidos.

11.3 Resultados

A modo de ejemplo se presentan algunos resultados en las Figuras 11.1, 11.2 y 11.3. En
primer lugar se muestra la imagen original. Luego, se muestra la segmentacion propuesta
binarizada. La seleccion del umbral para obtener la imagen resultado se realizd, eligiendo la
imagen que menor porcentaje de ruido presentaba. Para una mejor visualizacidon de la misma
se superpone dicha segmentacion sobre la imagen original. Por ultimo se muestra el resultado
obtenido a partir de la segmentacion clasica, es decir, utilizando los operadores de la MM

clasica.
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(d) (e)

Figura 11.1: Segmentacién de angiografias: Ejemplo 1.
(a) Imagen Original. (b) Segmentacidén difusa. (c) Segmentacion clasica. (d) Visualizacidn de la segmentacion difusa.
(e) Visualizacion de la segmentacion clasica. Porcentaje de pixeles clasificados como vasos sanguineos: 13%

Segmentacion en Imagenes Médicas mediante técnicas de Morfologia Matematica Difusa 215



Aplicacion: Segmentacion de imdgenes usando MMD

(d) (e)

Figura 11.2: Segmentacién de angiografias: Ejemplo 2.
(a) Imagen Original. (b) Segmentacién difusa. (c) Segmentacion clasica. (d) Visualizacion de la segmentacion difusa.
(e) Visualizacién de la segmentacidn clasica. Porcentaje de pixeles clasificados como vasos sanguineos: 13%
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(b) MMD 85% (c) MM 85%

(d) (e)

Figura 11.3: Segmentacion de angiografias: Ejemplo 3.
(a) Imagen Original. (b) Segmentacion difusa. (c) Segmentacidn clasica. (d) Visualizacidn de la segmentacion difusa.
(e) Visualizacién de la segmentacidn clasica. Porcentaje de pixeles clasificados como vasos sanguineos: 15%
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11.4 Discusion

A partir de las imdagenes procesadas se puede observar que la segmentacién difusa de
angiografias retinales muestra resultados mas completos, detectando regiones de vasos
sanguineos que la MM clasica no detectd. En particular, esto se puede observar en las regiones
de la imagen donde las intensidades del elemento de interés y del fondo tienden a ser
similares. Para las imdgenes procesadas se puede concluir que la aplicaciéon del Top-Hat por

apertura difuso presenta mayor robustez que el Top-Hat por apertura definido en la MM.

Como trabajo futuro se propone automatizar la deteccidon del umbral que se utiliza para
binarizar la imagen obtenida luego de la aplicacion del Top-Hat por apertura. Anilisis
cuantitativos adicionales serdn necesarios para confirmar estos resultados, utilizando
imagenes donde los vasos sanguineos se encuentran ya segmentados para usar como “gold

standar”.
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Capitulo 12

Conclusiones

En esta tesis se presento el estado del arte de la MMD vy se evalud, analizé y comparo el
comportamiento de distintos operadores morfoldgicos difusos frente a los operadores

morfoldgicos clasicos.

En la bibliografia existen diversos enfoques basados en la teoria de conjuntos difusos que
abordan la extensién de los operadores morfoldgicos binarios a imagenes en niveles de gris. Se
realizé un analisis exhaustivo presentando los distintos enfoques y encontrando la unificacion
de todos ellos en las formulas dadas por Bloch y Maitre, las cuales fueron utilizadas a lo largo

de este trabajo.

Es importante destacar que se utilizd la Logica Difusa para extender los operadores de la
MM binaria a niveles de gris, sin considerar la naturaleza de las imagenes. No se considerd a la
imagen como una representacion difusa de un objeto, sino que se la modelé como un

conjunto difuso con el fin de poder aplicar la teoria de conjuntos difusos.

En la MMD, al utilizar conceptos de la teoria de conjuntos difusos, la légica difusa juega un
papel fundamental. Un caso particular de esta légica es la Logica Difusa Compensatoria. Se
presentd su definicidén y se propuso una nueva cuarteta de operadores, basada en la media
aritmética, que satisfacen los axiomas necesarios para generar una nueva Légica Difusa
Compensatoria. A partir de la conjuncién y la disyuncidon de esta logica se definieron los
operadores basicos, dilatacidn y erosidn, dando origen a la MMC la cual resulta ser un caso

particular de la MMD.

Luego de definir los operadores en las distintas teorias, Morfologia Matematica (MM),
Morfologia Matematica Difusa (MMD) y Morfologia Matematica Compensatoria (MMC), en
primer lugar se evallo la robustez frente al ruido de los operadores basicos dilatacién y
erosion. A partir de los resultados obtenidos para los experimentos disefiados se pudo concluir
qgue los operadores basicos de la Morfologia Matematica Compensatoria tienen, en general,

mayor robustez frente al ruido para el tipo de imagenes y ruido utilizados.

En segundo lugar, se evalud la robustez de los filtros morfoldgicos basicos apertura y cierre.

En este caso solo se analizé el desempeno de los filtros definidos en la MM y en la MMD. Bajo
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las condiciones experimentales planteadas, se pudo concluir que existen filtros morfoldgicos
difusos a los cuales la presencia de ruido en la imagen original los afecta en menor grado que a

los filtros morfoldgicos clasicos.

En tercer lugar, se evalud la robustez de los filtros secuenciales alternados apertura-cierre y
cierre-apertura de la MM y la MMD. Se pudo concluir que existen filtros secuenciales
alternados de la MMD cuya aplicacién permite eliminar el ruido y conservar las estructuras de
la imagen bajo estudio sin afectar en gran medida su forma y tamafio original, con un

desempefiio superior al de los filtros secuenciales alternados de la MM.

En cuarto lugar, se evalud la robustez de los operadores de deteccién de bordes y la
aplicacion del Top-Hat. Se analizaron diferentes operadores de detecciéon de bordes y las
transformadas Top-Hat de la MM y la MMD. En algunos casos se encontré que los operadores
de la MM fueron los que mostraron el mejor desempefio, pero cuando se analizé la aplicacion
de las transformadas Top-Hat se encontré que existen normas de la MMD que muestran un
mejor desempefio que la MM para el caso donde se agregd ruido Gaussiano a la imagen
original. Para el caso donde se generd una imagen distorsionada, las conclusiones a las que se
arriba son similares salvo para el caso de la transformada Top-Hat, donde no siempre se

encuentran normas en la MMD cuyo desempefio sea mejor a la MM.

Por ultimo, se presentd una aplicacion en la segmentacion de imagenes médicas, en este
caso, angiografias retinales, utilizando la MMD. A partir de las imagenes procesadas se pudo
observar que la segmentacion mediante operadores de la MMD mostraron resultados mas
completos, detectando regiones de los vasos sanguineos que la segmentacién utilizando
operadores de la MM no detectd. La segmentacidn propuesta permitié mejorar la visualizacion
de los vasos sanguineos y, como consecuencia, realizar un diagndstico correcto por parte de

los expertos.

Como trabajos futuros se propone realizar un analisis exhaustivo del tipo de elemento
estructurante utilizado en la MMD, estudiando el comportamiento de distintas formas que
éste puede tomar. También se propone realizar la segmentacion de los vasos sanguineos de las
angiografias retinales a partir de operadores de la MMD definidos mediante otras normas para
mejorar aln mas los resultados obtenidos. Por ultimo, se plantea estudiar la aplicacién de los
operadores de la MMD para analizar si resulta ventajosa cuando hay ruido o distorsidon en

cualquier tipo de imagen.
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Conjunciones y Disyunciones de la Ldgica Difusa

Del mismo modo que en la ldgica cldsica tenemos la conjuncién y la disyuncién para
modelar las operaciones interseccién y unidn en teoria de conjuntos, se necesita también
operadores difusos que modelen dichas operaciones. Las t-normas y las s-normas son
operadores que modelan la interseccidn y la union entre conjuntos difusos, respectivamente,

sin perder generalidad cuando se trate de conjuntos clasicos.

A.1 Conjuncion difusa y disyuncion difusa
La conjuncién difusa y la disyuncién difusa surgen de extender al rango [0,1] la conjuncidn

y la disyunciéon booleana definidas sobre el conjunto {0,1} .

Definicién A.1: Una funcion C:[0,1]x[0,1] -[0,1] es una conjuncién difusa si es creciente
en ambos argumentos y satisface:

C(0,0)=C(0,1)=C(10)=0

C(11)=1 (A

Definicién A.2: Una funcién D:[0,1]x[0,1] -[0,1] es una disyuncién difusa si es creciente
en ambos argumentos y satisface:

D(11)=D(0,2)=D(1,0)=1

D(0,0)=0 (a2

A.2 Las normas en la definicion de los operadores basicos de la MMD

Existen conjunciones que no son conmutativas. Por ejemplo, sea C:[0,1]x[0,1]—[0,1]
dada por C(s,t)=s3.t2. Esta funcidn satisface la ecuacién (A.1) y es creciente en ambos

argumentos ya que si se toman a,b,c,d 6[0,1] talesque a<cy b<d:
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a’<c®yb*<d?’=a’h?’<c’d’=C(a,b)<C(c,d).

Esta conjuncién difusa no es conmutativa. Es aqui donde surge un gran problema. En la

ecuacion (5.46):

X (roB) (X)ZSUp[ZA(y) N X, (Y)] (A.2)

yeU

se reemplazé y, por u,, xs Por py Yy la conjuncion booleana por una t-norma t

obteniéndose la siguiente expresidn para la dilatacién difusa:

H (noB) (x):sup[t(,uA(y),yB(y—x))] (A.3)

yeU

Si la conjuncién booleana se hubiese reemplazado por la conjuncién difusa, se hubiese

obtenido la siguiente expresion:

H (roB) (x)=sup[C(,uA(y),,uB(y—x))] (A.4)

yeU

la cual no define una dilatacidon dado que la dilatacidon debe ser conmutativa como se mostrd

en la propiedad 3.12 del capitulo 3 y en este caso esta propiedad no se cumple.

Como consecuencia surge la necesidad de incorporar una funcién que sea conmutativa y
gue posea las mismas caracteristicas que la conjuncién difusa. Las t-normas definidas en el

capitulo 4 cumplen con esa condicion y algunas restricciones adicionales.

Definicién A.3: Una funcién t:[0,1]x[0,1]—[0,1] es una norma triangular (t-norma) si

satisface las siguientes condiciones para cualesquiera a,b,c e [0,1] (Dubois & Prade, 1980):
i. Condicién de frontera: t(a,1)=a
ii. Simetria: t(a,b)=t(b,a)
iii. Monotonicidad: Si a<c y b<d entonces t(a,b)<t(c,d)
iv. Asociatividad: t(t(a,b),c):t(a,t(b,c))

Por lo tanto, la dilatacién difusa estda dada por la ecuacion (A.3) la cual para facilitar la
notacién se escribira:
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D(pv) (x)=sup|t(u(y).v(y-x))] (A.5)

yeU

A partir de la dualidad entre la dilatacion y la erosién se puede definir la erosién difusa de la
siguiente manera:

E(uv) ()= D (4 w) (0)]
:{sup[t(c(y(y)),v(y—x))]} (A.6)

yeU

—inf {c[t(c(,u(y)),V(y— X))]}

yeU

Como las t-normas y las s-normas son duales se satisface:
s(ab)=c[t(c(a),c(b))] (A7)
Por lo tanto:

E () () =inf {c[ (c(u(y).v(y 1)) ]
=inf [ s(u(y).c(v(y-x)))]

yeU

(A.8)

Se obtiene de esta forma la fdrmula para la erosidn difusa donde se ve la necesidad de
introducir el concepto de s-norma, que es una disyuncion con restricciones adicionales. Es por

esto que en la ecuacién (5.40) dada por:

% (nosy ()=10F| 20(¥) v 25 (¥)] (A9)

yeU

se reemplaza y, por f,, X e POT i cy la disyuncidon booleana por una s-norma S
X X

obteniendo de esta forma (Ec. 5.41):

4 nowy (=108 (112 (¥) 11, (1) (.10

yeU

gue es equivalente a (Ec. 5.42):

H (pop) (X)= inf[s(ﬂA(y),C(ﬂB(Y—X)))} (A.11)

yeU

La erosion difusa estd dada por la ecuacion (A.11) la cual para facilitar la notacion se

escribira:
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E(,u,v)(x)zinf[s(,u(y),c(v(y—x)))] (A.12)

yeU

Aqui queda demostrada la necesidad de introducir los conceptos de t-normas y s-normas

en la definicidn de los operadores basicos de la MMD.

A.3 La conjuncion de la LDC en la definicion de la dilatacion

En la seccidn 6.7 del capitulo 6 se presentaron las definiciones de los operadores basicos de
la MMC. Se reemplazé la t-norma por la conjuncién compensatoria y la s-norma por la
disyuncién compensatoria obteniendo las formulas para la dilatacién compensatoria y la

erosion compensatoria:

D(u,v)(x)=sup[C(u(y)v(y—x))] (A.13)

yeU

E(uv) () =inf| D(u(y).c(v(y-x)))] (A14)

yeU

En este caso, se suavizan las restricciones, impuestas por las t-normas utilizadas en la
definicién de la dilatacion, exigiendo solamente que la funcién sea una conjuncidn
conmutativa. De esta forma el operador dilatacion queda bien definido dado que las
conjunciones compensatorias son conmutativas por definicion.

Para mostrar que las conjunciones compensatorias no son t-normas se muestra a
continuacion como la condicién de frontera no se satisface. Sea C:[0,1]” —[0,1] la conjuncion
de la LDCBMG restringida a dos variables, dada por C(X, y) =,/X.y, entonces para 0<x<1 se

obtiene:

con lo cual no se cumple siempre que C(X,l) =X.

Sea C:[O,l]2 —[0,1] la conjuncién de la LDCBMA restringida a dos variables, dada por

C(xy)= \/min(x, y)% , entonces para 0< x <1 se obtiene:
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con lo cual no se cumple siempre que C(x,1)=x.

De manera similar, se puede probar que las disyunciones compensatorias no son s-normas

dado que no satisfacen la condicidn de frontera.
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Elementos estructurantes

La forma y el tamafo del EE dependen tanto de la imagen bajo estudio como del operador
a utilizar. Este punto requiere especial andlisis debido a que no existe una teoria formal en la
gue se detallen estos requerimientos, sino que son elegidas de manera empirica. Como

consecuencia, su determinacién conlleva a un elevado tiempo de experimentaciones.

En este apéndice se muestran los EE utilizados en el desarrollo de los experimentos. Dichos
elementos son simétricos con forma de campana generados por una funcién Gaussiana cuya

media es 0 y su dispersidn es 3. Dichos valores fueron elegidos de manera heuristica.

El EE difuso utilizado en la aplicacién de los operadores morfoldgicos difusos debe ser
“normalizado”. Esto significa que debe contener al menos un elemento igual a uno entre los
valores que lo componen. Esta condicion es necesaria y suficiente para garantizar la
extensividad de la dilatacidn y, por lo tanto, la antiextensividad de la erosién. Ademads dicha
condicion no es una restriccion adicional con respecto a la morfologia cldsica sino que
corresponde a la condicién de que el centro del EE debe pertenecer a él (O eB) para que
estos operadores cumplan las propiedades mencionadas (Propiedad 3.15 de la Seccién 3.5.2)

(Bloch & Maitre, 1995).

B.1 Generacion del elemento estructurante difuso

Para generar un EE difuso en primer lugar se calcula la distancia euclidiana entre el centro
del EE y cada uno de los pixeles que lo componen. Es decir, si se genera un EE de dimension

3x 3 se tiene una matriz de la forma:

-1)  (01) (L)
(-10) (0,0) (1,0)
(-1-1) (0,-1) (1,-1)

A partir de esta se calcula la distancia euclidiana entre el centro y cada uno de los demads

elementos obteniendo:
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V21 2

1 0 1

V21 2

Se avalla cada uno de estos valores en la funcién de densidad de probabilidades de la
distribucién normal con media igual a 0 y dispersion igual a 3. A partir de dicha funcién se

obtiene la matriz:

0.1190 0.1258 0.1190
0.1258 0.1330 0.1258
0.1190 0.1258 0.1190

Para finalizar, se divide cada uno de estos valores por el maximo de la matriz, es este caso

se divide por 0.1330, obteniendo de esta forma el EE buscado:

0.89484 0.94596 0.89484
0.94596 1 0.94596
0.89484 0.94596 0.89484

Como se puede observar dicho elemento satisface las condiciones nombradas
anteriormente, es decir, estda normalizado y es simétrico. A continuacién se muestran los EE

utilizados en el desarrollo de esta tesis.

B.2 Elemento estructurante difuso de dimension 3x3

La matriz de valores que describe al EE de dimensidn 3x3 es:

0.89484 0.94596 0.89484
0.94596 1 0.94596
0.89484 0.94596 0.89484

B

3x3

Gréficamente la matriz B, ; se puede observar en la Figura B.1.
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098
096
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Figura B.1: Visualizacion tridimensional del EE B, ,

B.3 Elemento estructurante difuso de dimension 5x5

La matriz de valores que describe al EE de dimensidn 5x5 es:

0.64118 0.75747 0.80074 0.75747 0.64118]
0.75747 0.89484 0.94596 0.89484 0.75747
B =] 0.80074 0.94596 1 0.94596 0.80074

0.75747 0.89484 0.94596 0.89484 0.75747
1 0.64118 0.75747 0.80074 0.75747 0.64118

Graficamente la matriz B, . se puede observar en la Figura B.2.

Figura B.2: Visualizacion tridimensional del EE B .
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B.4 Elemento estructurante difuso de dimension 7x7

La matriz de valores que describe al EE de dimensidn 7x7 es:

7x7 =

[0.36788
0.48567
0.57375
0.60653
0.57375
0.48567

| 0.36788

0.48567
0.64118
0.75747
0.80074
0.75747
0.64118
0.48567

0.57375
0.75747
0.89484
0.94596
0.89484
0.75747
0.57375

0.60653
0.80074
0.94596
1
0.94596
0.80074
0.60653

0.57375
0.75747
0.89484
0.94596
0.89484
0.75747
0.57375

0.48567
0.64118
0.75747
0.80074
0.75747
0.64118
0.48567

Gréficamente la matriz B, ; se puede observar en la Figura B.3.

Figura B.3: Visualizacion tridimensional del EE B, ,

0.36788]
0.48567
0.57375
0.60653
0.57375
0.48567
0.36788

B.5 Elemento estructurante difuso de dimension 11x11

La matriz de valores que describe al EE de dimensidn 11x11 es:

Bipar =

[0.062177
0.10251
0.15124
0.19967
0.23588
0.24935
0.23588
0.19967
0.15124
0.10251

0.062177

0.10251
0.16901
0.24935
0.32919
0.3889
0.41111
0.3889
0.32919
0.24935
0.16901
0.10251

0.15124
0.24935
0.36788
0.48567
0.57375
0.60653
0.57375
0.48567
0.36788
0.24935
0.15124

0.19967
0.32919
0.48567
0.64118
0.75747
0.80074
0.75747
0.64118
0.48567
0.32919
0.19967

0.23588
0.3889
0.57375
0.75747
0.89484
0.94596
0.89484
0.75747
0.57375
0.3889
0.23588

0.24935
0.41111
0.60653
0.80074
0.94596
1
0.94596
0.80074
0.60653
0.41111
0.24935

0.23588
0.3889
0.57375
0.75747
0.89484
0.94596
0.89484
0.75747
0.57375
0.3889
0.23588

0.19967
0.32919
0.48567
0.64118
0.75747
0.80074
0.75747
0.64118
0.48567
0.32919
0.19967

0.15124
0.24935
0.36788
0.48567
0.57375
0.60653
0.57375
0.48567
0.36788
0.24935
0.15124

0.10251
0.24935
0.24935
0.32919
0.3889
0.41111
0.3889
0.32919
0.24935
0.24935
0.10251

0.062177 |
0.16901
0.15124
0.19967
0.23588
0.24935
0.23588
0.19967
0.15124
0.16901
0.062177 |
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Graficamente la matriz B, ;, se puede observar en la Figura B.4.

08

Figura B.4: Visualizacion tridimensional del EE B, ,

B.6 Elemento estructurante difuso de dimension 15x15
La matriz de valores que describe al EE de dimension 15x15 es:

[0.0043202 0.0088954 0.01639 0.027022 0.039866 0.052631 0.062177 0.065729 0.062177 0.052631 0.039886 0.027022 0.01639 0.0088954 0.0043202]
0.0088954 0.018316 0.033746 0.055638 0.082085 0.10837 0.12802 0.13534 0.12802 0.10837 0.082085 0.055638 0.033746 0.018316 0.0088954
0.01639  0.033746 0.062177 0.10251 0.15124 0.19967 0.23588 0.24935 0.23588 0.19967 0.15124 0.10251 0.062177 0.033746  0.01639
0.027022  0.055638 0.10251 0.16901 0.24935 032919  0.3889 041111 0.3889 0.32919 0.24935 0.16901 0.10251 0.055638  0.027022
0.039866 0.082085 0.15124 024935 0.36788 0.48567 0.57375 0.60653 057375 0.48567 0.36788 0.24935 0.15124 0.082085 0.039866
0.052631  0.10837  0.19967 032919 048567 0.64118 0.75747 0.80074 0.75747 0.64118 048567 0.32919 0.19967  0.10837  0.052631
0.062177  0.12802  0.23588  0.3889  0.57375 0.75747 0.89484 094596 0.89484 0.75747 057375 0.3889 023588 0.12802  0.062177

Bas =| 0.065729  0.13534 024935 041111 0.60653 0.80074  0.94596 1 0.94596  0.80074 0.60653 0.41111 0.24935  0.13534  0.065729
0.062177  0.12802  0.23588  0.3889  0.57375 0.75747 0.89484 094596 0.89484 0.75747 057375 0.3889 023588 0.12802  0.062177
0.052631  0.10837  0.19967 0.32919 0.48567 0.64118 0.75747 0.80074 0.75747 0.64118 0.48567 0.32919 0.19967  0.10837  0.052631
0.039866 0.082085 0.15124 0.24935 0.36788 0.48567 0.57375 0.60653 057375 0.48567 0.36788 0.24935 0.15124 0.082085 0.039866
0.027022  0.055638 0.10251 0.16901 0.24935 0.32919 0.3889  0.41111 0.3889 0.32919 0.24935 0.16901 0.10251 0.055638  0.027022

0.01639  0.033746 0.062177 0.10251 0.15124 0.19967 0.23588 0.24935 0.23588 0.19967 0.15124 0.10251 0.062177 0.033746  0.01639

0.0088954 0.018316 0.033746 0.055638 0.082085 0.10837 0.12802 0.13534 0.12802 0.10837 0.082085 0.055638 0.033746 0.018316 0.0088954

[ 0.0043202 0.0088954 0.01639 0.027022 0.039866 0.052631 0.062177 0.065729 0.062177 0.052631 0.039886 0.027022 0.01639 0.0088954 0.0043202

Graficamente la matriz B, ;. se puede observar en la Figura B.5.
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Figura B.5: Visualizacién tridimensional del EE B .
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Apéndice C

Comportamiento de la norma Drastica en la
deteccion de bordes

A lo largo de esta tesis se diseiian distintos tipos de experimentos para analizar la robustez
de los operadores morfoldgicos difusos frente al comportamiento de los operadores
morfoldgicos clasicos. Al definir los operadores de la MMD se utilizan distintas normas:
“Estdndar”, “Algebraica”, “Acotada”, “Drdstica”, “Dubois and Prade” y “Hamacher”. La norma
“Dradstica” presenta problemas al momento de ser utilizada en los operadores de deteccion de

bordes del capitulo 10, los cuales son analizados en este apéndice.

La t-norma “Drdstica” se define de la siguiente manera:

a para b=1
t(a,b)=<b para a=1 (C.1)
0 en caso contrario

El EE que se utiliza en los experimentos que se disefian en los capitulos anteriores para la
aplicacion de los operadores de la MMD es simétrico con forma de campana generado por una
funcién Gaussiana, como se muestra en el apéndice B. Dicho elemento debe estar

normalizado, es decir, al menos uno de sus valores debe ser igual a uno.

Al realizar los experimentos se percibe que la deteccién de bordes mediante el gradiente
por dilatacidn con la norma “Drdstica” resulta siempre una imagen vacia, es decir, todas las

intensidades de los niveles de gris son iguales a cero.

La razén de este comportamiento es que, para la norma “Drdstica”, si el EE tiene un solo
elemento con valor igual a uno en su origen, entonces la dilatacién por dicho EE es equivalente
al operador identidad, ya que no produce cambios en la imagen. Por lo tanto, si el EE tiene un
solo maximo, como ocurre en la totalidad de los experimentos disefiados, la extraccién de

bordes usando dilatacién basada en esta t-norma tiende a fallar, dado que D(y,v)—yzo
pues D(,u,v):,u, donde u representa laimageny v el EE. Es importante destacar que en el

desarrollo de los experimentos donde se analiza la robustez de los operadores y filtros
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morfoldgicos esta dificultad no fue encontrada debido a que se trabaja con la dilatacién y no

serealizalaresta D(u,v)—u.

Para comprender mejor este comportamiento se muestran los siguientes ejemplos. En la
Tabla C.1 se muestran dos EE normalizados de dimensidn 3x3, uno con forma de campana

generado por una funcién Gaussiana y otro plano con forma de cruz.

Tabla C.1: EE normalizado.

EE generado por una

., . EE plano con forma de cruz
funcién Gaussiana

0.8948  0.9460 0.8948 0 1 0
0.9460 1 0.9460 1 1 1
0.8948 0.9460 0.8948 0 1 0

Como primera conclusién se puede afirmar que si la imagen no posee algun valor igual a
uno entre sus elementos, al dilatar la imagen por medio de dicho EE se obtiene la imagen
original. Es decir, este operador funciona como una identidad sin modificar la imagen
resultado con respecto a la imagen original. Este efecto se muestra en las Tablas C.2 y C.3. En
la primera de las tablas se muestra una ventana de la imagen original, en la segunda se
muestra el resultado de la aplicacion de la dilatacidn definida utilizando la t-norma “Drdstica”
con el EE generado por la funcién Gaussiana. Las diferencias se pueden visualizar sobre los

bordes de la imagen dado que el EE no es aplicado sobre los valores que se encuentran en

dicho lugar.
Tabla C.2: Ventana de la imagen original.
0.6824 0.6824 0.6824 0.6824 0.6824 0.6784 0.6745 0.6745 0.6824
0.6784 0.6784 0.6784 0.6706 0.6667 0.6745 0.6784 0.6745 0.6784
0.6745 0.6745 0.6745 0.6706 0.6667 0.6667 0.6706 0.6706 0.6784
0.6745 0.6706 0.6706 0.6667 0.6667 0.6745 0.6784 0.6706 0.6784
0.6784 0.6745 0.6745 0.6745 0.6706 0.6745 0.6784 0.6784 0.6784
0.6745 0.6824 0.6863 0.6863 0.6863 0.6902 0.6902 0.6863 0.6902
0.6667 0.6706 0.6824 0.6863 0.6824 0.6902 0.6941 0.6824 0.6824
0.6667 0.6784 0.6863 0.6863 0.6824 0.6863 0.6902 0.6863 0.6863

0.6588 0.6588 0.6588 0.6667 0.6667 0.6784 0.6824 0.6784 0.6784
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0.6784
0.6745
0.6706
0.6745
0.6824
0.6706
0.6784
0.6588

[eNelNelolNololNolNolNo]

0
0.6784
0.6745
0.6706
0.6745
0.6863
0.6824
0.6863
0.6588

Tabla C.3: Ventana de la imagen resultado.

0
0.6706
0.6706
0.6667
0.6745
0.6863
0.6863
0.6863
0.6667

0
0.6667
0.6667
0.6667
0.6706
0.6863
0.6824
0.6824
0.6667

0
0.6745
0.6667
0.6745
0.6745
0.6902
0.6902
0.6863
0.6784

0
0.6784
0.6706
0.6784
0.6784
0.6902
0.6941
0.6902
0.6824

0
0.6745
0.6706
0.6706
0.6784
0.6863
0.6824
0.6863
0.6784

0.6784
0.6784
0.6784
0.6784
0.6902
0.6824
0.6863
0.6784

Para comparar este comportamiento a situaciones donde no se presenta el problema, se

definird otro tipo de EE para analizar los efectos de dilatacién utilizando la t-norma bajo

estudio. Con este objetivo se define un EE plano con forma de cruz como se muestra en la

Tabla C.1. Este EE puede ser aplicado en esta teoria ya que cumple el requisito pedido de

normalidad. Entonces al aplicar la dilatacidon definida con la t-norma bajo estudio se obtienen

los valores de la imagen en los pixeles para los cuales el EE toma el valor uno. Por lo tanto, al

aplicar la dilatacién y tomar el valor mdximo del entorno se logran diferencias con respecto a

la aplicacion del EE anterior. Esto se puede visualizar en la Tabla C.4.

Tabla C.4: Resultado de aplicar la dilatacion sobre la imagen con un EE en forma de cruz

0.6824
0.6784
0.6745
0.6824
0.6863
0.6824
0.6863
0.6784

OO O0OO0O0OO0OO0OOoOOo

0.6824
0.6784
0.6745
0.6863
0.6863
0.6863
0.6863
0.6863

0.6824
0.6745
0.6745
0.6863
0.6863
0.6863
0.6863
0.6863

0.6824
0.6706
0.6745
0.6863
0.6902
0.6902
0.6863
0.6824

0.6784
0.6745
0.6784
0.6902
0.6902
0.6941
0.6902
0.6902

0.6784
0.6784
0.6784
0.6902
0.6941
0.6941
0.6941
0.6941

0.6784
0.6784
0.6784
0.6863
0.6902
0.6941
0.6902
0.6863

0.6902
0.6902
0.6902
0.6902
0.6902
0.6902
0.6863
0.6863

Por lo expuesto es que la norma “Dréstica” fue removida de los experimentos desarrollados

para analizar la robustez de los operadores de deteccion de bordes.
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Apéndice D

Software Implementado: Libreria de MMD

Para poder implementar los algoritmos desarrollados para cada tipo de experimento

disefiado a lo largo de esta tesis fue necesario generar una libreria con las funciones basicas de

la MMD en lenguaje Matlab. En este apéndice se detallan cada una de las funciones creadas.

Es importante destacar que esta libreria también fue utilizada por otros investigadores en

trabajos que utilizan funciones de la MMD.

D.1 Descripcion de la libreria

A continuacidn, en la Tabla D.1, se detallan las funciones generadas.

Tabla D.1: Funciones generadas en la libreria de MMD.

dif_fuzzy: Fuzzyfica la imagen utilizando el maximo del rango.
dif_desfuzzy: Desfuzzyfica la imagen utilizando el maximo del rango.
dif _dil_t: Dilata la imagen difusa.

dif_ero_s: Erosiona la imagen difusa.

dif_apertura: Calcula la apertura difusa de una imagen.

dif cierre: Calcula el cierre difuso de una imagen.

dif_apertura_cierre:

Calcula el filtro secuencial alternado difuso apertura-cierre de una imagen.

dif_cierre_apertura:

Calcula el filtro secuencial alternado difuso cierre-apertura de una imagen.

dif_grad:

Calcula el gradiente difuso de una imagen.

dif_grad_dil:

Calcula el gradiente por dilatacidn difuso de una imagen.

dif_grad_ero:

Calcula el gradiente por erosién difuso de una imagen.

dif _tophat_apertura:

Calcula el Top-Hat difuso por apertura de una imagen.

dif_tophat_cierre:

Calcula el Top-Hat difuso por cierre de una imagen.

dif_norma:

Calcula una norma.

dif t_estandar:

Calcula la t-norma estandar.

dif_s_estandar:

Calcula la s-norma estandar.

dif _t_algebraica:

Calcula la t-norma algebraica.

dif_s_algebraica:

Calcula la s-norma algebraica.

dif _t_acotada:

Calcula la t-norma acotada.

dif_s_acotada:

Calcula la s-norma acotada.

dif t_drastica:

Calcula la t-norma drastica.

dif_s_drastica:

Calcula la s-norma drastica.

dif_t_hamacher:

Calcula la t-norma Hamacher.

dif_s_hamacher:

Calcula la s-norma Hamacher.

dif_t_dubois:

Calcula la t-norma Dubois and Prade.

dif_s_dubois:

Calcula la s-norma Dubois and Prade.

dif_c_estandar:

Calcula el complemento difuso estandar.
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Para comprender el comportamiento de cada una de las funciones mencionadas en la Tabla
D.1 se realizard un detalle de las mismas de la siguiente manera: nombre de la funcion,
prototipos de llamadas, parametros de entrada, parametros de salida y una descripcion

detallada.

o dif fuzzy:
[Y] = dif_fuzzy (X)
Input:
X - Double Matrix. Imagen.
Output:
Y - Double Matrix. Imagen difusa.

DIF_FUZZY devuelve la imagen fuzzificada. El rango de la imagen debe ser [0,255].
Divide a cada valor de la imagen por 255 obteniendo como resultado la imagen
fuzzificada.

o dif _desfuzzy:
[Y] = dif_desfuzzy (X)
Input:
X - Double Matrix. Imagen difusa.
R - Integer. Rango de las imagenes [0 R].
Output:
Y - Double Matrix. Imagen.

DIF_DESFUZZY desfuzzifica la imagen difusa. El rango de la imagen original debe ser
[0,255]. Multiplica a cada valor de la imagen difusa por 255 obteniendo como
resultado la imagen desfuzzificada.

o dif_dil_t:
[Y] = dif_dil_t (Funct,A,B,g)
Input:
Funct - String. Nombre de la Norma a utilizar.
A - Double Matrix. Imagen difusa.
B - Double Matrix. Elemento estructurante difuso.
g -Real Number. Pardmetro de la Norma a utilizar.
Output:

Y - Double Matrix. Imagen difusa dilatada.
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DIF_DIL_T dilata la imagen difusa utilizando la t-norma ingresada. El elemento
estructurante es difuso. La dimensidn del elemento estructurante es NxN, donde N
es un numero impar mayor o igual a 3.

o dif ero_s:
[Y] = dif ero_s (Funct,A,B,g)
Input:
Funct - String. Nombre de la Norma a utilizar.
A - Double Matrix. Imagen difusa.
B - Double Matrix. Elemento estructurante difuso.
g - Real Number. Pardmetro de la Norma a utilizar.
Output:
Y - Double Matrix. Imagen Difusa Dilatada.

DIF_ERO_S erosiona la imagen difusa utilizando la s-norma ingresada. El elemento
estructurante es el complemento difuso del elemento estructurante original y su
dimensidn es NxN.

e dif_apertura:
[Y] = dif_Apertura_Cierre (X,Funct,B,g,R)
Input:
X - Double Matrix. Imagen original.
Funct_Dil - String. Nombre de la t-norma a utilizar.

Funct_Ero - String. Nombre de la s-norma a utilizar.

B - Double Matrix. Elemento estructurante.

g - Real number. Parametro.

R - Integer. Rango de las imagenes.
Output:

Y - Double Matrix. Imagen filtrada.

DIF_APERTURA calcula la apertura difusa de una imagen. Ingresa la imagen original
(X). Se fuzzifica la imagen utilizando la funcién de fuzzificacion dif fuzzy. Se calcula la
apertura utilizando la norma ingresada como 'Funct' y se desfuzzifica el resultado
obtenido (Y).
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o dif cierre:
[Y] = dif _cierre_Cierre (X,Funct,B,g,R)
Input:
X - Double Matrix. Imagen original.
Funct_Dil - String. Nombre de la t-norma a utilizar.

Funct_Ero - String. Nombre de la s-norma a utilizar.

B - Double Matrix. Elemento estructurante.

g - Real number. Parametro.

R - Integer. Rango de las imagenes.
Output:

Y - Double Matrix. Imagen filtrada.

DIF_CIERRE calcula el cierre difuso de una imagen. Ingresa la imagen original (X). Se
fuzzifica la imagen utilizando la funcién de fuzzificacion dif_fuzzy. Se calcula el cierre
utilizando la norma ingresada como 'Funct' y se desfuzzifica el resultado obtenido (Y).

e dif_apertura_cierre:
[Y] = dif _apertura_cierre (X,Funct,B,g,R)
Input:
X - Double Matrix. Imagen original.
Funct_Dil - String. Nombre de la t-norma a utilizar.

Funct_Ero - String. Nombre de la s-norma a utilizar.

B - Double Matrix. Elemento estructurante.

g - Real number. Parametro.

R - Integer. Rango de las imagenes.
Output:

Y - Double Matrix. Imagen filtrada.

DIF_APERTURA_CIERRE calcula el filtro secuencial alternado difuso apertura-cierre de
una imagen. Ingresa la imagen original (X). Se fuzzifica la imagen utilizando la funcion
de fuzzificacion dif _fuzzy. Se calcula el filtro utilizando la norma ingresada como
'Funct' y se desfuzzifica el resultado obtenido (Y).

e dif _cierre_apertura:
[Y] = dif_cierre_apertura (X,Funct,B,g,R)
Input:
X - Double Matrix. Imagen original.
Funct_Dil - String. Nombre de la t-norma a utilizar.

Funct_Ero - String. Nombre de la s-norma a utilizar.

Segmentacién en Imégenes Médicas mediante técnicas de Morfologia Matematica Difusa 243



Software Implementado: Libreria de MMD

B - Double Matrix. Elemento estructurante.

g - Real number. Parametro.

R - Integer. Rango de las imagenes.
Output:

Y - Double Matrix. Imagen filtrada.

DIF_CIERRE_APERTURA calcula el filtro secuencial alternado difuso cierre-apertura de
una imagen. Ingresa la imagen original (X). Se fuzzifica la imagen utilizando la funcién
de fuzzificacidn dif_fuzzy. Se calcula el filtro utilizando la norma ingresada como
'Funct' y se desfuzzifica el resultado obtenido (Y).

e dif_grad:
[Grad] = dif_grad (X,Funct_Dil,B,g,R)
Input:
X - Double Matrix. Imagen Original.

Funct_Dil - Function_Handle. Nombre de la t-norma a utilizar.

Funct_Ero - Function_Handle. Nombre de la s-norma a utilizar.

B - Double Matrix. Elemento estructurante.

g - Real Number. Parametro de algunas normas.

R - Integer. Valor maximo del rango de las imagenes.
Output:

Grad - Double Matrix. Gradiente difuso de la imagen.

DIF_GRAD calcula el gradiente de una imagen en niveles de gris a partir de la resta
entre dilatacién y la erosion.

o dif_grad_dil:
[Grad] = dif_grad_dil (X,Funct_Dil,B,g,R,K)
[Grad] = dif_grad_dil (X,Funct_Dil,B,g,R)
Input:
X - Double Matrix. Imagen Original.

Funct_Dil - Function_Handle. Nombre de la t-norma a utilizar.

B - Double Matrix. Elemento estructurante.

g - Real Number. Parametro de algunas normas.

R - Integer. Valor maximo del rango de las imagenes.

K - Integer. Valor a partir del cual se binariza la imagen resultado.

(Default = -1: No binarizacion)
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Output:

Grad - Double Matrix. Gradiente difuso por dilatacion de la imagen. Binaria si se
define el pardmetro K. En niveles de gris si no se define el parametro K.

DIF_GRAD_DIL calcula el gradiente difuso por dilatacion de una imagen en niveles de
gris.

e dif_grad_ero:

[Grad] = dif _grad_ero (X,Funct_Ero,B,g,R,K)

[Grad] = dif_grad_ero (X,Funct_Ero,B,g,R)

Input:
X - Double Matrix. Imagen Original.
Funct_Ero - Function_Handle. Nombre de la s-norma a utilizar.
B - Double Matrix. Elemento estructurante.
g - Real Number. Parametro de algunas normas.
R - Integer. Valor maximo del rango de las imagenes.
K - Integer. Valor a partir del cual se binariza la imagen resultado.

(Default = -1: No binarizacion)
Output:

Grad - Double Matrix. Gradiente difuso por erosidon de la imagen. Binaria si se
define el pardmetro K. En niveles de gris si no se define el pardametro K.

DIF_GRAD_ERO calcula el gradiente difuso por erosién de una imagen en niveles de
gris.

e dif_tophat_apert:
[TopHat] = dif_tophat_apert (X,Funct,B,g,R)
Input:
X - Double Matrix. Imagen Original.

Funct - Function_Handle. Nombre de la norma a utilizar.

B - Double Matrix. Elemento estructurante.

g - Real Number. Parametro de algunas normas.

R - Integer. Valor maximo del rango de las imagenes.
Output:

TopHat - Double Matrix. Top-Hat difuso por apertura de la imagen.

DIF_TOPHAT_APERT calcula el Top-Hat difuso por apertura de una imagen en niveles
de gris.
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e dif_tophat_cierre:
[TP] = dif tophat_cierre (X,Funct,B,g,R)
Input:
X - Double Matrix. Imagen Original.

Funct - Function_Handle. Nombre de la norma a utilizar.

B - Double Matrix. Elemento estructurante.

g - Real Number. Parametro de algunas normas.

R - Integer. Valor maximo del rango de las imagenes.
Output:

Grad - Double Matrix. Top-Hat difuso por cierre de la imagen.

DIF_TOPHAT_CIERRE calcula el Top-Hat difuso por cierre de una imagen en niveles de
gris.

e dif_norma:
[T] = dif _t_norma (Funcion,A,B,g)
Input:
Funcion - String. Nombre de la Norma.
A - Double Matrix. Imagen difusa.
B - Double Matrix. Elemento estructurante difuso.
g - Real number. Parametro.
Output:
T - Double Matrix. Imagen.
DIF_T_Norma calcula la norma entre las matrices Ay B.
Example:
A=[0.40.5;10.8];
B=[0.60.2;0.90.5];
g=0.2;
T =dif t norma(@dif t_algebraic,A,B,g)

o dif t_estandar:
[T] = dif_t_estandar (A,B)
[S] = dif_t_estandar ()
Input:
A - Double Matrix.
B - Double Matrix.

g - Real number. Parametro. (En esta funcidn no se utiliza)
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Output:
T - Double Matrix.
S - String.

DIF_T_ESTANDAR calcula el minimo entre dos matrices. La funcion t-norma estandar
t(a,b)=min(a,b).

o dif_s_estandar:
[S] = dif_s_estandar (A,B)
[T] =dif_s_estandar ()
Input:
A - Double Matrix.
B - Double Matrix.
g - Real number. Parametro. (En esta funcidn no se utiliza)
Output:
S - Double Matrix.
T - String.

DIF_S_ESTANDAR calcula el maximo entre dos matrices. La funciéon s-norma estandar
s(a,b)=max(a,b).

e dif_t_algebraica:
[T] = dif_t_algebraica (A,B)
[S] = dif_t_algebraica ()
Input:
A - Double Matrix.
B - Double Matrix.
g - Real number. Parametro. (En esta funcidn no se utiliza)
Output:
T - Double Matrix.
S - String.
DIF_T_ALGEBRAICA calcula la t-norma algebraica t(a,b)=ab.

e dif_s_algebraica:
[S] = dif _s_algebraica (A,B)
[T] = dif_s_algebraica ()
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Input:

A - Double Matrix.

B - Double Matrix.

g - Real number. Parametro. (En esta funcién no se utiliza)
Output:

S - Double Matrix.

T - String.

DIF_S_ALGEBRAICA calcula la s-norma algebraica s(a,b)=a+b-ab.

e dif_t_acotada:
[T] =dif_t_acotada (A,B)
[S] =dif_t_acotada ()
Input:
A - Double Matrix.
B - Double Matrix.
g - Real number. Parametro. (En esta funcién no se utiliza)
Output:
T - Double Matrix.
S - String.

DIF_T_ACOTADA calcula la t-norma acotada t(a,b) = max[0,a+b—1].

e dif_s_acotada:
[S] = dif_s_acotada (A,B)
[T] =dif_s_acotada ()
Input:
A - Double Matrix.
B - Double Matrix.
g - Real number. Parametro. (En esta funcidn no se utiliza)
Output:
S - Double Matrix.
T - String.

DIF_S_ACOTADA calcula la s-norma acotada s(a,b)=min[La+b].
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e dif_t drastica:
[T] = dif_t_drastica (A,B)
[S] = dif_t_drastica ()
Input:
A - Double Matrix.
B - Double Matrix.
g - Real number. Parametro. (En esta funcidn no se utiliza)
Output:
T - Double Matrix.
S - String.
a parab=1
DIF_T_DRASTICA calcula la t-norma drastica t(a,b)=<b paraa=1
0 encaso contrario

e dif_s_drastica:
[S] = dif_s_drastica (A,B)
[T] = dif_s_drastica ()
Input:
A - Double Matrix.
B - Double Matrix.
g - Real number. Parametro. (En esta funcidn no se utiliza)
Output:
S - Double Matrix.
T - String.
a parab=0
DIF_S_DRASTICA calcula la s-norma drastica s(a,b)=<b paraa=0
0 encaso contrario

e dif t_hamacher:
[T] = dif _t_hamacher (A,B)
[S] = dif_t_hamacher ()
Input:
A - Double Matrix.
B - Double Matrix.

g - Real. Valor Real mayor que cero. (g > 0)
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Output:
T - Double Matrix.
S - String.

ab
g+(1-g).(a+b-ab)’

DIF_T_HAMACHER calcula la t-norma Hamacher t(a,b) =

e dif_s_hamacher:
[S] = dif_s_hamacher (A,B,g)
[T] = dif_s_hamacher ()
Input:
A - Double Matrix.
B - Double Matrix.
g - Real. Valor Real mayor que cero. (g > 0)
Output:
S - Double Matrix.
T - String.
a+b+(g-2)ab
1+(g-1)ab

DIF_S_HAMACHER calcula la s-norma Hamacher s(a,b)=

e dif t_dubois:
[T] = dif_t_dubois (A,B,g)
[S] = dif_t_dubois ()
Input:
A - Double Matrix.
B - Double Matrix.
g - Real. Valor Real mayor que cero. (0<g< 1)
Output:
T - Double Matrix.
S - String.

ab

DIF_T_DUBOIS calcula la t-norma Dubois and Prade t(a,b)=————.
max[a,b,g]

e dif_s_duboais:
[S] = dif_s_dubois (A,B,g)
[T] =dif s_dubois ()
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Input:

A - Double Matrix.

B - Double Matrix.

g - Real. Valor Real mayor que cero. (0<g<1)
Output:

S - Double Matrix.

T - String.

, (1-a).(1-b)
DIF_S_DUBOIS calcula la s-norma Dubois and Prade s(a,b)=1— )
max[1-a,1-b,g]

e dif_c_estandar:
[C] = dif_c_estandar (A)
Input:
A - Double Matrix.
Output:
C - Double Matrix.

DIF_C_ESTANDAR calcula el complemento difuso estandar c(a)=1-a.
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