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Introduccion

Introduccion:

Presentacion y organizacion del informe:

En el presente trabajo se desarrolla la tesis de grado de la carrera de Ingenieria
Electromecdanica. El cardcter de la misma es investigativo y exploratorio con el fin de
establecer caminos alternativos que permitan desarrollar conceptos fundamentales asociados a
los progresos cientificos realizados en los tltimos afios en el area de los métodos numéricos
aplicados a la ingenieria. Ademas, se enuncian, en forma resumida, algunos de los problemas
mas usuales que pueden ser encontrados en diversas ramas de la ingenieria en donde los
mecanismos de conveccién-difusién se hacen presentes (ver el apartado Ap.VLii del
apéndice).

En cuanto a la organizacién de la tesis, la misma se encuentra dividida en capitulos,
cada uno presenta un aspecto importante asociado a la descripcién del problema y al
tratamiento del mismo al momento de su resolucion. El capitulo 1 comienza con una
discusion del problema de la estabilizacion numérica, estableciendo antecedentes y
resumiendo los conceptos involucrados. Luego, y con el objetivo de establecer las bases
firmes del trabajo, se realiza la introducciéon al problema de la conveccién-difusion
incluyendo un simple ejemplo realizado en diferencias finitas. Conjuntamente con esto se
presenta el método de los elementos finitos y los métodos clasicos utilizados en los
procedimientos de estabilizacién, incorporando un punto de vista algebraico sobre los
sistemas de ecuaciones resultantes, relacionado con las caracteristicas de las matrices del
sistema. A partir de aqui se estd en condiciones de presentar el enfoque conceptual de la
investigacion desarrollada, asi como las bases matematicas, para la resoluciéon de los
problemas de transporte con adveccién' dominante, estableciendo las relaciones pertinentes
con los demés esquemas de resolucion. Luego, la linea de trabajo se orienta hacia la
determinacién de los parametros de estabilizacién, estableciendo los fundamentos sobre los
cuales descansa la técnica de optimizacion, incluyendo un analisis sobre métodos para la
recuperacion de campos continuos a partir de campos discontinuos. Hacia el final del informe

se exponen los casos unidimensionales resueltos, incluyendo todas las condiciones de

! Algunos autores diferencian los fenémenos de adveccion y conveccién, habldndose de conveccién cuando el
campo de temperaturas esta acoplado con el campo de velocidades y de adveccién cuando no lo esta. En el
presente informe no se hace diferencia en cuanto a esta terminologia.
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resolucion. En el ultimo capitulo se realiza una pequefia extension a los casos de conveccion-
difusién-radiaciéon, que poseen caracteristicas similares a los problemas de conveccion-
difusién, mostrando la versatilidad del método. Finalmente se expresan las conclusiones

generales, enfatizando las ventajas y desventajas que el método presenta.

Definicion del problema, antecedentes y estado de la cuestion:

Es ampliamente aceptado que resolver numéricamente con precision problemas de
flujo de fluidos y problemas de adveccion-difusion, mediante el empleo de métodos tales
como: el método de Diferencias Finitas (DF) [1], Volimenes Finitos (VF) [1],[2], Elementos
Finitos (MEF) [3]-[13], 6 métodos de Puntos Finitos (PF) [14],[15], requiere necesariamente
la adicién de algtn término que incluya difusion artificial tal que estabilice la solucién, dada
las asimetrias impuestas por la presencia de términos con importantes derivadas primeras. El
objetivo de ésta difusividad artificial es doble:

a) Oponerse al caracter subdifusivo de la mayoria de los esquemas de integracion en
el espacio (tales como el esquema centrado en los métodos DF o VF, ¢ la forma
equivalente de Galerkin en MEF, etc.).

b) Estabilizar la solucion numérica en las proximidades de altos gradientes (tales
como ondas de choque, capas limites termodinamicas, etc.) suavizando las
oscilaciones generadas.

Si bien se han dedicado numerosos trabajos al desarrollo de procedimientos para
estabilizar las soluciones en el contexto de los métodos de DF, VF y MEF, se sabe que la
mayoria de los procedimientos existentes se basan en alguna clase de argumentos heuristicos.
En efecto, esta considerablemente aceptado que los origenes y las precisas definiciones de los
parametros de estabilizacién usados en los calculos numéricos son, en la mayoria de los casos,
misterios no resueltos cuya solucion ha motivado intensivas investigaciones en los afios
recientes, principalmente dentro del contexto del MEF.

Recientemente, Ofiate y colaboradores [14]-[18],[33]-[37] han propuesto el Método
del Calculo Finitesimal como una técnica donde los términos de estabilizacion surgen
naturalmente a partir de ecuaciones de balance en dominios de medida finita. Esto permite
reinterpretar dichos parametros como contribuciones intrinsecas y naturales a las ecuaciones
diferenciales originales en vez de su introduccion como términos de correccion en el

problema discreto, lo que es usual en los métodos tradicionales.
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Consecuentemente, estas ideas permiten reinterpretar los métodos de estabilizacion en
problemas de conveccién-difusion (tales como el Streamline Upwind/Petrov-Galerkin
(SUPG), Subgrid Scale (SGS), Galerkin Least Squares (GLS), Least Squares (LS), etc.), con
un caracter mucho mas fisico.

Otra caracteristica sobresaliente del Método de Calculo Finitesimal (MCF) es que
posibilita la determinacién de los parametros de estabilizacion de manera numérica
conjuntamente con la solucién, evitando asi, las estimaciones a priori de dichos coeficientes.

Sin embargo, la estimacion de estos parametros se realiza a partir de hipétesis basadas
en la implementacion de “soluciones suavizadas” [16],[36],[37]. Estas hipotesis presentan
algunas dificultades de interpretacién y de implementacion, sobre todo en los casos
multidimensionales debido a la aparicion de pardmetros diferenciales segun las distintas
dimensiones espaciales, lo que deja puertas abiertas a nuevas lineas de pensamiento.

Es por esto que se plantea la necesidad de indagar un camino alternativo para la
obtencién de dichos parametros, a partir de la optimizacién de los errores de discretizacion en
los algoritmos [23]-[25], con el objetivo de proporcionarle bases fisico-numéricas mejor
fundamentadas a los métodos de estabilizacién, logrando finalmente, una unicidad tanto en el

planteo como en la implementacion de estos métodos.

Resumen y objetivos de la investigacion:

La presente investigacion pretende proveer otra interpretacion del MCF a partir de su
formulacion como balances en dominios desplazados, desarrollando una via alternativa de
fundamentacion y/o interpretacion de dicho método. Conjuntamente con esto, se muestra que
el calculo de los parametros de estabilizacion puede realizarse a través de la resolucion de
problemas de optimizacién de los errores de discretizacion.

Asi es que, el objetivo principal de este trabajo es presentar otro camino de abordaje al
problema de estabilizacion de ecuaciones de adveccion dominante y una mejora en la
comprension de los aspectos fisico-matematicos involucrados en dichas técnicas, partiendo de
la mencionada reinterpretacién del MCF.

Puntualizando los objetivos de esta investigacion, éstos son los siguientes:

a) Reformular del MCF como una técnica de Residuos Ponderados en Dominios

Desplazados.
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b) Indagar caminos alternativos para la obtencion de los parametros de estabilizacion
a partir de la optimizacion de funcionales asociados a los errores de
discretizacion; estableciendo una técnica de recuperar gradientes en zonas donde
la insuficiencia en el calculo de los mismos es fundamental.

c) Validar las técnicas propuestas a través de casos tratados en la bibliografia.

La linea de investigacion realizada:

Bajo la idea de resolver el problema de la estabilizacién numérica, partiendo de bases
bien fundamentadas, y sobre todo, de lograr estimar los pardmetros de estabilizacion
utilizados (ver apartados 1.1.3, 1.4.3 y 2.1.2), el proceso abordo diferentes alternativas.

Como primer intento de plantear una formulacion acorde, se construy6 un funcional
Lagrangeano el cual, era minimizado. Esto conllevé la adicion de multiplicadores de
Lagrange para desacoplar las ecuaciones, imponer las condiciones del equilibrio térmico y
establecer las condiciones de proyeccion de derivadas, como se observa en la siguiente
expresion:

L(r,ont,1p)=1h)+R (Th)x +R T, D)%,

donde | constituia un funcional que tenia por finalidad minimizar los errores en la
discretizacién a partir de definir dos residuos, uno obtenido de la solucién de elementos

finitos y otro obtenido de la proyeccion de derivadas de este campo (ver aparatados 1.4.3, 3.2

y 3.4), R era el residuo en la formulacién variacional que se obtenia de plantear un
esquema de dominios desplazados (ver apartados 2.1.1 y 2.1.3) y R p era el residuo en la

formulacion variacional de la proyeccién del campo de derivadas (ver apartado 3.4). Por su
parte A y Ap actuaban como multiplicadores de Lagrange imponiendo las condiciones
explicadas. La extrema complejidad en la implementacion, sumada al elevado costo
computacional por el agregado de dos grados de libertad hizo que la formulacion perdiera
caracter practico, continuandose en la busqueda de una manera mas simple de obtener el
sistema de ecuaciones.

En la busqueda, se trabajé intensamente sobre el método de célculo finitesimal (ver
apartado 1.4) en dénde se encontraron dos puntos débiles: la construccién de la ecuacion para
obtener los parametros de estabilizaciéon (ver apartado 1.4.3) y el método de proyeccion de

derivadas, que no estaba formalmente desarrollado.
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Con esta premisa se modifico la forma de obtener los pardmetros de estabilizacion,
postulando un funcional mas acorde a lo intuitivamente pensado (ver apartado 3.2),
desechando la idea de una diferencia entre dos residuos, a la vez que se trabajé sobre la
obtencion de un campo continuo de derivadas. Especificamente esto ultimo, tuvo un
desarrollo enrevesado, lo que demand6 gran esfuerzo, ahondando en distintas posibilidades
hasta llegar al método propuesto.

Entre las clases de proyeccion trabajadas nombramos la proyeccién en L? a través de
matrices de masas lumpeadas (ver apartado 3.4.2), el uso del Superconvergent Patch
Recovery (ver [38]), la utilizacién de funciones Bubble, tanto de orden dos como de orden
cuatro (ver [32]), la implementacién de un esquema tipo Power-Law (ver apartado 1.1.5), asi
como también la implementacion de una interpolacion parabolica con curvatura variable. Por
ultimo de incursiono en la utilizacion de formulaciones planteadas en dominios desplazados
para la proyeccién de las derivadas, estableciéndose una clase de upwinding sobre las
funciones de peso de dicha formulacién. Ninguno de estos métodos aportd, por distintas

razones, una solucion certera y simple al problema en cuestion.
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Capitulo 1:

1.1. Conceptos basicos del mecanismo de conveccion-difusion:

Varios problemas de la fisica se encuentran gobernados por ecuaciones diferenciales
donde los mecanismos de conveccién-difusién se hacen presentes. Esto permite establecer
una analogia en el sentido matematico, lo que le confiere, a los mismos, una equivalencia
directa. Por ejemplo, la obtencién de las concentraciones en el mezclado de sustancias resulta
equivalente a la obtencion de la distribucion de temperaturas en un problema de transferencia
de calor, 6 a la resolucion de un problema de flujos viscosos. En otras palabras, un mecanismo
de conveccion-difusién expresa un balance entre el término encargado del “arrastre” del
campo y el término encargado del “esparcimiento del mismo”. Ejemplos ilustrativos se

encuentran en el apartado Ap.VI del apéndice.
1.1.1.La ecuacion de conveccion-difusion:

La ecuacion diferencial para el estado estacionario que permite representar los
aspectos fisicos de los problemas del tipo de conveccion-difusion tiene, en general, la
siguiente forma:

1- - u'Ne +N"DNY +F =0 en W
siendo ésta la ecuacién con la que se trabaja. Donde W?es el vector de variables incégnitas
fundamentales del problema, las que son transportadas por u, que es el campo de velocidades,
F son las contribuciones por unidad de volumen, D es la matriz de difusividad del problema y
V es el operador gradiente.
En el problema de la transferencia de calor bidimensional estacionaria de la que trata

este trabajo, la ecuacién diferencial resulta bien descripta de la siguiente forma:

-u'NT+N™DNT +Q =0 en W
2 ey & 0U o AT
= A i :e u = A i
&vil &0 kyg Ay

2Con negrilla se simbolizan los vectores y matrices
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donde T es la temperatura, que es la variable transportada, u y v son las componentes de la
velocidad en las direcciones x e y respectivamente, ky y ky son las difusividades en las
direcciones respectivas y Q es la fuente de calor por unidad de volumen.

Para completar la descripcién del problema se deben establecer las condiciones de
contorno sobre Q. Las mismas pueden ser tanto condiciones de Dirichlet como de Neumann
por lo que se especifican, en el caso mas general, de la siguiente forma:

3 T=T sobre G,
- q, =-n'DNT sobre Gy
donde I'p indica la frontera sobre Q donde la temperatura estd prescripta, siendo en

consecuencia la frontera de Dirichlet, y I'y indica la frontera sobre Q donde el flujo calérico
normal a la superficie esta prescripto, siendo por lo tanto la frontera de Neumann. Ademas
debe cumplirse que Gy E Gy =Gyque G C Gy =£.

Resolviendo este problema asi planteado puede obtenerse la distribucion de
temperaturas en un dominio . Sin embargo, no existe un método general para hallar la
solucién exacta de estas ecuaciones, solo los casos con condiciones de contorno muy
particulares 6 dominios simples, tienen solucién exacta conocida.

Es por esto que se plantea la necesidad de utilizar métodos numéricos para obtener
soluciones aproximadas del problema. Sin embargo, la aplicacion de estos métodos a este tipo
de ecuaciones presenta graves inconvenientes cuando el término advectivo es el de mayor

importancia en la ecuacion.
1.1.2.El problema de la inestabilidad numérica:

Como se dijo, cuando el término convectivo es el dominante en la ecuacién diferencial
-2- aparecen inestabilidades que corrompen el buen comportamiento de la solucion numérica.
Estos inconvenientes son causados por la difusividad negativa introducida por los métodos
convencionales cuando se realiza la discretizacion en forma centrada de los términos con
derivadas primeras. Esto provoca que, en las soluciones que dichos métodos arrojan, se
observe la presencia de oscilaciones espurias cuando el limite de estabilidad del problema es
sobrepasado. Obviamente el resultado son soluciones erréneas y que ademas, en la mayoria de
los casos, no son fisicamente viables.

Lo recién explicado puede observarse claramente en el siguiente ejemplo, donde se

compara la solucion exacta del problema (ejemplo grafico) con la soluciéon que resulta de
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aplicar un esquema de diferencias finitas centradas (ejemplo numérico), apreciandose la

naturaleza inestable de estas metodologias:

| . |
u
T=0 — T=T
k Q=0
La descripcién completa del problema es ahora la siguiente:
2
dx  dx?
-4- T =0 en x =0
T=T en x =2L
Y la solucion exacta, es (ver [16]):
ux _—
- T
-5- T =aek +b con -a=b=— " —
2 2ul. g
Gl-e k ~
g -
e 2

La solucion exacta es graficada a continuacion para observar la naturaleza exponencial

de la misma.

Formacion de la capa limite

Temperatura

Distancia

Puede observarse como la capa limite se forma en un entorno cada vez mas reducido a
medida que el campo de velocidades aumenta en magnitud, es decir, que el término

convectivo toma mayor importancia relativa que el término difusivo.
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Ahora se aplica a este simple problema el método de diferencias finitas centradas, con
una malla de dos nodos, que sirve para simplificar la situacién sin que se pierda el concepto.
Recordando que el método de diferencias finitas con esquema centrado es equivalente al
método de Galerkin y, por consiguiente, es directamente aplicable al método de los elementos
finitos.

Para tal efecto se utiliza la malla que se muestra a continuacion:

—
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La discretizacion de la ecuacién diferencial da como resultado lo siguiente:
T;- T, T;- 2T, + T
37 1 4 13 2t

-6- -u
2L 12

=0

Sabiendo que T, =0y que Ty =T, se puede resolver el valor de temperatura del nodo

2, que resulta:
-7- T, =1(1- Peﬁ“ con Pe =L
2 2k
donde el nimero de Peclet quedd inmediatamente definido de manera local® y es el niimero
adimensional que permite comparar las magnitudes relativas de los mecanismos de
transferencia de calor por conveccion y por difusion. De esta manera un elevado nimero de
Peclet significa que el mecanismo de transferencia de calor esta regido por la conveccion
mientras que si tiene un valor pequefio, la transferencia se realiza practicamente por difusion.
Se ve que en el caso en que es Pe = 0 la solucion coincide con la solucién exacta ya
que esta es lineal. La solucion pierde calidad cuando se alcanzan valores de Pe > 1 pues, en
ese caso la temperatura T, resulta negativa lo que es fisicamente imposible pues la
transferencia siempre se da de la fuente caliente a la fuente fria y nunca al revés. Solo con
valores de difusividad negativos podria satisfacerse este resultado, sin embargo esos valores

no existen. De esto se desprende que el limite de estabilidad es Pe = 1 lo que puede ser

demostrado con mayor rigurosidad, como se demuestra en [31].

3 La definicion del Pe puede ser de manera global si se toma como longitud un valor de referencia del problema,

en ese caso se define Pe” =uL/k
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Otra conclusién importante del ejemplo es que el limite de estabilidad depende de la
longitud de los elementos utilizados en la malla. Esto nos da la pauta de que una primera
solucién del problema de las oscilaciones seria un refinamiento de la malla tal que el valor de
Pe se mantenga siempre por debajo de un determinado valor en todo el dominio. Esto se
conoce como “densificacién” de la malla.

Sin embargo esta solucién conlleva dos inconvenientes:

¢ En muchas situaciones es verdaderamente dificultoso lograr que el valor de Pe se
mantenga menor que la unidad a lo largo de todo el dominio.

¢ El costo computacional es mayor, ya que la densificacion de las mallas en las zonas de
elevados gradientes agrega grados de libertad al problema en forma considerable.

Es por esto que se busca otra metodologia que sea util a la hora de afrontar estas
situaciones.

Generalizando el problema de los esquemas numeéricos que tratan a los términos
convectivos en forma centrada, podemos escribir las ecuaciones discretizadas que dan origen
a la mencionada difusién artificial:

T~ T

8 -yl 1 e m 2T 4T

0
2L 12

Desarrollando en series de Taylor y realizando un analisis del error de truncamiento se

halla la ecuacién diferencial modificada (ver [17]) que es la que resuelve el esquema:

dT, NPT .k oé 1 Y
9- - udxl+(k- k )dle =0 con k —2Pe§h(2Pe) Pe(ch(ZPe) I)H

Como puede verse facilmente, aparece una difusividad negativa que resta a la
difusividad fisica del problema, y que se hace importante a medida que el término convectivo
también se hace importante, en efecto, cuando sea Pe > 1 serd k” > k, apareciendo la
inestabilidad ya presentada. Ejemplos claros de las inestabilidades en problemas de adveccion
dominante pueden observarse en el capitulo 4.

La soluciéon mayormente planteada en la bibliografia resulta la adicién de términos que
permitan introducir difusividad a los esquemas numéricos. Estos términos, obviamente
deberdn desempenar la funcién de oponerse a la difusividad negativa, eliminar cualquier
inestabilidad presente en el esquema, y reobtener soluciones de mayor calidad sin elevar
considerablemente el costo computacional.

A continuacién se analizard en mayor detalle la funciéon de éstos términos que

llamaremos “términos de estabilizacién”.
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1.1.3.El esquema de difusion artificial:

Como se dijo con anterioridad dos soluciones son propicias para resolver el problema

de la inestabilidad numérica:
¢ Una mayor densificacion de las mallas en las zonas de elevados gradientes.
¢ La adicién de términos que incluyan difusividad artificial al esquema.

La segunda posibilidad requiere de la adicion de términos que son “a priori”
desconocidos, pero que deberan ser, seguramente, proporcionales al nimero de Pe y al
tamafio de los elementos utilizados en la discretizacion.

Estos términos heuristicos que permiten cumplir el balance en las ecuaciones, alteran
asi a las mismas, resultando ecuaciones diferenciales modificadas, de manera que su forma
discreta respete la situacion fisica del problema.

Es bien conocida la ecuacion diferencial que resulta de la adicién de estos términos, tal
que, en su forma discreta, la difusividad negativa del esquema numérico no afecta a la

solucion final:

v 12
ETSRLUN SAPLL 2 Lutir)
dx e 2 gdx?

donde L es el tamafio de los elementos utilizados y & es un parametro que tendra la funcién de
ponderar el término de difusividad artificial agregado. Claramente se ve el rol que cumplira el
término de difusiéon agregado, oponiéndose al cardcter subdifusivo que el método de
discretizacion introduce.
La discretizacion de -10- da como resultado el siguiente esquema:
11- -u@+€i+a%§1ﬂiﬂ' 2T+ Ty _
2L & 2 ¢ L2

que escrita en funcion del Pe resulta:
-12- |pe(t- a)- 1JT,,; +[2aPe + 2]T; +|- Pe(1+a)- 1]T.; =0
La determinacion del parametro o se basa en dos condiciones que se le exigen a la
solucion obtenida de -12-:
® Que la solucion no sea oscilante, es decir, que no presente valores negativos de
temperatura.
e Que la solucién coincida en los nodos con la solucién exacta.
La primer condicion da como resultado un valor de o denominado parametro de

estabilizacion critico, mientras que la segunda da un valor de o0 denominado dptimo.
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Volviendo al ejemplo visto en la apartado 1.1.2, si se quiere satisfacer la primera
condicion, una vez discretizada la ecuacién diferencial modificada (ver el apartado Ap.IL.i en
el apéndice), el valor del parametro @, resulta ser una condicion a cumplir:

-13- a3 1- L
Pe
Para el mismo ejemplo, trabajando ahora con la segunda condicién, se llega a un valor

del parametro @, dado por (ver el apartado Ap.ILii en el apéndice):

1
=coth Pe- —

14 a, s
e

P

Los valores de los parametros critico y 6ptimo son practicamente coincidentes para
valores de Pe > 2, por lo tanto es mas simple utilizar el valor critico por su expresion mas
sencilla. Esto puede apreciarse en el siguiente grafico:

Comparacion de los parametros de estabilizacion critico y 6ptimo
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De todas maneras no debemos olvidar de donde se obtuvieron estos valores de o, para
su desarrollo se parti6 de un problema unidimensional en donde se incluyeron condiciones de
Dirichlet en ambos contornos y con un valor de fuente nulo. Esta aclaracién restaria
generalidad al método de estabilizacién, sin embargo, el mismo es utilizado para todos los

casos en la practica.
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1.1.4.El esquema de upwinding para diferencias finitas:

A veces se prefiere reinterpretar el problema de adveccién-difusién como un problema
donde la informacién tiene una direccién y un sentido. Por esta razoén, y debido al error
introducido al discretizar las derivadas primeras en forma centrada, es que se decide darle
mayor peso a la derivada primera corriente arriba (de ahi el término de upwinding) a través de
un parametro determinado. En resumen, esta interpretacion impone que los términos del tipo
convectivos deben calcularse utilizando la informacién “que trae la corriente”, que conforma
la técnica denominada streamline upwinding.

Lo recién explicado puede verse facilmente en las ecuaciones discretas como se
muestra a continuacion:

-15- - T T b 1+1 (1 b) 1+1 2T‘l +T‘i-1 =0
L L L2

donde el pardmetro B es el encargado de ponderar la derivada primera. Sobre la derivada
segunda no se realiza ninglin tratamiento ya que esta asociada a los fendmenos difusivos, los
cuales no presentan la asimetria que si presentan los términos convectivos, y por consiguiente
no muestran dificultades al momento de la discretizacion.

Noétese que B debe cumplir que 0,5 £ b £1 de manera que cuando es = 0,5 se esta en
presencia del esquema donde la derivada primera estd evaluada en forma centrada, mientras
que cuando es 3 = 1 la situaciéon es conocida como “full upwinding” debido a que la derivada
primera esta evaluada completamente corriente arriba, es decir, totalmente descentrada.

Entre B y el parametro o presentado anteriormente existe una estrecha relacion dada
por b = (a + l)/ 2 y que establece las siguientes equivalencias:

e a=0 B=0,5 esquema centrado

e a=1 B=1 esquema de full upwinding
1.1.5.El esquema exponencial para diferencias finitas:

El esquema exponencial desarrollado en [28] permite obtener, para problemas
unidimensionales y con términos fuente nulos, valores nodales exactos en la solucién
aproximada para cualquier numero de Pe. Este esquema se deduce a partir de una

interpolacién exponencial entre los nodos de una malla de diferencias finitas, donde la



Capitulo I

funcién de interpolacién es conocida y es la solucion exacta al problema unidimensional con
condiciones de contorno de Dirichlet en ambos extremos y sin términos fuente.

El esquema resultante se muestra a continuacion:

-16-

¢ 1 o, ée2Pe +qu +§ o2Pe 91“ 0
SQZPe _ IH i+l ge2Pe - lld i ge2Pe - lld i-1 7=

Es facil ver que este esquema presenta las mismas caracteristicas que el esquema de
difusion artificial visto en el apartado 1.1.3 cuando se incorpora el parametro Q.

Una manera de simplificar el esquema sin apartarse de su caracteristica mas
importante, es aproximar el comportamiento del siguiente nimero adimensional:
2Pe

eZPe . 1

-17- Ae =

por la siguiente expresion:

Ae=(1-02Pef  Pefs
Ae =1 Pe>5

-18-

El esquema aproximado resulta el siguiente:

19- [1- 0.2Pef [T, - 2[fi- 0,2Pe F + 2Pe [T; + [[1- 0,2Pe f +2Pe [T, =0
denominado esquema de power-law, presentado en [28]. Su origen se debe a una
aproximacion en los calculos de manera de bajar el costo computacional del esquema
exponencial, reemplazando el calculo de las exponenciales por polinomios. Esta ventaja ha
dejado de serla con el avance de los procesadores y a medida que el volumen de calculo en los

problemas se intensifica.

1.2. El método de los elementos finitos:

La aplicacion del método de los elementos finitos a los problemas de la fisica en
general, nace a partir de dos corrientes de pensamiento:
¢ Residuos Ponderados.
e Principios Variacionales.
Asi, es que el desarrollo por elementos finitos de un problema cualquiera puede
realizarse a partir del conocimiento del principio variacional del problema en cuestion, asi
como del tratamiento de las ecuaciones diferenciales que gobiernan el problema como

residuos ponderados.
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En esta investigacion, como en gran parte de la bibliografia dedicada a los temas
relacionados con la mecanica de los fluidos y con la transferencia de calor, se parte del
tratamiento de los problemas como residuos ponderados. De esta manera es muy simple
clasificar los métodos de resolucion a partir de las formas proporcionadas a las funciones de
ponderacion. Comenzando desde el concepto mas basico que impone la teoria de Galerkin, en
donde las funciones de ponderacién son las mismas que las utilizadas para la interpolacion de
la incégnita, pasando por las funciones de interpolacién del tipo Petrov-Galerkin, y llegando a
los métodos de minimos cuadrados, donde dichas funciones nacen naturalmente de la
minimizacion de un funcional. Se examinaran a continuacién los distintos métodos utilizados

en forma clasica.
1.2.1.La discretizacion del método de los elementos finitos:

Para construir la discretizacién por elementos finitos sobre un dominio Q se debe

establecer la interpolacion de la variable temperatura de la siguiente manera:
o
20- T@ET :a f.T,
=

donde T; es el valor de la incognita temperatura en cada uno de los nodos, y ¢; son las
funciones de forma con las que se interpola el campo de temperaturas. Una interpolacién

lineal esta formada por las siguientes ¢;, que se utilizaron en el presente trabajo:

(bi—l (I)i (I)i+1

i-1 e-1 i e i+1
que poseen soporte local, es decir, que se anulan fuera del intervalo de definicién, ademas
poseen altura unitaria por lo que el coeficiente que la acompafia es el valor de la incégnita en
el nodo asociado, segun se desprende de la -20-. Las ecuaciones asociadas se encuentran en el

apartado Ap.I del apéndice.
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Partiendo del concepto de los residuos ponderados, es factible escribir la forma
correspondiente a la ecuacién de conveccion-difusién -2-, ponderandola con una funcién

cualquiera wi:

2 TR 2 R TR
-21- Oiéu NT +N DNT+Q)1Q =0
Q
Se ve que las funciones de interpolacion de la temperatura deben satisfacer la
existencia de una derivada segunda continua, mientras que w; puede ser cualquier funcion
continua con las condiciones estipuladas en el apartado Ap.IV del apéndice.

Integrando por partes la ecuacion -21- (ver el apartado Ap.III en el apéndice) resulta:

é\' T T . )1 1\ \
-22- u NT+N"w,DNT dW = OiQdW- OiqndG
W W Gy

Esta integracion da como resultado el conocido principio de trabajos virtuales para el
problema de transferencia de calor, y que en este caso se conoce como principio de “potencias
virtuales”. La expresion -22- determina el equilibrio entre las potencias generadas en forma
interna con las potencias generadas en forma externas. Asi, se llega a la formulacion
variacional del problema de transferencia de calor. Al mismo punto se hubiera llegado en caso
de haber partido del principio variacional del mencionado problema.

Notese que, ahora, los requerimientos sobre las funciones de interpolacién del campo
de temperaturas son menores ya que solo se debe satisfacer un campo de derivadas primeras
continuas, es por esto que la expresion -22- es también conocida como la formulacién débil
del problema de transferencia de calor en estado estacionario. Por otro lado se debe pagar un
mayor precio sobre las funciones de ponderacion ya que es necesario que posean un campo de
derivadas primeras no nulo, mientras que antes de la integracion no habia restriccion alguna.
Para una explicacion mas detallada remitirse al apartado Ap.IV.

Reemplazando en la ecuacion -22-; la aproximacién del campo de la incégnita dada

por -20- resulta:

é U

2 - - - § \ L
23- gé!iuTij +NTw.DRf j)jwﬂrj =) QW- (Yua.d

é U

éw a w Gy

Y debido a que las funciones de forma son con soporte local, la expresién -23- puede
escribirse como integrales elementales bajo una suma sobre todos los elementos. El sistema

algebraico de ecuaciones resulta ser el siguiente:
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-24- KT =f
donde la matriz K y el vector f estan definidos por el ensamblaje de las contribuciones

elementales de dadas por:

\| ~ ~ ~
Kl(Je) = d’iuTij + NTWIDNfJ )W

W

) = (‘}chw- (\jiqndG
W

Gy

-25-

Como se dijo con anterioridad, el método de los elementos finitos fue presentado en
base al concepto de residuos ponderados. Esta vision simplista puede tener otras
interpretaciones contenidas en los fundamentos matematicos que avalan la teoria del método
de los elementos finitos. Estos permiten demostrar la unicidad entre tres tipos de problemas
denominados de la siguiente forma:

e El problema ecuacién diferencial (ED).
¢ El problema formulacion variacional (FV).
e El problema formulacion extremal (FE).

Este andlisis y su demostracion pueden verse en el apartado Ap.IV.

Volviendo a la expresion -25-, a partir de aqui, y como se mencion6 con anterioridad,
las distintas metodologias para resolver el problema se basan en modificar convenientemente

la funcion de ponderacion.
1.2.2.La forma de Galerkin:

La forma de Galerkin es la mayormente utilizada en todos los problemas de la fisica
abordados por el método de los elementos finitos. Para obtener esta forma a partir de la
expresion -25- solamente se debe hacer w; =f;, es decir, la funcién de peso es la misma que
se utiliza para la interpolacion de la variable del problema, resultando el siguiente sistema de
ecuaciones:

KT =f

-26- (e) —_ p T“’f “’Tf ~f ) (e) —_ b X -
W w Gy

A partir de aqui, realizando la integracion de las ecuaciones -26-, se llega al sistema de

ecuaciones -8-.
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Como se menciond con anterioridad, el método de Galerkin es equivalente al método
de diferencias finitas convencional, es decir, con el término convectivo evaluado en forma
centrada. Es por esto que este método resulta ser inestable a la hora de resolver los problemas
de transporte donde los términos advectivos son los predominantes, y la presencia de capas
limites es la caracteristica sobresaliente.

Ya se comienza a evidenciar la necesidad de modificar las ecuaciones que resultan de
la discretizacion por elementos finitos para conseguir un método estable, independientemente

del “peso” relativo de los parametros del problema.
1.2.3.El esquema de Petrov-Galerkin:

La basqueda de una solucién a las deficiencias dadas en el método de Galerkin, ha
llevado a los investigadores al desarrollo de un género diferente de funciones de peso, las
cuales pueden ser definidas como:

-27- w; =f; +ad;
donde ¢; es la misma funcién con la que se interpola el campo de la temperatura, o; es una
nueva funcion de prueba y o es el parametro de estabilizacion.

En base a esto es que se denominan formulaciones de elementos finitos del tipo
Petrov-Galerkin a todas aquellas en donde las funciones de ponderacién son diferentes de las
funciones interpolantes.

Las formulaciones del tipo Petrov-Galerkin mas utilizadas son aquellas donde las

funciones de ponderacion estan definidas como sigue:

aLu’

'28' Wi :fi + — ‘u‘ Nfl

donde u es el vector velocidad, indicando asi, una direccion de estabilizacion, debido a que la
funcién de forma toma mayor peso en la direccién de contracorriente siendo L la longitud
caracteristica del elemento.

En un caso unidimensional, la funcién w; estaria simplemente definida como:

'29' Wi :fi +££
2 dx

En este caso no hace falta especificar la direccion en la cudl se da mayor peso a la

funcién w;. La forma que poseen las funciones de forma del tipo de la -29- es la siguiente:
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(1)1 oo

Reemplazando la forma -28- en la discretizacion elementos finitos -25-, resulta:

KT =f
xRe 0. . x
30- K= @f,ﬁ“ N, TR + T§f1+aLuNf —DNf dW
5 u

W

2 2 C'L
gle) = @ +53L”Nf de- @ aLu’ dG

w Gy

Antes de modificar la -30- es necesario recalcar la existencia de términos que
involucran derivadas segundas de las funciones de interpolacion ¢;, estos términos se definen
unicamente dentro de los elementos, debido a la presencia de discontinuidades en las fronteras
de los mismos. Bajo esta aclaracion, se dejan igualmente expresados los términos con estas
caracteristicas.

Ordenando los términos de -30- puede escribirse lo siguiente:

K(?)_é‘ uTRE + 25 KT uu TRF + N DRF, + 2L W TRTRF DRIF, -dW

’ 2y 2u
31- W .
fi(E):éi aLu’ ; U g _de_ é aLu’ <.l 4G
w Gy

El segundo término de la matriz KI(JE) es claramente una difusividad artificial que el

procedimiento de Petrov-Galerkin introduce en el algoritmo ya que:

« _aL pt aL &’ uvl

o

donde u y v son las componentes de la velocidad en las direcciones x e y respectivamente. La

-32- D uu =——@
2u 2ul gvu v

matriz de difusividad artificial resulta simétrica, siempre introduciendo difusividad en la

direccion de la linea de corriente. Con esta notacion resulta el esquema de Petrov-Galerkin:
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\E ~ ~ *
K.(fe):@quTijarNTfiﬁ)m ):lfj+aLuTN Nf ;DRIf | —dW

24
W
33-
2 2 C'L
fi(e>:@‘~ aL“’Nf de-@ LR e
w Gy

Volviendo a la expresion -32-, en el término constante que multiplica a la matriz se

puede distinguir lo siguiente:

34 t=
2u

Este parametro es conocido como el tiempo caracteristico del problema en cuestion,
pues representa el tiempo que una particula tarda en recorrer una distancia /2 transportada a

una velocidad cuyo médulo es [u] .

1.2.4.El método de Least Squares:

La utilizacion de un método del tipo de Least Squares (LS) representa una
metodologia unificada para obtener la solucion numérica de cualquier sistema de ecuaciones
diferenciales en derivadas parciales. El concepto de este método es realizar la minimizacién
del residuo en las ecuaciones diferenciales en el sentido de cuadrados minimos. Los métodos
hasta aqui vistos se basan en la eleccién de las funciones de peso, como sucede en los
métodos de Galerkin, Petrov-Galerkin y Galerkin Least Squares (que se vera en el siguiente
apartado). Por el contrario, las formulaciones de LS tienen una base tedrica firme, la que
deberia asegurar la mejor aproximacion numeérica a la solucion del problema.

La siguiente notacion permite desarrollar mas claramente el método:
35- R(r)=L{T)-t70
donde L (>} es el operador aplicado a la variable temperatura T y R resulta el residuo en la
ecuacion diferencial cuando el operador L (>} se aplica a la solucién aproximada. Este tltimo
esta dado por:

36 L (h=-u"R{;+RT(kR(Y

Se considera el funcional | que mide el error cuadratico producido en la

aproximacion de la solucién, ponderado por una funcion W genérica:
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37- @)=l =L @)- £ fwaw

0

donde T esta dada por:

18)(1

-38- T»"T":a ijj
=

donde Nod es la cantidad de nodos en la malla de elementos finitos usada. Para minimizar el

error cuadratico se realiza lo siguiente:

> (D~

o

= Qa ijj"f@zo i =12,...Nod
e &a A

aod AU
39. T &

Sin perder generalidad se adopta que W = 1, asi, la expresion -39- conduce a:

-40- d— (fj)l— (f, Jawr, :(‘51L (F; Jaw

W
donde la notacién fue compactada de acuerdo a la notacién de Einstein®. Se observa como las

funciones de peso en esta formulacion nacen en forma natural y son las imagenes de las

funciones interpolantes a las que se les aplica el operador L (>) Aplicando a la formulacion el

operador dado por -36- se obtiene:

é v
2 ~ ~ ~ ~ ~ ~ ' \ -~ ~ ~

-41- EC‘S u'Nf; + NTkajX u"Nf; + NTkRNf, )va“uTj + G( u'Nf; + kNTKNF, ):o
SW u w

En cuanto a las condiciones de contorno, estas pueden ser aproximadas en el sentido
de cuadrados minimos de la misma manera.

La caracteristica mas sobresaliente es que, mientras métodos como el SUPG 6 el GLS
pueden derivar en matrices no simétricas, el LS siempre da como resultado matrices
simétricas que son definidas positivas. Esta ventaja en la simetria de la formulacion y, por
consiguiente, en la existencia de un operador auto-adjunto, se ve opacada por un aumento en
los requerimientos sobre la continuidad y derivabilidad de las funciones interpolantes ¢, por

consiguiente el costo computacional también se ve incrementado.

4 Esta notacion consiste en eliminar el simbolo de sumatoria asumiendo que ésta existe cuando en un producto
aparecen dos subindices repetidos.
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1.2.5.El método de Galerkin Least Squares:

Para ir finalizando la revision de los métodos clasicos de estabilizacion, se presenta un
método basado en una forma diferente del esquema de Petrov-Galerkin, donde las funciones
de ponderacion pueden obtenerse de minimizar el cuadrado del residuo. Es una metodologia
que nace en el método de Least Squares visto en el apartado 1.2.4 y que presenta ciertas
ventajas respecto de éste, ya que no se requieren los mismos grados de continuidad sobre las
funciones de forma interpolantes y de ponderacion, como se vera a continuacion.

Si se analiza el método de minimos cuadrados como un simple Petrov-Galerkin,

estaria definido por las siguientes funciones de ponderacion:
'42' Wi :f +T TNf - NTDNf

Introduciendo -42- como funcién de peso de -21- resulta:

- el N
-43- @i +aL<|TNfi - NTDNfi)Eg u'NT +N'DNT +QdQ =0
2u| 0
Q

Distribuyendo los términos resulta la siguiente forma:

\ ~ A ~ ~ A
O( u'NT + NTDNT+Q)IQ-
44 ° e
- u'Nf, + N'DNf, k u'NT+N'DNT +Q dw =0
L L 4R, + NTDRF, | N +RTDR w
u
W,

Notese que el primer término derivara en una forma de Galerkin como la vista en -26-,
mientras que el segundo término es el que cumple la funciéon de estabilizar el problema
numérico. El nombre de “minimos cuadrados” surge del segundo término, ya que este puede
interpretarse como la minimizacién del siguiente funcional:

| 1 \aL’

-45- -
2 Oz\u\
We

( uNT +NTDNT + Q)dW
Aqui se observa que las integrales estan definidas dentro de cada elemento, no siendo
un requisito la continuidad de las derivadas primeras entre elementos, lo que si ocurre en el

Least Squares.
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1.2.6.El método de SubGrid Scale:

Este método se basa en la suposicion de la existencia de dos escalas en el problema, la
macro escala se puede resolver con la malla de elementos finitos, mientras que la micro
escala, dada en el interior de los elementos (de ahi el nombre), es mucho menor que el tamafio
de éstos. Se presenta el método para el problema de conveccion-difusion unidimensional
estacionario con condiciones de contorno de Dirichlet. La presencia de las dos escalas hace

que el campo de temperaturas esta conformado de la siguiente manera:
46- T=T+T
donde T y T representan las variables para la macro y la micro escala respectivamente.

Aqui T es la variable que se resuelve a través de la malla de elementos finitos.

. . . . .7 *
Se debe realizar la siguiente suposicién: la escala no resoluble T  se anula en el

contorno de cada elemento, es decir:
%
-47- T =0 en x=0 vy x =L° e =1,2,...,n,
. .7 *
Las funciones de forma también se encuentran formadas por dos escalas w =w +w ,

donde w" cumple la misma condicién que la variable T", anuldndose en los contornos de los
elementos.

Introduciendo las incégnitas de ambas escalas en la formulacion de residuos
ponderados unidimensional se obtiene el siguiente par de ecuaciones, una para la macro

escala:

e (Jf 270 > * 270 u
-48- 'UdfT'f'kdirgiWi*' 'Udi*'kdi’ziwi*'QwimX =0
dx dx o dx dx Q g

L

y otra para la micro escala:
df  d*TQ . @ dar"  d°T 9

49 & k k J+Q Ed 0
-49- -u—+ Wi +G-u——+ w; +Qw; Udx =
(z dx dx’g é & dx*g §

L

La representacion Euleriana-Lagrangeana para la expresion -49- es la siguiente:

dar” . d*T"
-u— + k =
-50- dx dX2

T =0 en x =0, x =L°

-t

donde Tt se define como:
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-51- f—-ug+k?+Q
Notese como la variable de la micro escala dada por -50- esta gobernada por el residuo
de la variable de la macro escala. Luego, debido a las condiciones de Dirichlet sobre las
fronteras de los elementos, el problema es local, pudiéndose resolver dentro de cada elemento.
El problema dado por la -50- puede resolverse usando una funcién de Green g(x,y)

dando:

522 T(x)= é(x,y)i‘(y)iy

LE

donde la funcién de Green es la solucion de las siguientes ecuaciones:

2
dg+kd & —d(y- X)
-53- dx dX
g =0 en x =0, x =L¢

donde 9§ es la funcion delta de Dirac.

Integrando por partes el segundo término de la -48- resulta:

@ 24 -
-54- ud—T+kd—T+QuW dx+ dT dw‘uix-
dx dx? dx dx dx o)

L

La sumatoria aporta integrales elementales solamente. Integrando por partes la

segunda parte de este término resulta:

\é A
-55- ud—T+kd—T+Quwdx+
@ dx dx? dx dx

ljl‘dx—

L

donde los términos del contorno se anulan automaticamente. Sustituyendo el valor de T~

dado por la -52- se obtiene que:

\N\é wu
-56- Ofdx - @ - kxzég(x,y)i’(y)dydx =0

dx
Lere
donde
\ o \
57 0=d 0
L e pe

y T esta dado por la -51-. Realizando la siguiente suposicion:

-58- g(x,y)» g(x,y)zt(y)>d(y- X)
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donde 1(y) es un parametro de estabilizacién y d es la delta de Dirac. Reemplazando la -58-

en la -55- resulta:

G 29
-59- ud—T+kd—T+Quwdx utf(y)dx =
dx dx? dx x2 4
L
Es evidente la comparacion entre la -59- y la -44- en su forma unidimensional. La
diferencia entre el SubGrid Scale y el Galerkin Least Squares viene en el signo del término
difusivo en la funcién de estabilizacion.

Una forma de obtener los parametros de estabilizacién es a partir de la siguiente doble

integracion:

-60- &)d(x - y)dxdy = &(X,y)dxdy

e e e e
que para el caso unidimensional sin fuente y con condiciones de Dirichlet en ambos extremos

se obtiene que:

-61- L—gcoth(Pe)— Plg
€g

y que reemplazandolo en la siguiente expresion, da el parametro de estabilizacion o, como se

observa:

e
-62-  t° _ab p a zcoth(Pe)- S
2Jul Pe

1.3. Otro enfoque sobre las inestabilidades numeéricas:

Ademas de la necesidad de oponerse a la difusividad negativa que introducen los
esquemas de integracion espaciales, tanto en los métodos de diferencias finitas como de
elementos finitos, cuando el término convectivo se discretiza en forma centrada, el fenémeno
de la inestabilidad numérica puede atacarse desde un concepto puramente matematico.

Algunos trabajos, [29] y [30], refieren el problema de las oscilaciones a los
autovalores de la matriz global K definida en -26-. A medida que el régimen del problema
adquiere un caracter convectivo cada vez mayor, se hacen presentes autovalores complejos
conjugados en la matriz del sistema. Esto se evidencia en el aumento de la asimetria de la
matriz principal K, producto de los términos convectivos, lo que genera una matriz

denominada “cuasi-hemisimétrica”.
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Debido a una insuficiente discretizacion de una malla de elementos finitos, es que un
esquema como el Galerkin no puede propagar correctamente la frecuencia y amplitud de una
autofuncion asociada a la solucion analitica de ciertos problemas. Los valores de frecuencia y
amplitud son consecuencia de autovalores complejos asociados a dicha autofuncion.

En base al concepto presentado es que, en la actualidad, se desarrollan métodos que
agregan difusividad al problema, de manera que los autovalores de la matriz global K sean
numeros reales. Este procedimiento se presenta como general independizandose de la
dimension del problema y del tipo de ecuacion diferencial que se resuelve. Un ejemplo simple

es presentado en el apartado siguiente.

1.3.1. Autovalores complejos:

Sea el problema unidimensional dado por la siguiente figura:

Q=0
\ L J
B -
u
T=0 - = k T=1

donde se establecio la discretizacion pertinente. Los datos del problema son tales que se
analizan tres casos que evidencian lo explicado, para lo cual se establece que el Pe elemental
varia de acuerdo a los siguientes casos:
Pel = 0.5 Pe? =2 Pe3 =10
donde el superindice se correlacionara con los mismos.
El esquema de resolucion es el de diferencias finitas centradas, siendo totalmente
equivalente a un método de elementos finitos tipo Galerkin. Para esto se recuerda este

esquema escrito en funcion del Pe:

_uDx

'63' (l' Pe i+1 2Tl + (1+Pe i-1 :0 Pe =
2k
En base a los valores de Pe propuestos se establecen las matrices Aj del sistema de
ecuaciones dado por:
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que resulta del ensamblaje de las ecuaciones. A continuacion se presentan las matrices
resultantes, luego de reemplazar las condiciones de Dirichlet, junto con los autovalores
correspondientes.

Es facil ver, como se dijo, que la asimetria de la matriz aumenta en funcion del
aumento del Pe comparando las tablas respectivas. Ademas de observarse el aumento de la

parte compleja de los autovalores.

Pe! =0.5 Autovalores
11 0 0 0 0 0 0|0 -3.5605
2| -2 1 0 0 0 0|0 -0.4395
0 2 -2 1 0 0 0|0 -1.6146
0 O 2 -2 1 0 0|0 -2.3854
0 O 0 2 -2 1 0|0 -0.9201
0 O 0 0 2 -2 1 (0 -3.0799
0 O 0 0 0 2 2|1 1
0 O 0 0 0 0 0|1 1
Pe? =2 Autovalores
110 0 0 0 0 0 0 -2.0000 + 3.1210i
3/-2]1-1]0 0 0 0 0 -2.0000 - 3.1210i
0o(3|-2|-1]0 0 0 0 -2.0000 + 0.7708i
0| 0 3 1-2(-1]0 0 0 -2.0000 - 0.7708i
0| 0 0 3 1-2|-1]0 0 -2.0000 + 2.1598i
0| 0 0 0 3 (-2|-1]0 -2.0000 - 2.1598i
0| 0 0 0 0 3 |-2]-1 1
0] 0 0 0 0 0 0 1 1
Pe =10 Autovalores
1 0 0 0 0 0[0]O0 -2.0000 +17.9291i
1](-2]1-9] 0 0 0[0]O0 -2.0000 -17.9291i
0O (11]|-2]-9|0 00| O0 -2.0000 + 4.4281i
0 O|11{-2|-9101]0]|O0 -2.0000 - 4.4281i
0 0 O(11]|-2|-9]0]0 -2.0000 +12.4073i
0 0 0 O (11]|-2(-9]0 -2.0000 -12.4073i
0 0 0 0 011 ]-2|-9 1
0 0 0 0 0 0(0]1 1
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1.4. El método de calculo finitesimal:

Los métodos presentados hasta aqui proponen la solucion del problema de la
inestabilidad numeérica a través del agregado de términos heuristicos que tienen la funcion de
efectuar un adecuado balance de las ecuaciones diferenciales.

El método de calculo finitesimal (MCF) desarrollado en [17], y complementado en
[33]-[37], presenta una forma diferente de obtener las ecuaciones de equilibrio del problema,
esto introduce a los parametros de estabilizacion en forma natural dentro de las mismas, la
cuéles se desarrollan sobre dominios finitos.

A continuacién se presentan las bases del método de calculo finitesimal asi como
algunas equivalencias con los métodos clasicos.

Otro punto importante es la determinacién de los parametros de estabilizacién. Si bien
es viable la utilizacion de parametros elegidos “a priori” como los parametros critico u

optimo, éstos se determinan de una forma diferente a la clasica.

1.4.1.La ecuacion diferencial estabilizada:

Consideremos el problema de conveccion-difusion en un dominio unidimensional

sobre el cual se analiza un elemento de longitud h.

Q(x)
u(x)
o
— » q
L
T
X
Q
qa B —» Qe
[uT]lx —» —» [uT]s
A h B
R
X

Asumiendo que la distribucion de la fuente es lineal en el elemento, se obtiene el

balance de flujos dado por la siguiente expresion:
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-65- CI(XB)"‘[UT](X )‘ CI<XB - h)‘ [UT](XB - h)‘ ;[Q(XB)"'Q(XB - h)]h =0

3
-0 )

Los desarrollos en series de Taylor resultan ser los siguientes:

ita - ) =l )- 09T

e d?fur]

dx Xg 2 dx2 %y

66- b ealel ). pdal L7 dT (13)
66 qlxg - h)=qlx) " 2 e . 0
Q(XB'h>:Q<XB)'h(3§ +06‘2)

XB
Reemplazando -66- en -65-, eliminando los términos de orden h? y superiores, y

considerando ademas, que u es constante a lo largo del elemento, resulta:
o7 -udT, 0B ATO (M dE T dgdTo U
dx dxe dxg 2dxg dx dxe dxg

que escrita en forma compacta es:

r-lzlgrzo O0<x<L

68- ’ dT d a dT &
con r=-u—+—(§<—c—:)+Q

dx dxe dxg

En cuanto a las condiciones de contorno, la de Dirichlet es la misma que la condicion
vista en -3-, sin embargo es necesario obtener las condiciones de Neumann estabilizadas. Para

esto se realiza el balance de flujos en el elemento del contorno:

Q

4 —

[uT]a —» _ 5 q

A h/2 B

.

69- q- alxa)- liTllxa)- 2@ =0

donde q es el flujo prescripto en x;. Desarrollando nuevamente en series de Taylor se

obtiene:
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ok
ol

Reemplazando los desarrollos de -70- en -69- y luego de eliminar los términos de

uT (XA) UTE(L (XL)' }zldElTJ

-70-

Q(XA)ZQ§(L EQ—Q( W

orden superior, y considerando que u es constante a lo largo del elemento resulta:

1o qek Lo yp- D@ 4T daL?<d—T°+Q en x =L
dx 2% dx dxe dxg g

Si solamente el flujo difusivo estd prescripto en x = L, la ecuacién se modifica de la

siguiente manera:

-72- q+kd—T-Eae d—T da?(d—T9+Q +=0 en x =L
dx 2 dx dxe dx g

que en forma compacta de acuerdo con la notacién de -68- resulta:

-73-  g+k

-—1r =0 en x =L
X 2

Es facil verificar en las expresiones -68- y -73- que cuando el parametro h tiende a

cero, las ecuaciones diferenciales que modelan el problema son reobtenidas.
1.4.2.Generalizacion para casos multidimensionales:

Extendiendo el concepto de estabilizacion, que presenta el MCF, a problemas 2D y 3D

se llega a las siguientes ecuaciones diferenciales modificadas:
1, ¢
- Eh Nr =0 en W
-74- T=T sobre G,
o =1
n DNT +q, - 5thr =0  sobre Gy

donde el vector h estd definido como:

é, u
-75- h =g "
ghm
Al igual que en el caso 1D, cuando en el limite, h es el vector nulo, las ecuaciones
diferenciales de conveccion-difusién son reobtenidas.

Abordando el problema enunciado por las -74- a través de una formulacién de

elementos finitos del tipo de Galerkin se tiene que:
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I .
h2 N ( u'NT +NTDNT + QEdQ =0
10/}

76 (‘)ae TRT + NTDNT +Q
-76- é_ u -
W

Luego de realizar la integracion por partes resulta:

\ - - e \ \ 1 o)
-77- u'NT +NTf.D NT)JW: dW- & - “rth™n %G
Gy Gy Gy

e
W W Gy
donde

4 h.u u
hu® gl'(x+hxux =2 U
-78- D*:D+—:éh = 2h ¥
2 é yUx K+ yly (
g 2 Yo 20

y sustituyendo por la forma aproximada del campo de temperaturas se llega a:

é u

& \ - o . y \ e N\
79- gdiuTij +NTF,D ij)awﬂrj = O?ﬁg LhTRQSw- ()G

& ( e 2 0

éw ua w Gy

siendo la forma estabilizada de las -23- con D* definida por la -78-. Esta forma puede ser
escrita de diferentes maneras de acuerdo al término al que se le realice la integracion por
partes. De esta forma puede obtenerse una expresion como la siguiente, en la cudl la

integracion por partes no ha sido realizada:

u
( uTRT + NTDNT + Q)iwuu+

(D> (D> (D> (D~
O

¥
-80- U
Ty TRIT 4 RITAR N TR o
+éh NF b "R+ RPDRT + QW= (%) DRT +q, 46 =0
w Gy

1.4.3.Determinacion de los parametros de estabilizacion:

El desarrollo del MCF fue complementado con una metodologia, distinta a las
convencionales, para la determinacion de los parametros de estabilizacion, la misma se

explica a continuacion.

Se define el residuo modificado, que tiene origen en la ecuacién diferencial

modificada -68-:
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-81- r- ;hTNr =Ty en W

Se define también el residuo promediado sobre un elemento como:

g =1 A
82 we O
W

Sustituyendo la ecuacién -82- en -81- resulta:

e)
-83- rw(e) —rle)_ éhTNrg
e2 o

donde cualquier cantidad con superindice (e) puede definirse como:

84 a1 &
84 WGIW
w

Asumiendo que el vector h tiene componentes que son constantes a lo largo de los

elementos se simplifica la ecuacion -83-, resultando:

g5 )=o) LheT (e

2
y expresando las componentes del vector h en las direcciones dadas por el vector velocidad u
y por una direccion arbitraria v, se tiene que:
u v
-86- h =h,—+h, —
uov

€~
S

donde el subindice representa la direccion de la corriente dada por el vector velocidad,
mientras que el subindice “t” indica una direccion transversal a la dada por la linea de
corriente.

Segun algunos autores [39], la direccion v que mejores resultados ha arrojado es
aquella dada por el VT siguiendo las ideas de los esquemas denominados shock capturing. Sin
embargo cualquier direccion v seria posible siempre que los resultados sean estables.

Expresando la -86- en forma proporcional a la longitud caracteristica del elemento, y

reemplazandola en -85- resulta:

YSRN BRSO - O L AR (A
26 u Vg

Se considera que existen dos soluciones dadas por el método de elementos finitos para
la ecuacion diferencial, una se obtiene de la formulacién del MCF dada por la -74- y otra

“mejorada”, a partir de la primera, a través de cualquier método de suavizado (ver la discusion
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sobre este punto en el apartado 1.4.4). Dichas soluciones dan como resultado dos residuos r;©

y 1,{® respectivamente debiéndose cumplir que:
e)._ e)3
-88- rl() r2() 0
En este caso fue asumido que r; es positivo, en caso de que sea negativo, la

desigualdad debe ser invertida.

Combinando las ecuaciones -87- y -88- se obtiene:

. e)
€ u’ VT[:I SLe) | Rple 2 (e e\
L el i)} aaéz()' fe)

Esta expresién es la base para la determinaciéon de los parametros o y . El
procedimiento propuesto en [16] y [17] se basa en técnicas iterativas que en forma resumida
se pasan a explicar:

a) Se resuelve el problema planteado en -74- a través del método de los elementos

finitos con parametros de estabilizacion iniciales cualesquiera.

b) Se calculan los residuos y sus gradientes.

c) Se obtiene, despejando de -89- un valor de o, y se itera hasta que converge dicho

parametro.

d) Luego se despeja de -89- un valor de o, con el valor de o del paso anterior, y se

itera hasta obtener un valor convergido del parametro transversal.
1.4.4.Soluciones suavizadas:

El concepto de solucién suavizada nace de la idea de recuperar los gradientes de
manera de obtener un campo continuo que los represente. Por ejemplo, la utilizacion de
elementos de interpolacion lineal para la resoluciéon de los problemas sobrelleva a un campo
de gradientes discontinuo y constante elemento a elemento. La recuperacién de gradientes
permite obtener los valores nodales de éstos, e interpolando con la misma funcién de forma
con la que se aproxima el campo incognita original (lineal en este ejemplo), se obtiene un
campo de gradientes con interpolacion de orden superior (lineal en este caso), y por
consiguiente se logran capturar valores de derivadas segundas dentro de cada elemento
(discontinuas entre elementos).

Las recomendaciones realizadas, para la implementacion del MCF, en
[16],[22],[36],[37] en cuanto a la recuperacion de un campo de gradientes lineal, es en base a

un “smoothing” de los gradientes de la solucion, lo que es analogo a realizar un promedio,



Capitulo I

sobre cada nodo de la malla, de los valores de gradiente que cada elemento conectado a dicho
nodo posee. Este promedio puede ser ponderado en funcién de la longitud elemental (en
problemas unidimensionales), del angulo de incidencia de cada elemento (en problemas
bidimensionales) 6 de un angulo s6lido de incidencia (en problemas tridimensionales). Otro
método muy recomendado es el Superconvergent Patch Recovery (SPR) [38]. El mismo se
basa en encontrar ciertos puntos dentro de cada elemento donde se obtiene el valor del
gradiente a partir de la interpolacién original y de realizar una proyeccion hacia los nodos de
estos valores encontrados. La ventaja del esquema es que eleva, en uno, el orden de
convergencia, siendo los puntos donde el esquema se vuelve “superconvergente”, los puntos
de Gauss. Para un caso unidimensional con interpolacién lineal, el punto de Gauss utilizado es
el que se encuentra en la mitad del elemento y la proyeccion de los valores del gradiente es
lineal.

Sin embargo un punto muy importante debe ser tenido en cuenta, y es que todos los
métodos aqui mencionados fallan en la recuperacién de gradientes cuando las capas limites se
encuentran dentro de un solo elemento, esta discusion se presenta en el apartado 3.4 con un
simple ejemplo. Debido a este inconveniente se postula que la metodologia presentada posee
deficiencias de calculo en presencia de capas limites. De hecho, un calculo errado 6
insuficiente de los gradientes, y por consiguiente de las derivadas segundas, implica que el
residuo r, propuesto en -88- estard fuera del orden de lo que en realidad tendria que ser,
siendo ésta, la mayor dificultad que el método desarrollado en el capitulo 2 posee.

Como conclusion, cabe aclarar que este punto es clave para el éxito de una

formulacion de esta clase.
1.4.5.Derivacion de ecuaciones estabilizadas de mayor orden:

El andlisis para la determinacion de las ecuaciones diferenciales estabilizadas de
mayor orden es el mismo que el realizado para el balance hecho en -65-. Asi es que utilizando
mayor cantidad de términos de las series puede arribarse a las ecuaciones diferenciales de
mayor orden buscadas. El resultado es el siguiente:

r- Nir+N2r - N°r =0
-90- dT . d 5{ dT 9+

con r=-u—

dx dxé dxg Q

donde
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-91- N2 ==x + +2 =

2 2 3
@by ¥ hhy ¢ hhy ¢ by P
249> 12 My 12 fxTy® 24 fy°

que permite plantear esquemas estabilizados utilizando mayor orden en la formulacién,

pudiéndose calcular, de manera similar, los parametros de estabilizacion. Esto implicaria,
entre otras cosas, la utilizacién de funciones de forma de mayor orden, como son las

cuadraticas 6 cubicas, siendo elevado el costo computacional introducido por éstas.
1.4.6.Extension a sistemas de ecuaciones:

La generalidad del MCF permite extender el método a sistemas de ecuaciones
diferenciales, tales como Navier Stokes y sus variaciones, estableciendo pardmetros de
estabilizacion para cada ecuacién diferencial y en cada una de las coordenadas espaciales. A
continuacion se presenta el MCF aplicado en forma genérica a un conjunto de ecuaciones
diferenciales k.

Los balances en dominios discretos dan como resultado el siguiente sistema:

) Eﬂi k =1,2,..Ny

=0
2 1k j=12,..Ny

donde ry es la ecuacion diferencial estdndar que se obtiene del andlisis infinitesimal, hy; son

-92-

los parametros caracteristicos, Neq es el numero de ecuaciones diferenciales que describen el
problema y Ny es el nimero de dimensiones en el que el problema esta descrito.

La obtencion de los parametros hy; es analoga al caso analizado en el apartado 1.4.3:
) - le) 3
-93- -0, >0
donde r;®, simboliza el residuo original para la ecuacion k, mientras que r,® es el residuo
mejorado (a partir de una solucion suavizada) para la misma ecuacion.

Reemplazando la -92- en la -93- se obtienen las expresiones para el calculo de los

parametros de estabilizacién en forma general.
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1.4.7.Discusion sobre el MCF:

Si bien la metodologia utilizada a la hora de estabilizar las soluciones dadas por el
MEF, en el contexto de los procedimientos basicos, ha sido bien aceptada, y lo sigue siendo,
queda una deuda pendiente sobre el origen del fenémeno de la estabilizacion. La
estabilizacion puede ser considerada como una simple modificacion de los esquemas
numéricos, como se vio en los apartados 1.1.3, 1.1.4, 1.2.3 y 1.2.5, 6 un balance intrinseco
dentro de las ecuaciones diferenciales para dominios finitos que resulta vital para la
resolucién numeérica del problema, como se vio en 1.4.1 y como se analizara mas adelante.

Para discernir esto, se debe recordar de dénde es que nace la idea de la resolucion de
problemas a través de esquemas numeéricos. Esta idea surge de discretizar las ecuaciones
diferenciales, aqui los incrementos finitos Ax ya no tienen el concepto del ideal “tendiendo a
cero”, y es por esto que se dan los fenémenos de la inestabilidad analizados en 1.1.2.

Si ahora en el momento de obtener las ecuaciones diferenciales, no se desprecian los
términos que son dependientes de esos incrementos finitos Ax, debido a que ahora ya “no
tienden a cero”, se obtendra, con mayor aproximacion, la forma discreta del problema que se
quiere resolver como se vio en 1.4.1.

En base a esta idea, es que la estabilizacion ha avanzado en gran medida respecto de lo
que anteriormente se suponia, que no eran ideas desacertadas, sino que no eran lo
suficientemente fundamentadas 6 generales, debido a que s6lo la practica y la experiencia
determinaban la posible solucion a un problema.

Como se ha mencionado en los objetivos de este trabajo, la reinterpretacion de los
métodos de estabilizacion es algo que se requiere, para que la resolucién de los problemas de
transporte no pretenda ser un misterio, sino solamente una clase diferente de problemas

cuando son abordados desde el método de los elementos finitos.
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Capitulo 2:

2.1. El método de los dominios desplazados:

Luego de haber presentado los métodos clasicos involucrados en los procedimientos
de estabilizacion y de haber discutido las bases sobre las cuales reposa el MCF, presentado en
el apartado anterior, se puede remarcar que la forma de estabilizaciéon mas so6lida, en cuanto al
origen de las ecuaciones modificadas, la posee este ultimo.

Sin embargo, la derivacion de ecuaciones diferenciales modificadas puede no resultar
algo general o intuitivo. He aqui la necesidad de replantear el origen de los procesos de
estabilizacion con el fin de poseer una forma de resolucién concluyente para los problemas de
transporte.

Es posible concluir, de todo lo visto hasta aqui, que para obtener una representacion
correcta de los fendmenos fisicos que se dan en los problemas regidos por ecuaciones del tipo
de la -1- se necesita alguna clase de informacién extra sobre el campo que se encarga de
convectar las cantidades. En los problemas de transferencia de calor 6 de flujo de fluidos, el
campo de velocidades, que es el encargado de la conveccion del campo de temperaturas y del
campo de velocidades mismo, es la opcion ideal, como referencia para obtener esa
informacion buscada.

De aqui surge la necesidad de establecer una nueva forma para el abordaje de este tipo
de problemas. Para solucionar esto es que se reformula el MCF como una técnica de
estabilizacion basada en la resolucion de los problemas por el método de elementos finitos a
partir del concepto de residuos ponderados en dominios desplazados.

El método de los dominios desplazados (MDD) implica una resolucion
conceptualmente diferente, ya que el punto de vista desde el cual se afronta el problema es
aquél que permite obtener las formulaciones variacionales en forma directa, sin la necesidad
de detenerse a pensar en aquellos términos ineludibles, desde el punto de vista de las
formulaciones clasicas, para evitar las inestabilidades numéricas. De esta forma, la simple
idea de utilizar dominios desplazados, 6 lo que es lo mismo, residuos desplazados permitira
lograr lo anteriormente explicado.

Otro objetivo de esta reformulacién es lograr un avance en la comprensién de los

fenomenos fisicos y matematicos involucrados en estas técnicas. Conjuntamente con esto, el
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método pretende darle generalidad a los problemas de transporte, cuyas caracteristicas
requieren generalmente, una resolucion especifica diferente de la resolucién clasica dada por
un esquema tipo Galerkin.

Como forma de expresar la generalidad del MDD, se presentan las equivalencias y

diferencias respecto de los demas métodos (ver apartado 2.3).
2.1.1.Conceptos fundamentales:

Se presentd el MDD como una técnica de resolucion por el método de los elementos
finitos en la cual los dominios de resolucion del problema se encuentran desplazados de su
posicion original.

La formulacién clasica de los métodos de residuos ponderados establece que:

-94- Gu,x)w(x)dx =0

W
donde “r” representa el residuo de la ecuacion diferencial cuando una solucién aproximada u
es utilizada, “w” es una funciéon de peso que pondera al residuo y x es el vector posicién
respecto del cudl esta planteada la resolucion del problema.

El concepto innovador que introduce el MDD es el siguiente:

\
-95- du, X')W(X' )dX' =0
w
donde Q’ indica un dominio diferente de aquél en el cual el problema fue especificado por la

-94-. La -95- tiene su equivalencia en la expresion que sigue, donde el dominio se refiere al

dominio Q a través de una transformacion en las coordenadas:

-96- \dx')w(x')dx' = \dx- h)w(x- h)]\dx =0

donde \J \ es el moédulo del Jacobiano, necesario para realizar la transformacion de

coordenadas, Q es el dominio original en donde se plantea el problema y h es un pequefio
desplazamiento dado al dominio Q’.
Notese como el planteo del problema en un dominio Q’ puede llevarse en forma

directa al dominio Q a través del desplazamiento de los componentes del integrando. Esto



Capitulo II

permite trabajar con la segunda parte de la -96- con el fin de manejar los mismos instrumentos
que los utilizados hasta ahora.

La formulacion anterior expresa que el equilibrio debe ser planteado bajo la condicion
del desplazamiento de los dominios 6 de los residuos y de las funciones de peso como se ve
del lado derecho del igual, este desplazamiento esta representado por el vector h el cual sera
interpretado mas adelante.

La ventaja de esta nueva formulacion es la generalidad que se le da a este tipo de
problemas asi como también a otras clases de problemas no abordados en este trabajo (ver
ejemplos en el apartado Ap.VI del apéndice). La linea de pensamiento asi constituida permite
establecer nuevas posibilidades al momento de resolver un problema. Incluso, y se vera mas
adelante, la certeza de trabajar con este tipo de formulaciones, es la de reobtener los balances
necesarios para lograr soluciones estables en forma natural partiendo de la formulacion de
residuos ponderados del MEF, y no de las ecuaciones diferenciales modificadas, lo que lo

hace conceptualmente distinto del MCF.

2.1.2.La interpretacion del desplazamiento ‘h’:

Como se explico en el apartado anterior, el desplazamiento dado al dominio resulta

facilmente visible si se observa la figura siguiente:
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En este caso general de un dominio bidimensional se observa como el problema
planteado en € se resuelve en ’, sin embargo, y como se vera mas adelante, se puede elegir
la funcién del integrando de -96- a la cual se le puede aplicar este desplazamiento. Si se elige
realizar un desplazamiento del residuo solamente, para un caso unidimensional es muy

representativa la figura que se muestra a continuacion:

w(Xx)

X

h

donde una funcién w(x) pondera al residuo r(x-h) desplazado, realizandose la integral en el
dominio original Q.

Se debe aclarar que de aqui en adelante las componentes que conforman el
desplazamiento h no son dados en forma explicita. La forma en que se determinan los mismos
se presenta en el apartado 3.2. Sin embargo, la utilizacion de parametros determinados a priori

es viable segtin lo que se analizara en el apartado 2.3.2.
2.1.3.Desarrollo general del método:

Para implementar el método, consideremos un desarrollo en series de Taylor de las
expresiones del integrando de -96- teniendo en cuenta en el desarrollo sélo los términos de
primer orden, debido a que se consideran pequefios desplazamientos:

r(x- h) =r(x)- h™Nr

-97- e
w(x- h)=w(x)- h " Nw

Este desarrollo permite volver a trabajar con los residuos y las funciones de forma ya

definidos. Desde ya que un mayor orden de aproximacion en los desarrollos de Taylor es
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posible como se vera en el apartado 2.1.6, sin embargo, por su simplicidad, se utilizaran
elementos con funciones de forma lineales. Cabe aclarar que los desplazamientos efectuados
sobre la funcién de peso y sobre el residuo son iguales, como se ve en la -97-.
La expresion dada para el modulo del Jacobiano de transformacion, considerando
pequefios desplazamientos, es la siguiente (ver apartado Ap.V en el apéndice):
-98-  |J| =1- divh

Reemplazando las -97- en -96- se obtiene:

-99- é(x)- hTNr(X)] I;\'(X)- hTNW(X):tl- dth)dWZO

Suprimiendo la dependencia funcional respecto de x, resulta:

\| ~ ~
-100- d hTNer- hTNw}I- divh AW =0

W

Para obtener una formulacién general y consistente con lo anterior, trabajamos con la

expresion -100- distribuyendo los términos de ésta:
-101- éw- rh™Nw - wh'Nr + (lTNI'XITNWEI[l' dth}le =0
W
El término (1TNr k\TNW , buede escribirse de la siguiente forma:
-102- &TNr kTNw )ZNTrH Nw

donde la matriz H es de segundo orden y para el caso bidimensional esta dada por:
TR

& 1

Resultando la formulacion general del método de los dominios desplazados la

-103- H =

siguiente:

\ . . -
-104- dw - th™Nw - wh™Nr + NTrH Nw:[l- dth}iW =0
W

Eliminando el término de segundo orden, resulta la siguiente expresion general donde

los términos son todos de primer orden en el desplazamiento h:

\ ~ ~
-105- dw th"Riw - thNr:[l- divh iw =0

W
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Distribuyendo el producto y teniendo en cuenta que divh =N'h se obtiene lo

siguiente:

-106- éw - th™Nw - wh™Nr - rwNTh + (‘hTNw + thNr)ilTh }1W =0
w
mientras que algunos términos del corchete se pueden agrupar de acuerdo a la siguiente
identidad:
107 NT(hrw)= @Th }w + ‘NTW )h + @Tr )«rh =rw @Th }!— th” (Nw )+ wh™ (Rir)

Reemplazando la -107- en la -106- resulta:

-108- éw- NT(hrw)+ (‘hTNw +thNrﬁTh]jW=0
W

El teorema de la divergencia expresa lo siguiente:

\/[~
-109- let )JW: C‘STt )16
w G

donde t es un campo vectorial, I" es la frontera del dominio Q y n es la normal a la dicha
frontera. Aplicando la -109- en la -108- se obtiene una formulacién alternativa de dominios
desplazados para elementos finitos con desarrollos de primer orden y pequefios

desplazamientos:

-110- éw + (‘hTNw + thNr):lTh }jw = C‘BThrw]jG

W G
Volviendo a la expresion general -105- se pueden derivar de ésta, la mayoria de los
métodos de estabilizacion vistos en el capitulo anterior. En el apartado 2.3 se plantean las

mencionadas equivalencias con dichos métodos clasicos.
2.1.4.Una formulacion simplificada:

Partiendo de la expresion -105- vista en el apartado anterior, se realizan las siguientes
consideraciones:
e Asumiendo h constante dentro de cada elemento, y considerando pequefios

desplazamientos, se desprecia el término de la divergencia, es decir, divh @0.
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e Se presentan dos opciones: realizar el desplazamiento del residuo solamente,
permaneciendo la funcion de peso en la posicion original, 6 desplazar la funcion de
peso, permaneciendo el residuo inalterable.

Entonces, se obtiene la siguiente formulacion para el primer caso:

\ T
-111- d h Nr}udWZO

W

donde el residuo es desplazado, mientras que en el segundo caso la formulacién es la

\ T
-112- du-h Nw]ﬂW:O

W

siguiente:

donde la funcién de peso es desplazada. Estas expresiones se podran reconocer al presentar

las equivalencias con las formulaciones clasicas.
2.1.5.Esquemas transitorios:

En caso de problemas transitorios, el concepto del método no se modifica. El
desplazamiento del dominio resulta también en sentido temporal, lo que se observa
claramente al plantear al tiempo como una variable mas, x;, en el residuo.

Para obtener la formulacién en el caso transitorio se reemplaza el tiempo como

variable escalar del problema:

-113- é\dt,x)w(x)dx'dt': b\d -dx- h)w(x- h)dxdt =0
W t W

donde se ha considerado un campo de pequefios desplazamientos constantes dentro de cada
elemento, por consiguiente el determinante del Jacobiano de transformacion es unitario.
Notese que la integracion temporal puede realizarse en la forma mostrada, 6 abordarse
desde un esquema de diferencias finitas.
El desarrollo en series de Taylor del residuo desplazado en la -113- se muestra a

continuacion:

114- r(t- dx- h):r<t,x)- hTNr(t,X)- dﬂr%;X)
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donde § es el desplazamiento del residuo en el tiempo. Incorporando el desarrollo en series de
Taylor para la funcion de peso junto con la -114- en la -113-, se obtiene una formulacion

variacional mas general que la -105-, bajo las consideraciones realizadas:

-115- ﬁ'(t,x)- hTNr(t,x)- dﬂr:;éx)fé{v- hTNw]iV\ﬂt =

t W

Notese como la formulacion adiciona los términos que son necesarios para la
estabilizacion del esquema numérico. Sin embargo hasta aqui se ha considerado un desarrollo
de los términos del integrando de la -113- de primer orden, la ventaja de este procedimiento
variacional es la versatilidad en cuanto al orden del esquema que se desee. Obviamente cabe
aclarar que mayores oOrdenes en los desarrollo requeririan 6rdenes de continuidad mas

elevados para las funciones de peso y para las de interpolacion.
2.1.6.Ecuaciones de mayor orden:

Como se menciond en el apartado anterior, la posibilidad de utilizar desarrollos de
mayor orden para los términos de la expresion -113- no es una limitacion, en absoluto, desde
el punto de vista matematico, aunque si desde la implementacion, lo que representa tema de
estudios futuros. De hecho, podemos generalizar el desarrollo de Taylor para las expresiones

de la formulacion general:
r(t- dx- h):r(t,x)- Nlr(t,x)+ Nzr(t x)- N3r (t x)-

-116- dﬂr(t,x) d2 1 r(t x) iﬂgr(t X)+O<14,h4]
1t

wlx-h)=w(x)- Niw(x)+ K> w( +O€1 )

donde V?, V2 y V3 estan definidos en la -91-. En este caso se muestra un desarrollo de tercer

orden tanto para el esquema de integracion espacial como temporal.
La equivalencia entre el MDD y el MCF se va evidenciando a partir de la similitud en

las expresiones, mas alla de pequefias diferencias que seran evaluadas en el apartado 2.3.1.

2.2. El MDD aplicado a la ecuacion de adveccion-difusion:

Haciendo referencia al problema concreto que importa en el presente trabajo, se
aplican las formas simplificadas -111- y -112-; que componen el conjunto de las

formulaciones reducidas con las que se desarrollara este apartado y los siguientes.
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Recordando las expresiones simplificadas:

\ T
-117- d h Nr}uszo

W

para el desplazamiento del residuo, y

\ T
-118- du-h Nw]ﬂW:O

W
para el desplazamiento de la funcion de peso. Ambas formulaciones se referiran al problema
estacionario de conveccion-difusion con campos de pequefios desplazamiento.
La expresion del residuo esta dada por la -2-, reescribiéndola para mayor comodidad,
es:
-119- - u'NT+N"DNT+Q =r en W
donde u es el campo de velocidades, D es la matriz de difusividad, Q es la fuente por unidad

de volumen y T es la solucién aproximada que define al residuo r.
2.2.1.El desplazamiento del residuo:

Reemplazando la -119- en la -117- se obtiene la formulacién de residuos ponderados

para el problema planteado:

-120- C\B u'NT+RN'DNT+Q- h™N ( u'NT +N"DNT + qudW =0
W
Para obtener una formulacion de elementos finitos reemplazamos la funcién de peso w
por las funciones de interpolacion de la temperatura ¢, incorporando las siguientes
expresiones
T :ijj j =12,...Nod
w =f,

-121-

en la expresion -120-, resultando:

-122- éuTN(ijj )+ NTDN(ijj )+Q- hTN< uTN(ijj )+ ”TDN(ijj )+ Q)}idWZO
W

Distribuyendo y trabajando algebraicamente se obtiene lo siguiente:
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u'f.N (ijj )+ fiNTDN(ijj )+fiQ -

EO,

-123-
fh'N < TN(fT)+N DNfT +Q)jw 0

Se integra por partes el siguiente término:
N

-124- ONTDN(ijj )iW:O a DR f T, JiG- C\§\1f DR T
W G

y el siguiente:

C‘DhTN( o 1. ) RTDRE T, e Jw =
-125- (\DnTh< uTN(f T, ) NTDN f T +Q)1G
G

@f TNfT +NTDNfT +Q)]W

Reemplazando las -125- y -124- en la -123- resulta:

Tf N(f T, )1W+ OQdW+ TDNf [T,dG- élf DN f T

W

-126- énTh(u ( )NTDNfT +Q)1G+
G
élf )Th TNfT +K DNfT +Q)1W =0

y ordenando a ambos lados del igual se obtiene:

TfoT)ﬂW+C\§\1f DN
W

-127- éﬁ’ TNfT +NTDNfT +Q)]W OQdW+

(\D N(fT)iG O%( TN(fT)+NTDNfT +Q>]G
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Note que si se utiliza una funciéon de forma lineal, el término NTDN(ijj) sigue

siendo de segundo orden, por lo que no sobreviviria con esta interpolacion para la

temperatura, por lo tanto la expresién anterior se modifica como sigue:

TfoT)1W+C‘§\n° DNfT)jW+C‘91f Fhu TR F T jw =

128 W

OQdW+ O TDNQ‘ T )16 O Th( TN +Q)]G

Aca se aprecia que la tercera integral del primer miembro es una clase de difusion
artificial, como la incluida por los métodos clasicos, habiendo aqui un fuerte vinculo con los

mismos. Juntando la segunda y la tercera integral del primer miembro de la siguiente manera:

-129- @f FDR T )jW+®lf Fhu TR T pw = @f FOARE T pw

donde la matriz D* esta compuesta por:

5 ék 0 u é,u, hul +
130- DM =D+huT =D+D" =g * L hg u=é
' (eahy yly( é

donde D" es similar a la vista en la expresion -32- del apartado 1.2.3 donde se trat6 el

esquema de Petrov Galerkin. Reemplazando y trabajando algebraicamente podemos escribir

&Tfim chTj )* (N, ' DAR Gc i )]WV =

W

lo siguiente:

-131-

éQdW+ (‘D (.TDAN(ijj ) nThQ)iG
W G

que es la formulacién de elementos finitos utilizando el concepto de residuo desplazado para
el problema de conveccién-difusion estacionario multidimensional con interpolacion lineal, y

la funcion de peso igual a la de interpolacién.
2.2.2.El desplazamiento de la funcion de peso:

Reemplazando la -119- en la -118- se obtiene la formulacién de residuos ponderados

para este caso:
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\| ~ A ~ ~ A ~
-132- d u'NT +NTDNT + Q]E«r - hTNw]iW =0

W

De la misma manera que en el apartado anterior incorporamos la interpolacion de
elementos finitos dada por:

Tf . j =1,2,...Nod
-133- »

w =f,

y reemplazandola en la -132- resulta:

-134- é TN(fT>+NTDNfT +Q} hTNf, ]jw =0
W

Distribuyendo y trabajando algebraicamente obtenemos lo siguiente:

\ - T
OUTfiN (ijj )+ fiNTDN(ijj )+ f.Q-
-135-
W
Se integra por partes el siguiente término:
-136- (‘DNTDNG‘T.)ﬂW:C‘D a DR T ) @1 DR T )
it
W G W
que sustituyéndolo en la -135- resulta:

(‘)quiN(ijj) (N, PR T, ) F Q-
137 "
hTNfi< uTNQ‘jT) NTDNf T +Q)1W+ O TDNG‘ T, )16 =0

G
y reacomodando a ambos lados del igual es:

éTfiN&jT) (Nf, ' ORI T, e nTR, (JN(ij) RTDR(f T, +ijw—

138- VW
\ \ -
Qe QN brike
W G
Nuevamente el término NTDNQ‘J-TJ-) permanece de segundo orden, y en caso de

utilizar funciones lineales se anulan dentro de cada elemento resultando lo siguiente:
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TfoT)iW+éVf Foif, )jW+ ( TN(fT))i

139- W

é%i - h'Nf; )1W+ C‘DnTDNG‘jTj )16
W G
donde el término h' (Nf ; )Q uTN(f il )/ puede expresarse de la siguiente forma:
a40- nT(REE W TR )=- (R, T TR T

que reemplazandolo en la expresién -139- permite reescribir lo siguiente:

-141- C§\lf FOR T, hw- C§\lf Fhu TR T, pw = C§\lf FFDARF T, pw

donde la matriz DA esta dada por:
&, 00U éyu, haub &, -hau hou, o
142- DM =D-mT=g" i a A dy &
g0 kyg 31}’“ hyugg & - hyuy  ky-hyugg

que es analoga a las matrices vistas en las -32- y -130- con la salvedad del signo en este

ultimo caso. Finalmente, luego de efectuar los reemplazos se conduce a lo siguiente:

éTfiN(ijj )* (Nfi)rDANGCjTj )]!IW:

-143- W

éé hTNfi)lw- éqndG
W G

que es la formulaciéon de elementos finitos utilizando el concepto de funcién de peso
desplazada para el problema de conveccion-difusion estacionario multidimensional con

funciones de forma lineales.

En la expresion anterior se efectu6 el reemplazo q, =- n'DNT, donde g, simboliza el

flujo normal a la superficie especificado en la frontera de Neumann.

Es facil ver como ambas formulaciones tienen equivalencias marcadas. En primera
instancia se observa que un desplazamiento del residuo en una direccion h es equivalente a un
desplazamiento de la funcién de peso en la direccién contraria, es decir, segiin —h lo que se
observa claramente en el signo de la matriz de difusividades en las -130- y -142-. Mas
adelante se discutira la equivalencia con los esquemas clasicos y se podran obtener

conclusiones sobre el sentido del desplazamiento de la funcién de peso.
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2.2.3.Las condiciones de contorno:

El tratamiento que el método presenta para las condiciones de contorno esta
claramente determinado en las expresiones -131- y -143- donde el MDD permite, en forma
natural, establecer las condiciones de contorno estabilizadas. Por el contrario, se vio en el
desarrollo del MCF, mas precisamente en la expresion -73- que el balance sobre los elementos
del contorno se obtiene de considerar una longitud especial L/2, 1o que no resulta intuitivo.

La diferencia entre las expresiones -131- y -143- se debe a que en la integracién por
partes de la formulacién del residuo desplazado se traslada el término de la difusividad
artificial a la frontera, siendo un término que estabiliza las condiciones de Neumann, por el
contrario, la forma dada en la formulacién de la funcién de peso desplazada no incorpora

términos de estabilizacion sobre las condiciones de Neumann.

2.3. Equivalencias del método:

A continuacion se mostrara la equivalencia entre el MDD y los métodos como son el
MCEF y el SUPG, elegidos de manera de establecer el paralelismo con un método desarrollado
ultimamente (MCF), y con el método mas clasico y mas utilizado (SUPG). Para todos los

casos se hara referencia a las formulaciones finales para mayor claridad.
2.3.1.Equivalencia con el MCF:

Obsérvese las expresiones -79-, para la formulacién de residuos ponderados dada por
el MCF, y la -131- que arroja el MDD cuando el desplazamiento se realiza sobre el residuo
solamente. Es evidente la similitud directa entre ambas, tanto en el problema planteado sobre
Q como en el tratamiento de las condiciones de contorno sobre I'. La pequefia diferencia
resulta ser una constante que modifica el desplazamiento h dado en el MDD, que pasa a ser
h/2 en el MCF. Podemos concluir de forma inmediata que ambos métodos son equivalentes,
es mas, para que haya total equivalencia el desplazamiento realizado en el MDD debe ser de

la mitad que lo planteado en el MCEF, es decir:

-144- pMPD :ﬂ
2
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La comparacion entre las matrices de difusividad artificial que ambos métodos

incorporan se realiza a continuacion, donde se observa lo antedicho:

MCE_hu' _1éhu hyv

u
“2zhou h i
-145- Sjy
p™MPP T éhyu h Vu
B _Shyu h V

Esta equivalencia puede observarse también en las expresiones -74- y -105-. En éstas,
la forma general es la misma, sin embargo el concepto que encierra a ambas es diferente. Una
discusion sobre esto fue presentada en el apartado 2.4.

Finalmente, el MCF puede reinterpretarse como un método de dominios desplazados

. , 2 ho
donde el residuo se evalua en r¢x- =

29
2.3.2.Equivalencia con el esquema de Petrov-Galerkin:

Obsérvese las expresiones -31-, para la formulacién del SUPG, y la -143- para el
MDD cuando el desplazamiento se realiza sobre la funcion de peso solamente. Ambas
muestran el agregado de un término de difusion artificial cuyo origen es conceptualmente
diferente. La diferencia en los mencionados términos es el signo de la matriz de difusividades
que el esquema agrega, a continuacién se presentan las respectivas expresiones para una

mejor visualizacion:

«SUPG aL T_aLE}J2 uv@

- € u
2 2ul & 2
146, 20 T 2u g v
D*MDD B é’l u h Vu
=hu’ = Shyu h V

De la -146- se desprende que la equivalencia entre el MDD y el SUPG requiere de un
desplazamiento en sentido opuesto, para la funciéon de forma, que el realizado en el caso del

residuo. Esto significa que el SUPG puede reinterpretarse, al igual que el MCF, como un

2 alL 0
método de dominios desplazados donde la funcién de peso se evalta en WEX + W uz
u



Capitulo II

2.4. Discusion sobre el MDD:

Un nuevo esquema de resolucién de problemas a través del método de elementos
finitos fue presentado en este capitulo. El concepto incorporado permite desligarse de
cualquier analisis a priori sobre qué es necesario para obtener un esquema estabilizado, sobre
todo en el contexto de los problemas de transporte, puesto que el origen de dicho esquema se
obtiene naturalmente con el desplazamiento del dominio.

Las simplificaciones realizadas permiten reducir el MDD a cualquier formulacion
existente como se analiz6 en los apartados 2.3.1 y 2.3.2, ademas de poder reinterpretar a estos
métodos clasicos como variaciones del método general que constituye el MDD. En el analisis
realizado se manifiesta una idea que surge en forma intuitiva, y es la completa analogia entre
las formulaciones a partir del residuo desplazado en un sentido y la correspondiente

formulacion partiendo del desplazamiento de la funcion de forma en sentido opuesto, es decir:
147- Fll-n)o F [wlceh)]

donde F simboliza la formulacién de MDD aplicada. La -147- expresa la equivalencia

explicada que se complementa con la siguiente figura:

w(x)

"R

donde un simple cambio de coordenadas da como resultado lo siguiente:
rix')=ri{x-h
145- w((xg :V\E(X'+h))
que muestra el paralelismo planteado. Ademas el Jacobiano de transformacion es la unidad
como se evidencia claramente.
La generalidad del método puede establecerse debido a la posibilidad de abordar

cualquier tipo de problemas sin limitaciones; de la misma manera que un esquema tipo
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Galerkin se aplica a un problema, un esquema de MDD puede hacer lo propio, sin importar si
se trata de una ecuacion 60 de un sistema de ecuaciones, 0, si el problema es estacionario 0
transitorio.

Un capitulo aparte merecen los pardmetros h 'y 6 que en la expresién -113- representan
los desplazamientos en el campo espacial y en el parametro temporal. La utilizaciéon de
parametros determinados a priori es valida en el MDD, de hecho el SUPG pudo
reinterpretarse como una técnica de dominios desplazados donde h estaba explicitado. Sin
embargo una estimacién en forma 6ptima de los mismos se intenta, a continuacioén, de manera
de abandonar la idea de utilizar parametros predeterminados. Este procedimiento es

presentado en el capitulo siguiente, mas precisamente en el apartado 3.2.
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Capitulo 3:

3.1. Desarrollo del MDD en casos unidimensionales:

Para desarrollar el problema de conveccién-difusién unidimensional se opté por una
formulacion del tipo de la -143- con la equivalencia dada por la -146-, con un desplazamiento
para la funcién de peso en sentido opuesto al planteado por la primera. Esto es viable debido a
lo explicado en el apartado 2.4.

Entonces, la expresion utilizada es la siguiente:
N h
-149- dx W+ Fw =0
e 29
W

y luego de desarrollar e integrar por partes se llega a la forma débil (ver apartado Ap.III en el

apéndice):

(D>('D

, uh odf; df U a4 h df

-150- @ﬁ e e dxu , oa? -dW- O dG

que constituye la ecuacion de equilibrio para este problema, y resulta un sistema de
ecuaciones algebraicas dado por:

3.2. Procedimiento para la estimacion de los parametros de

estabilizacion:

Con el fin de estimar el parametro de estabilizacion que constituye el desplazamiento
“h” se hace necesaria una ecuacién que los determine con un criterio establecido. Para

cumplir con esta premisa se propone el siguiente funcional a minimizar:

2
. 1 \éx
-152- min V, - dW
o @E “
W
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donde r es el residuo en la ecuaciéon diferencial que se define mas adelante, lo anterior no
implica otra cosa que la minimizacion de dicho residuo desplazado en una cantidad igual a h.
La minimizacién de la -152- en el sentido de cuadrados minimos con respecto al parametro

elemental h® arroja lo siguiente:

\ qd
d:]T;edW:O
-153- W,
e
o PO AT
2 dx

donde 1! es el residuo desplazado que resulta del desarrollo de Taylor de primer orden para

2 ho . . . .
r¢x - E_: como se define en la expresion correspondiente y h® es el parametro de
e 2

estabilizacion 6 desplazamiento del elemento “e”. Es facil ver como se desacoplan las
ecuaciones de la -153- generando una ecuacion por elemento y resultando integrales dentro de
los mismos, producto de que sélo existira derivada respecto de h® dentro del elemento “e”.

Entonces, la expresion que se deriva es la que sigue:

2 hdrQe drg

-154- — X —Hw=0
2 dXQ'g dx g
W,

e

y sabiendo que la unica funcion que anula r es la exacta, y que ésta no pertenece al espacio de

las funciones de elementos finitos (variacionalmente admisibles) se deduce que d%lx1 0

siempre, resultando lo siguiente:

\¥:2 0
-155- -——dW=0
2 dxgT

que es analogo a plantear que el residuo desplazado sea nulo en promedio dentro de cada
elemento, siendo un puente que relaciona el método propuesto con el desarrollado para el

MCEF en el apartado 1.4.3. La -155- puede reformularse de la siguiente manera:

h® \dr

\
-156- W- — dW =0
0" 2 O
We We
y definiendo a las integrales de la siguiente forma, para mayor claridad:

\
-157- Odw —uleh,
We
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resulta, luego de despejar el parametro h®, lo siguiente:

rle)

-158- h® =2
éy P
dx

que constituye la expresion que permite estimar el parametro de estabilizacion para cada
elemento en particular. Cabe aclarar que esta expresion resulta de linealizar la -153- en la

minimizacion.
3.2.1.Aplicacion a la ecuacion de conveccion-difusion:

Aplicamos ahora la expresion -158- al problema de conveccion-difusion. En este caso

el residuo resulta:

~ 2;\
r :-ujT+kdz+Q
159- oA
dr a*T T dqQ
7:_1_17.}. —_—

dx dx? dx® dx

donde T es la solucién aproximada obtenida a partir de un esquema numérico. Una
interpolacion lineal para el campo de temperaturas provocaria valores nulos para la derivada
del residuo, lo que generaria un denominador nulo para la expresion -158-. Para darle sentido
a esta expresion, es necesario que los elementos constitutivos de la misma sean parametros
representativos del problema, en este caso se hace necesario un valor de derivada segunda de
temperaturas. En base a esta condicién es necesaria la inclusion de una nueva variable en el
problema que no es otra que la derivada primera del campo de temperaturas. Esto incluye un
nuevo concepto fundamental para el correcto condicionamiento del céalculo de h®, lo que
implica obtener a partir de un campo discontinuo de derivadas (debido a la interpolacion
lineal de la temperatura), uno continuo entre elementos, que es analogo a un aumento en el
orden de interpolacién del mismo. Este procedimiento se explica con detalles en el apartado
3.4, donde se completa el concepto de la recuperacién de gradientes.

Supongamos que se obtuvo de alguna forma el residuo y el gradiente del residuo en

base a la explicacion del parrafo anterior:

A

r :-u]ﬁ+k((ljD+Q
-160- o
dr dD d°D dQ
-u + +

& & dx 2 dx
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donde D es el campo de gradientes recuperado a partir del campo T, con la misma
interpolacién que la solucién T tiene en las expresiones -150- y -159-. Esto significa que el
término de derivada tercera se anula, permaneciendo un valor constante dentro de cada
elemento para la derivada segunda.

A partir de las ecuaciones -151- y -158-, y teniendo en cuenta el origen de la -160-, se
aprecia que el sistema es altamente no lineal. La resolucién del sistema completo se explica

en el apartado 3.5.1.

3.2.2.Un caso simple:

Considerando un caso unidimensional sin fuente, y partiendo de la ecuacion -158- para
el parametro h, es posible encontrar una expresion que relacione a dicho parametro con los
valores nodales de la incégnita D evaluando en forma elemental, de acuerdo a la definicion

presentada en la -157-, las expresiones dadas en -160-. Escribimos esta tltima de la siguiente

manera:
— ) i) df; df iy ©
r —'U(Difi"‘Di+1fi+1 +keD; ——++Djy =
e dx dx ¢
et d df df ., &
ar :-u&—WDM i+1Q
dx e dx dx o

donde el subindice “i” indica el nodo izquierdo del elemento “e”, segtn lo indicado en la

figura de abajo:

L DX ] ! DX |
fi T T fia N T dfia
dx
e ®
1 € i+1 1 £ 1+1
df,
dx
donde las funciones de interpolacién lineales son de la forma:
fi =1- X d7fl =- :
_162- Dx dx Dx
fooX df _1

"1 Dx dx  Dx
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con & como coordenada local dentro de cada elemento, y Ax como longitud del elemento.
Integrando la -161- entre 0 y Ax se obtiene lo siguiente:
Dx & Dx &
r(e) :$ u - k(_?[)i+§ Ui"‘kg.[)i_*_l
e 2 @ e 2 ]
oalr (‘j(e)
¢+
edx g

-163-
=" u(Di+1 - Di)

Reemplazando la -163- en la -158-, luego de simple algebra se obtiene la siguiente

ecuacion:

éD.,,+D;, 1U
-164-  h® =Dxa 1 —1- —
éDi41 - D; PGH

con Pe :UD’%k . Esta forma es equivalente a la presentada en [16] con la diferencia de estar

presentada en funcion de las temperaturas nodales.

Ahora, es sencillo mostrar como la expresion -164- es consistente con el valor del
parametro de estabilizacion usado en la practica. Para esto, recordando la solucion exacta del
problema unidimensional sin fuente y con condiciones de Dirichlet en ambos contornos, se

obtienen los valores de derivadas exactos en i e i+1 que adoptan la siguiente forma:

ux; ux;. u(xi+Dx)
k _ 1 . k . k
165- T="_ - P D=2 Dy =0 &
ub ekg - ekg
ek -1 ek -1 ek -1
donde simplificando puede escribirse:
uDx

-166- D, =D,e k =D,e*™

Reemplazando la -166- en la -164-, y luego de un poco de trabajo algebraico, se
obtiene el valor del parametro de estabilizacion 6ptimo visto en la expresién -14- del apartado
1.1.3, y que es:

167-  h® =Dxoth(Pe)- - 9=Dxa,,
e Peg

que es el parametro que permite obtener soluciones nodales exactas, como se ha explicado
anteriormente.

El procedimiento para obtener una expresién de la forma de la -167- evidencia
notoriamente, la necesidad de una manera mas certera de evaluar las derivadas del campo
solucién, para, de esta manera, asegurar la obtencién de valores de h® acordes a cada

problema.
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3.3. Condicionamiento de los parametros de estabilizacion:

Algunas condiciones son necesarias sobre los valores de los desplazamientos h, que se
deben a dos razones que se detallan a continuacion.

Una es el funcional propuesto en la -152-, que posee gran cantidad de minimos
locales, lo que hace inestable y sensible al algoritmo iterativo. Para sortear este inconveniente,
y ser coherentes con una formulacién de pequefios desplazamientos de los dominios, es
necesario un intervalo de definicién que acote los valores de los desplazamientos, el mismo es

el siguiente:

-168- 0£h® £Dx
donde Ax es la longitud de cada elemento en la malla.

La otra, es producto de los errores numéricos existentes en el calculo, ya que cuando
los valores que toma el campo solucion entran dentro del orden de los dichos errores, pierde
exactitud dicho calculo, ya que la expresion -158- resulta una indeterminacion producto de la
division de dos nimeros que tienden a cero, en donde los errores numéricos le dan un caracter
aleatorio. Para evitar este inconveniente, en cada caso, se investiga una norma para evaluar el
orden del denominador de la -158- (de la derivada del residuo), estableciendo un € que se

incorpora a través de la siguiente expresién condicional:
..\e
si — = fe b h® =
-169-
a:lr O(e) r(e)

si &+ >e b h¢ ZZW
e ()] r
T

Para establecer un orden para los pardmetros del problema se puede resolver en forma
inicial con un esquema de Galerkin convencional para obtener el orden de la solucién y el del

gradiente, pudiendo establecer lo siguiente:

donde AT es la maxima diferencia entre valores del campo solucién, haciendo lo mismo para

la fuente, y L es la longitud del dominio completo donde se resuelve el problema.
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3.4. Recuperacion de gradientes:

El objetivo de establecer un método de recuperacion de derivadas surge a partir de la
necesidad de una correcta evaluacion de las expresiones -160- para los residuos que luego

seran la base del calculo de los parametros de estabilizacion.

La idea de recuperacion de gradientes incluye el siguiente concepto:

De

De+2

Di+2

L
i+2 et2

que puede formalizarse matematicamente de diversas maneras como se realiza en [38]. Se ha
efectuado la distincion visual entre los campos continuo (lleno) y discontinuo (discontinuo)
para una mejor apreciacion. Sin embargo en problemas de adveccion dominante la existencia
de capas limites hace que las formas convencionales de recuperacion de derivadas no sean
totalmente apropiadas. Este inconveniente y la solucién propuesta se explican en los apartados

subsiguientes.

3.4.1.El problema de la capa limite:

Al realizar la discretizacion de un dominio, las longitudes elementales son
determinantes para capturar las variaciones de la solucion. Este es el inconveniente que se
hace presente cuando un problema posee capas limites, debido a que las variaciones abruptas
no son, en general, bien reproducidas por una malla de elementos finitos cuando la densidad
de elementos es insuficiente. Esta dificultad adquiere cada vez mas importancia a medida que
el espesor de la capa limite se hace cada vez menor que la longitud del elemento dentro del

cual se encuentra. El siguiente grafico establece un ejemplo claro de este problema:
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————— Caso 1 ------- Caso 2 —®— Numérica estabilizada

0.9 -

© o o
(o)) ~ (o]
1 | |

Temperatura
o
6]
1

0.4 1

0.3 1

0.2 1

0.1 1
ow = -
0 2 4 6

Distancia

donde se comparan la solucion exacta con una solucién arrojada por cualquier esquema
numérico estabilizado. Notese como la capa limite se encuentra completamente dentro del
ultimo elemento. Ademas, en base a la solucion que entrega el esquema numérico, la maxima
derivada que se puede obtener para el tltimo nodo de la malla es la pendiente de la recta, que
es la siguiente:

-171- Do :M » T—D

Dx Dx

donde el subindice indica la coordenada en la malla, Ty es la temperatura de Dirichlet Tp y
Ts ® 0 a medida que el Pe aumenta. La -171- entrega un valor muy diferente al real dado por
la solucién exacta, que es:

e2Pe

T
-172- [0 =—>2Pe o —
Dx e” -1

donde Ax es la longitud de cada elemento. La inconsistencia en el calculo del gradiente en el
ultimo nodo a través de un esquema numeérico se acrecienta a medida que el Pe aumenta su
valor, debido a que la capa limite se adentra cada vez mas en el ultimo elemento. Por otro

lado, la resolucion de la malla propuesta no permite aumentar el valor del gradiente dado por
la -171- mas que T%X para cualquier valor de Pe; la diferencia entre las expresiones se

acentda para Pe > 1 debido al caracter exponencial del coeficiente de la -172-.

En el caso 1 evaluado en la figura anterior los datos son los siguientes:
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L=10 Ax =2 Pe=3 Tp=1
y se obtienen las derivadas definidas anteriormente:
a7z o7
Dy =3
En el caso 2 los datos son los siguientes:
L=10 Ax =2 Pe =10 Tp=1

y se obtienen las derivadas definidas anteriormente:
DlO =1
D;p =10

-174-

Concluyéndose que el orden del gradiente en presencia de capas limites se ve reducido

notablemente cuando el mismo es obtenido a partir del esquema numérico. Por lo tanto es de

vital importancia plantear un método que entregue valores de gradientes del orden de los

existentes en dichas zonas. Para esto se plantea un tipo de proyeccion de derivadas para las

areas donde la solucion varia suavemente y otra clase de proyeccion para los elementos que

contengan capas limites, que llamaremos “elementos enriquecidos”, como se ve a

continuacion.

3.4.2.Proyeccion de derivadas:

Para realizar la idea planteada al comienzo del apartado 3.4 en cuanto a la

recuperacion de un campo de derivadas nodales a partir del campo de temperaturas, se analiza

la relacién entre ambas a través de la siguiente ecuacion diferencial:

-175- D :d—T
dx
que en el sentido de residuo en la ecuacion diferencial se escribe de la siguiente forma:
a76- r=p- 4
dx

y ponderandola con una funcién de peso ¢ igual a la utilizada en el esquema térmico resulta la

formulacion de residuos ponderados para la ecuacion de derivadas:

-177- @ IT& aw=0
dx g

W

y escribiendo la interpolacion lineal para las derivadas y para las temperaturas resulta:
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D :f)jfj
-178- df .
d_T :Tj )

dx dx

Reemplazando la -178- en la -177- se obtiene la expresion que permite calcular el

campo de derivadas nodales:

dtrjfj)%idW:O

N\, f
_179' @DJ j' dX g
w

que trabajando algebraicamente, resulta lo siguiente:

o
==

-180-

o,
<

EQ,
|
=c
g

OO

(D1D> (D> (D> (D~
=Qr
—h
[=¥
(et el %)C~ c
g_.l
(M1D> (D> (D> (D

Se reconoce al coeficiente que acompaiia a la incognita D; como la matriz de masas,

mientras que la matriz que acompafia a Tj es asimétrica.
Lo realizado en este apartado es una proyeccién tipo L? (funciones de cuadrado

integrable) del campo de las derivadas sobre el espacio de las interpolantes lineales C°.

3.4.3.Elementos enriquecidos:

De acuerdo a las dificultades encontradas en presencia de capas limites, como se
mostro en el apartado 3.4.1, es necesario implementar un calculo que permita establecer

valores de derivadas del orden de los existentes.

Con este fin se propone una interpolacion exponencial dentro de aquellos elementos
donde exista capa limite, a partir de la siguiente expresion:

sgn (u )l x
e Dx -1
181- T()=T+(T,-1) 0 £x £ Dx
e -1
donde & es la coordenada local, sgn (u) introduce el sentido del campo de velocidades a partir
del eje de coordenadas propuesto, T; es la temperatura del nodo izquierdo del elemento, y lo

propio para Tj.;, A es un coeficiente que modifica el caracter de la exponencial, este valor se

obtiene segun lo explicado mas abajo.

El origen de la -181- es una solucion a un problema unidimensional sin fuente con las

siguientes condiciones de Dirichlet:
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T =T
-182- P

T =Tpx
los cuales son valores conocidos dentro de cada elemento y son los valores nodales.

Para obtener una expresion de calculo para A se deriva dos veces la expresion -181-
respecto de & resultando:

| X
-183- dzT :(Ti+1 = Tl)l 2 e Dx
dx? Dx 2 el -1

Integrando la -183-, con lo que se obtiene el valor medio de la derivada segunda en el
elemento, se llega a:

Dx X
[ |_
2
-184- d _ 1 Al - Ti)| pe Dx dx :(Ti+1' T1>|
¥ kUD€ -1 Dx’
0

Por otro lado, es facil deducir que el valor medio de la derivada segunda, para una

interpolacion lineal del campo de derivadas primeras, puede expresarse como sigue:

-185- dzT — Di+l - Di
dx? Dx

e igualando ambas expresiones resulta la ecuacion para el calculo de A:

éD.,,- D; U
-186- | =Dxg 1y
€T~ T H
La dependencia de A con los valores nodales de las temperaturas y de las derivadas

hacen que el sistema adquiera mayor caracter no lineal del que poseia en principio.

A continuacion se deriva la -181- para obtener las ecuaciones que se ensamblan en el
sistema completo:

dx Dx eI -1

y especializando en 0 y Ax resulta, respectivamente:

ag. 9T (M=) e 2

b _&T8 _(T,-T) 1

' :g&(z:b Dx el -1

_@rs _(T,-1) ¢

i+l —

-188-

&agx Dx el -1
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Es necesario aclarar que este procedimiento se realiza solamente en aquellos

elementos donde se hacen presentes capas limites.

3.5. Implementacion del MDD en casos unidimensionales:

A continuacion se incluyen los apartados donde se explica el funcionamiento del
método cuando es directamente aplicado al caso unidimensional de conveccion-difusion.
Ademas, contienen las ecuaciones utilizadas para la resolucién y la forma en la que se encara
la no linealidad del algoritmo. También se explican las caracteristicas del cédigo desarrollado
y las del framework de elementos finitos utilizado.

Los resultados obtenidos para los casos resueltos se incluyen en el capitulo 4.
3.5.1.La resolucion del sistema de ecuaciones completo:

La resolucion del sistema completo implica los siguientes aspectos:
e Resolucion del campo de temperaturas, a partir de la -150-.
e Recuperacion de gradientes, a partir de las -180- y -188-.
e (Calculo del coeficiente exponencial en los elementos enriquecidos, a partir de la -186-.
e Estimacion de los parametros de estabilizacién, a partir de las -158- y -160-.
Para analizar las caracteristicas que el sistema completo posee, reiteramos las

ecuaciones a continuacion:

)

e \
. +Ed—f‘(—)ﬁW- andG
e 2dx g
G

(D1D> D> (> (D

= @5
=4

\ =

)

=

=

(@]

&

’_—h

=

)%_‘C
I

S ’
Q;

¢ u e 4 U
\ R \
b)  &CYF WD, - 6CY . W, =
¢ @
ew u ew u
¢ @rd (T,,-T) 1 ®T6 (T,,-T) ¢ U
189-  (0) &, =f = = i) Dy =g = =) v
é l %dx% Dx el -1 o ngq)X Dx el ) 1gf:apas limites
(d) | :DXéDiﬂ‘ Dig

elin-T {
dr db . d*D dqQ
u—+k——+——

_ b+ 92 dr __ 4D
(e) he _2W r= uD+kdX +Q i dx 2 dx
X
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Para resolver el sistema -189-(a) - -189-(e) se formula el siguiente esquema iterativo,
el mismo consiste en series de reemplazos sucesivos tipo Picard, de la forma expresada en el
siguiente procedimiento:

1)Resolver la -189-(a) acoplada con las -189-(b) y -189-(c) suponiendo valores iniciales
para los pardmetros de estabilizacion he, h*®, y para los coeficientes A, A”). Pudiendo
ser, dichos valores, nulos en la primera iteracion.

2)Resolver la -189-(d) a partir de los valores obtenidos del paso anterior.

3)Repetir los pasos 1) y 2) hasta lograr la convergencia del conjunto de incégnitas en base
a una norma preestablecida.

4)Resolver la -189-(e) con los valores convergidos obtenidos de los pasos anteriores.

5)Repetir los pasos 1) a 4) hasta lograr la convergencia de todos los grados de libertad del
sistema.

En este procedimiento, las condiciones de convergencia se imponen sobre los grados
de libertad del problema, que para un elemento general, son los siguientes:

¢ Dos grados de libertad de temperaturas (T; — Ti+1).
¢ Dos grados de libertad de derivadas (D; — Dj+1).
e Un grado de libertad del parametro de estabilizacion (h€).

En cuanto al procedimiento propiamente aplicado en un framework de elementos
finitos, se forma el siguiente esquema de calculo, basado en la posibilidad de establecer
modulos de calculo denominados SubSteps:

e Primer SubStep: realizacién de los pasos 1), 2) y 3)
e Segundo SubStep: realizacion del paso 4)

Se ve que el primer SubStep constituye un esquema iterativo, mientras que el segundo
SubStep es lineal. El control sobre el sistema completo es manejado por fuera de estos
bloques de calculo, en lo que se denomina el StepContinuationControl, siendo el esqueleto del
framewok utilizado.

Con el fin de clarificar la resolucion del sistema, se presenta un diagrama de flujo que
esquematiza el procedimiento anteriormente explicado, identificando cada etapa de célculo y
las etapas de analisis de convergencia.

Las normas de convergencia utilizadas para la evaluacion de los procesos iterativos se
obtiene de un analisis del problema, con las mismas herramientas que se analiza el orden del
denominador de la ecuacion -158-, luego se confecciona la constante frente a la cual se

analiza dicha convergencia.
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Inicializacion de
parametros
hE(O) | )

Célculode T,Dy |

Estan
convergidos
todos los grados
de libertad?

Converge D?

Célculo de h°

Fin del célculo

3.5.2.Los aportes elementales:

Con el fin de mostrar el aporte matricial hecho por un elemento genérico y la forma
final de las matrices elementales, se detallan los resultados que se obtienen de realizar las
integrales elementales de las ecuaciones del sistema -189-.

Es importante recalcar la correspondencia de los grados de libertad, y su ubicacion

nodal dentro de un elemento, para lo cual nos referimos a la siguiente figura:

Tl e Ti+1
Di h Di+1
® & o

1 3 2
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donde la numeracién indica la ubicacién, a nivel elemental, de los nodos. En base a esto, se

conforma la siguiente matriz genérica:

T, D, T, D, h

61 0 1 0 O0UuT

e u
190. gl 1 1 1 04D
A®=é1 0 1 0 0UJUr

e u
gl 11 1 0D
go 0o 0 o0 1§

que es la matriz simboélica que un elemento aporta a la matriz global. Las filas y columnas de
ésta se organizan de acuerdo a la disposicién dada en la figura anterior®.

Realizando las integrales de -189-(a) se obtiene lo siguiente:
.. é\ he X o) l‘J
he/ B c CRUXEE- - XL QxS
1- Peaﬁ Axa 1+Pe AdeeTu eR 4Dx %)x(Zj ;
u A o ’
+h h e A ¢ X/ Qu U

/JXQ, 1+Pea§+ AX *Yog @(X)?ém”/)xglx

Dx

C Y
a

-191-

2|~
M: (p>(D>(D>¢'D~

que se corresponde con la siguiente forma:

192 KT =f L
VI =12
con
¢ h/ } h/ &
~1- et 1+ Pedt =
k,=K& e Do & /Dedf
ij
Dx & +h h/ Qy
e 1- Ped 1+ Pect + =u
¢ peflen g 1ol 2
-193- :
SOR h/ ,
g E Dx - %)x*lx,
s ORl E’/Dx %)x X
€ Dx u

En este caso ilustrativo se han obviado los términos del contorno de Neumann donde
el flujo normal es prescripto.

Realizando las integrales de -189-(b) se obtiene lo siguiente:

L S L G

que puede escribirse como:

> El nodo 3 tiene unicamente el grado de libertad de h®, que es la tinica variable de cardcter elemental.
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con

En cuanto a la integracion de la -189-(e) el resultado es el siguiente coeficiente:
D, +D; + C‘Q(x)dx

-dqls)

< dQlx

Oidx dx

Dx

-197- h® =

Dj, - D; +

que puede escribirse de la siguiente forma:
-198- z>h® =w

con

-199- z =1 w =

Dj, +D; + (\ﬁ( )d
x)

Diy- D; + (ﬁ‘dQ(

Ahora tenemos todas las expresiones de los coeficientes para colocarlos en sus lugares

correspondientes en la matriz elemental, la que se constituye como sigue:

> (D> (D>
o

2321 Ay By Ap Ou
g0 0 0 0 zj

éKy; 0 Kp 0 0Ou ef; U

e u e, u

aBii A B Ap 0O aly

-200- A" =&, 0 Ky 0 00 BF =&,0
u u

d

H

L

donde se incluy¢ el vector segundo miembro que cada elemento aporta.

3.5.3. Framework utilizado:

Un “Framework” es un disefio reutilizable de un sistema o parte de €él, que describe
como el sistema es descompuesto en un conjunto de clases o modulos abstractos
interactuantes, constituyendo el armazén 6 esqueleto de una aplicacion que puede ser
adaptado para desarrollar aplicaciones especificas, a la vez que describe la arquitectura de

dicho sistema, las interfaces, los tipos de objetos en él y sus formas de interaccion.
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La diferencia entre un framework y un programa tradicional es que en el programa

tradicional, los desarrolladores utilizan componentes de una libreria, escribiendo un programa

principal (main), que llama los componentes cuando es necesario. Por el contrario, en un

framework lo que se reutiliza es el “MAIN”, y el programador decide qué cosas son

conectadas (encastradas-acopladas) en él y puede también disefiar algin nuevo componente

con el mismo fin.

Las ventajas en la utilizacién de un framework son muy significativas, las mads

importantes se exponen a continuacion:

El usuario es el encargado de programar su elemento que sera llamado por el
framework, y de preparar las entradas de datos. Se focaliza el esfuerzo en la rutina de
calculo de matrices elementales y en la entrada de datos (disminuyendo los tiempos de
implementacion y, disminuyendo y concentrando el esfuerzo de “debbuging” en pocas
rutinas).

Facilidad de desarrollo y reutilizacién de “elementos” nuevos y existentes, dado que al
tener una interfaz comun son automaticamente congruentes con el framework y por lo
tanto, entre ellos en problemas acoplados.

Posibilidad de paralelizacion de tareas de desarrollo. Manteniendo una interfaz y
marco de referencia comun a todos los desarrolladores. Y facilidad de la interaccién
entre diferentes personas y trabajo a distancia.

Capacidad de acomodar diferentes formulaciones y métodos.

Resulta un solo programa para métodos tales como MEF, DF, VF, etc. y para
diferentes problemas fisicos-matematicos.

Posibilidad de utilizar métodos explicitos e implicitos.

Fuera de tratamientos especiales para las condiciones de contorno, que ahora son
distintos tipos de elementos.

Facilidad de desarrollo de aplicaciones de testeo de formulaciones nuevas y
evaluacion de las diferentes alternativas.

Ensefianza de técnicas numéricas de distintas clases en un mismo ambiente.

Para especificar un término importante como el de “elemento” resumimos sus

caracteristicas a continuacion:

Es un conjunto de nodos que tienen asociados un cierto numero de incégnitas o grados
de libertad y determinadas relaciones de acoplamiento entre ellos.
Los “elementos” seran considerados como operadores de adicion que aportan a uno o

varios coeficientes de la matriz.
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El esquema de funcionamiento de un framework se presenta en las siguientes figuras:

Framework

Preparar
Input

Leer datos

Ensasmble
Simbolico

Ensamble
Numeérico

Resolvedor

Implementacion
de Usuario
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Ensamble
Numeérico

Métodos
Auxiliares

Setear Propiedades
Elementales

Agregar Elemento a la
Biblioteca y Calcular la
Matriz Elemental

Implementacion
de Usuario

Ensamblar
Numéricamente

Resumiendo, un framework tiene la ventaja de poder abordar casi cualquier problema
que, en el modelo final, esté representado por un sistema de ecuaciones algebraicas, sea lineal
6 no lineal, sin incursionar en la formulacion especifica del problema. De esta manera, con la
sola adicion de los “elementos” se puede resolver el problema por ellos planteado, sin alterar
el programa principal a la vez que se mantiene la eficiencia numérica.

Este framework fue desarrollado por el Ingeniero Santiago Urquiza, y puesto a
disposicién de la investigacion a causa de su versatilidad en las aplicaciones tratadas, ya sea
en cuanto al tipo de programacién que propone como la facilidad a la hora de generar
modificaciones en la estructura de calculo.

Los codigos desarrollados integran el nticleo del esquema que se muestra arriba, dicho
ntcleo se denomina el “elemento” debido a que, en esa clase de subrutina, es donde se
establecen las ecuaciones elementales que luego, el ensamblador se encargara de ordenar

apropiadamente en el sistema algebraico global.
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El framework posee varias opciones en cuanto al sistema de resolucion de las
ecuaciones algebraicas (método directo, de gradientes conjugados, de Gauss-Seidel, de
GMRES, etc.), en este trabajo se utilizo6 un método directo de resolucion debido a que los
casos analizados no requerian un elevado costo computacional y evitando también el uso de

algoritmos iterativos de resolucion.
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Capitulo 4:

4.1. Introduccion a los casos unidimensionales propuestos:

Se propone resolver la ecuacién de conveccién-difusion del campo de temperaturas en
un dominio unidimensional de longitud L con condiciones de Dirichlet en ambos extremos,
como indica la figura, y con términos de generaciéon de calor por unidad de volumen
determinados en cada caso. La discretizacion se realiza con N elementos lineales de longitud
Ax, con lo que se establecen de inmediato los valores del nimero de Pe local (Pe") y global

(Pe®). La cantidad de iteraciones realizadas se simboliza con Nt

Q=QW
- 5 -
u
T=T, -— T=T,

N,, elementos de igual longitud

En todos los casos se prescinden de las unidades pues el motivo de los ejemplos es
mostrar la morfologia de las soluciones. La presentacion de cada caso se realiza en base a los
datos utilizados, luego, se exponen las soluciones del campo de temperaturas en tres casos:
solucién exacta, solucién del MEF tipo Galerkin y solucién del MDD. Por tltimo se incluyen
los graficos que muestran los valores de los parametros de estabilizacién obtenidos. Es

necesario aclarar que en los casos en donde la condicion sobre el gradiente del residuo

e )
d—+ f e es rebasada, se coloca un valor nulo del pardmetro de estabilizacion, es decir,
edX g

h® =0, como fue explicado en la condici6n -169-.
Ademas se incluye el valor del parametro en caso de que el proceso de estabilizaciéon fuese
realizado con un esquema de SUPG, al que se denomina h., y se define de acuerdo a la

expresion -13-, es decir h,, =aDx.
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4.2. Ejemplo 1: Sin fuente, bajo Pe

Los datos que definen el problema son los siguientes:

To TL u k L Ax Nel € PeG PeL Q(X)

hCl‘

Nit

0 1 4 | 1120 1 20 | 1.108 80 2

0.5

28

La solucion se presenta a continuacion:

Caso sin fuente con Pe' = 2

0.8 4
06 4
0.4 4

0.z 4

Zi

—+— Galerkin
—a— DO
—— Exacta

>

12

"
14 15 16\#

-0.2 4

0.4

y el parametro de estabilizacion resulta:

Parametro h™ para el caso sin fuente con Pe' = 2

0.9 4
0.8 4
0.7 4

0E

0.4

|
|
19

0.3

0.2 4

0.1 4

+

0

+

1

Elemento

20
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4.3. Ejemplo 2: Sin fuente, alto Pe

Los datos que definen el problema son los siguientes:

To | To u k| L | Ax | Ng € PeG Pel | Q) her Nt
0 1 200 1 20 1 20 2.5.10°3 4000 100 0 0.99 5

La solucion se presenta a continuacion:

Caso sin fuente con Pe' = 100

0=

? | | l ‘ i ‘ d JII.I
1 4 q d \ A : 16 13 0
14
2 1 —— Gialerkin
= —=— MDD
3 —— Exacta
4

y el parametro de estabilizacion resulta:

Parametro h™ para el caso sin fuente con Pe' = 100

0.9 4
0.8 4
0.7 4
0E

05 4

0.4

0.3

0.2 4

0.1 4

1 2 3 4 5 -1 7 g =] 0 1 12 13 14 15 16 17 12 13 20

Elemento
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4.4. Ejemplo 3: Fuente constante, bajo Pe

Los datos que definen el problema son los siguientes:

To | To u k | L Ax N € PeC | Pet | Q(x) | he | Nt
0 0 200 1 1 0.05 20 6.107 200 5 100 0.8 17
La solucion se presenta a continuacion:
Caso con fuente @ = 100 con Pe' = 5
0.3 -
0.3 -
07 -
06 -
05 4 —s— Galerkin
- | —=— MDD
0.4 - '|I || —— Exacta
|
0.3 - |
|I|
0z |
I|
0.1 |
0 : ’ ’ . t
0 01 0z 0.3 0.4 05 08 07 0.8 0.4 1
z

y el parametro de estabilizacion resulta:

Parametro h™ para el caso con fuente Q = 100 con Pe' = 5

005 -
0.045 |
004 -
0.035
0.02 -

= 0025 4
0.02 -
0.015 -
0.01 4

0.005 4

+ + +

10 1 12 13 14 15 16
Elemento

12 13 20



Capitulo IV
4.5. Ejemplo 4: Fuente constante, alto Pe
Los datos que definen el problema son los siguientes:
To | To u k | L Ax N € Pe¢ | Pel | Q) he Nit
0 0 500 1 1 0.05 20 6.1072 500 12.5 100 0.046 7
La solucion se presenta a continuacion:
Caso con fuente @ = 100 con Pe' = 125
0.4 -
0.35 4
0.3 4
0.25 4
—e— Galerkin
- 024 —=— MDD
'|I —— Exacta
015 I'.
III
|
01 !
III
0.05 I'.
II
i} T T T T T T T T T
i} 01 0z 0.3 0.4 05 06 07 0s 04 1
]
y el parametro de estabilizacion resulta:
Parametro h™ para el caso con fuente Q = 100 con Pe' = 125
0.05 4
0.045 4
0.04 4
0.035 4
0.03 4
= 0.025 4 L : :
0.02
0.015
0.01
0.005 4
1} + + + + + + + + + + T T T T T T T
1 2 3 4 1} B 7 8 a9 10 1 12 13 14 15 1E 17 18 19
Elemento
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4.6. Ejemplo 5: Fuente lineal, bajo Pe

Los datos que definen el problema son los siguientes:

TO TL u k L Ax Nel € PEG PeL

QX

Nit

0 0 200 | 1 | 1 | 0.05 | 20 | 1.5.10" | 200 5

100x

0.04

La solucion se presenta a continuacion:

Caso con fuente @ = 100z con Pe' = 5

0.45 -

04

0.35

0.3

0.25

0.2 4

015

0.1

0.05

y el parametro de estabilizacion resulta:

Parametro h™ para el caso con fuente Q = 100z con Pe' = 5

0.05 -
0.045 4
0.04
0.035 4
0.03

= 0025
0.0z
0.015
0.01 4

0.005 4

—— Galerkin
—a— MDD
—— Enacta

1 2 3 4 5 -1 i g 9 0 1 12 13 14 15

Elemento
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4.7. Ejemplo 6: Fuente lineal, alto Pe

Los datos que definen el problema son los siguientes:

To | To u k | L Ax Ng € PeS | Pet | Q(x) her Nit
0 0 500 1 1 0.05 20 1.5.10" 500 12.5 100x 0.046 6

La solucion se presenta a continuacion:

Caso con fuente Q = 100z con Pe' = 125

0.2

012 4

016 4

0.14 4

0.1z 4

—— Galerkin
—a— MDD
—— Enacta

0.02

0.06

0.04

0.0z

y el parametro de estabilizacion resulta:

Parametro h™ para el caso con fuente @ = 100z con Pe' = 125

0.05 4
0.045 -
0.04 4
0.035 -
0.03 4

= 0025 4
0.0z
0.015 4
0.01 4

0.005 4

1 2 3 4 5 -1 i g 9 0 1 12 13 14 15 16 17 12 13 20

Elemento



Capitulo IV

4.8. Ejemplo 7: Fuente cuadratica

Los datos que definen el problema son los siguientes:

TO TL u k L AXx Nel € PEG PEL

QX

Nit

0 0 200 | 1 | 1] 005 | 20 5.10* 200 5

100x?

0.04

La solucion se presenta a continuacion:

Caso con fuente @ = 100z* con Pe' = 5

0.3

0.25

0.2 4

= 015 4

0.1 4

0.05

a o1 0z

y el parametro de estabilizacion resulta:

Parametro h™ para el caso con fuente @ = 100z* con Pe' =

0.05 4
0.045 -
0.04 4
0.035 -
0.03 4

= 0025 4
0.0z
0.015 4
0.01 4

0.005 4

—— Galerkin
—a— MDD
—— Enacta

1 2 3 4 5 -1 i g 9 0 1 12 13 14 15

Elemento

12 13 20
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4.9. Ejemplo 8: Fuente senoidal

Los datos que definen el problema son los siguientes:

TO TL u k L Ax Nel € PeG PeL Q(X)

Nit

0 0 11001 | 1] 0.05]| 20 | 310" | 100 | 2.5 | 100sen(w.x)

0.03

La solucion se presenta a continuacion:

Caso con fuente Q = sen[xz) con Pe' = 2.5

09
0s -
07
06 -

— 05 -
04
03 4

0.2 4

y /
o T T T

1] 01 02 0.3 04 06 o7 03 043

y el parametro de estabilizacion resulta:

Parametro h™ para el caso con fuente @ = 100sen[xz) con Pe' = 2.5

0.05 4
0.045 -
0.04 4
0.035 -
0,03 4

= 0025 4
0.0z 4
0.015
0.01 4

0.005 4

—— Galerkin
—=— OO
—— Exacta

o + + + + + + + + + + + + + + +

1 2 3 4 5 -1 it g 9 0 1 12 12 14 15 16

Elemento
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Capitulo 5:

5.1. El problema de conveccion-difusion-radiacion:

Sea el problema donde los mecanismos interactuantes son la conveccion, la difusion y

la radiacion, gobernado por la siguiente ecuacion diferencial:

2
-201- - ud—T+kd T
dx dx?

-sT+Q =0

donde la diferencia entre la -4- y la -201- son el término fuente (también presente en el
problema de conveccién-difusion) y el término de radiacién dado por el producto sT .

En el caso de transferencia de calor, el término adicional puede asociarse a una
linealizacion de un término que imponga radiacion en el problema.

Las condiciones de contorno para la -201- se especifican de la misma manera que en el
problema de conveccion-difusion, siendo:

T=T sobre G,
-202- _
T

q, =- sobre Gy

dx
pudiendo establecerse otras condiciones en funcién del flujo total de calor a través de la
frontera de Neumann.
El caracter que puede adquirir el problema es triple, alcanzando los siguientes niveles:

e Conveccion dominante

¢ Difusiéon dominante

¢ Radiacion dominante
y la existencia de capas limites en estos problemas no es solo debido a la conveccion, sino que
el término de radiacion también es capaz de originar estas fuertes discontinuidades en ciertas
condiciones. Para esto se definen los nimeros adimensionales que caracterizan la importancia

relativa de los mecanismos involucrados:

2
-203- Pe = ul. Rn = sL
k k

donde el Pe es el mismo con el que se trabajo a lo largo del trabajo definido de manera global,
mientras que el Rn es el que mide la importancia relativa entre la radiacion y la difusion, L es

una longitud caracteristica del problema.
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5.2. El método de elementos finitos:

Aplicando a la -201- una formulacion de residuos ponderados resulta:

“» 2 0
-204- 2Tk T o+ Qwdw =0
dx  dx? 3

W

Integrando por partes de obtiene la formulacién débil del problema:

205- LR {IW FywdW+ Ei To

dx dx dx XQSN

W

y aplicando un esquema de tipo Galerkin resulta:

é
& e df; df
-206- g@—’fi kS g, ‘quT Of AW+ aidTo
a dx dx dx q:N
ew u
donde se reemplaz6
-207- T =Tf

i

Como se menciono en el apartado anterior, el origen de capas limites es debido, no
solo a los fendmenos convectivos, sino también a los de radiacion. En ciertos problemas de
radiacion dominante, como se vera en los ejemplos, se generan capas limites sin la presencia
de conveccién, 6 con términos convectivos despreciables.

Con el objeto de lograr esquemas estables, el desarrollo de métodos como el SubGrid
Scale (ver apartado 1.2.6) constituye un punto importante como herramienta de resolucion.
Una formulacién variacional asi planteada especifica lo siguiente:

-208-  a(T,w)- I(w)+r(T,w)=0

donde se utilizé la notacion variacional para mayor claridad, los términos son los siguientes:

a(T,w): dT kd—Td—W sTw(—jle
dX dx dx ?
W
209 1(w) c‘y dw
-209- W)= QW
W

\ @ 2 Gee 2 0
r(T,w): - dw-kd—+w' dT dT-sw+Q7:iW
dx dx? dX dx? 3
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Introduciendo la siguiente notacion: T =ij iyw =f., y sabiendo que las funciones ¢
son lineales, resulta:

6 0
&ij,f)=§§1$fi+k;?; fJfIQdVVugTJ
ew u
-210- I(f,)= C‘Sf dw
w
e f, )= &e iﬂffudifj)-sﬁw)mzﬁw
W

Finalmente, luego de trabajo algebraico, resulta:

é
é\ae f. df .
-211- A 1- 2t J €< t iy 1 t f—.quT f.dW
g@ s)f + |k +tu? . s)f o + t.c.
ew

donde, en el segundo miembro, se agruparon los términos de contorno. El parametro 7 es el

parametro de estabilizacion para esta formulacion. Para eliminar la existencia de oscilaciones
debe cumplirse lo siguiente (ver [32]):

ga DXF_ 10 5 _ubx
2ue Peg 2k
-212- ) ( )2
ts3 1%' 3 9 Rn :S Dx
se Rng

donde el Pe y el Rn fueron definidos en sentido local

5.3. El MDD aplicado a la ecuacion de conveccion-difusion-
radiacion:

Sea el esquema de dominios desplazados (desplazamiento sobre el término del
residuo) aplicado a la ecuacién diferencial -201-:

-213- é hodru sw=o
axH"

W
con
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at . a’t

dx dxz

214- r=

-sT+Q

donde la expresion -213- es muy similar a la -111-, afectada por una constante. Reemplazando

la -214- en la -213-, luego de unos pasos algebraicos se obtiene lo siguiente:

-215-

> (D~
N g

df ; U \
P R SRy FEL f]@wgrjzea%ﬁkigwﬂ
3 g dx é& 2 gdx dX 0 g 2dx g
ew u W

donde se reemplazo T =ij iyw =f,, y se realiz6 una integracion por partes sobre el

término de derivada de orden dos en el gradiente del residuo. E integrando por partes el

(.S j P, :
término —f; — resulta una formulacién ligeramente diferente:

-216-

dx
; df v
u N
9 f . uh odf; .,.ngi ...Ed_fl % I og%l+2£_gw te
e 2 @dx dx e 2dx g LJ e 2dx g
u W

Cualquiera de las dos formulaciones obtenidas constituye un esquema estabilizado

para el problema de conveccion-difusion-radiacion.

Para la estimacién de los desplazamientos se recurre a la expresion -158-, y

especializandola en este problema en particular resulta:

§ uD+de- sT+Q(—?dx
dx @

-217-  h¢ =22 -
§ D p+ 9,
dx dx g

Dx

Para obtener el campo de derivadas proyectado se utiliza el método desarrollado en el

apartado 3.4.2, mientras que las condiciones impuestas sobre los desplazamientos son

conformes a las presentadas en el apartado 3.3.

A continuacién se exponen dos ejemplos. El primero corresponde a un problema de

radiacién-difusién con radiacion dominante. El mismo, evidencia la posibilidad de usar el

MDD como estimador de pardmetros de estabilizacion a pesar de no tener informacién sobre

el campo de velocidades, ya que es Pe = 0 en este caso. El segundo ejemplo es un problema

de conveccion-difusién-radiacion con radiacion dominante.

El formato de presentacion es el mismo que en los problemas de conveccion-difusion

presentados en el capitulo 4.
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5.4. Ejemplo 9: Fuente constante, radiacion pura

Los datos que definen el problema son los siguientes:

G | To | u| k S L Ax Ng € PeG | Pel | Rn® Rnt* | Q(x) | Nt
0 0 0 1 10000 1 0.05 20 1.10! 0 0 5000 125 1000 11

La solucion se presenta a continuacion:

Caso con fuente Q = 1000 con Pe' = 0 g RBn" = 125

014

012 4

0.1 4

0.08 + —— Galerkin

—=— OO
—— Exacta

0.06

0.04

0.0z

y el pardmetro de estabilizacion resulta:

Parametro h™ para el caso con fuente Q = 1000 con Pe' = 0 g RBn" = 125

0.05 4
0.045 4
0.04 4
0.035 4
0.03 4

= 0025
0.0z 4
0.015
0.01 4

0.005 -

o + + + + + + + + + * + + + + + + + + +

a 1 2 3 4 5 -1 7 g 9 10 1 12 13 14 15 16 17 12 19 20

Elemento
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5.5. Ejemplo 10: Fuente constante, radiacion dominante

Los datos que definen el problema son los siguientes:

Qo | To | u | k S L Ax Ng € PeS | Pe* | Rn® | Rn' | Qx) | Nt
0 0 40 1 10000 1 0.05 20 1.10! 20 1 5000 125 1000 55
La solucion se presenta a continuacion:
Caso con fuente @ = 1000 con Pe' = 1y RAn" = 125
0.14 -
01z /\
01 = = = = = = = » » - » - » » '_A""\-.J -
0.0 4 —— Galerkin
= —=— [0OD
0.06 —— Exacta
0.04
0.02 -
o T T T T T T T T T
0 01 0z 0.3 0.4 05 06 07 0.8 03 1

y el parametro de estabilizacion resulta:

0.05 -

0.045 4

0.04 4

0035 4

0.02 4

& 0025 4

0.0z 4

0.015 4

0.01 4

0.005 o

Parametro h” para el caso con fuente @ = 1000 con Pe'* = 1y Rn" = 125

2 3 4 5 E 7 S k] 0 1 12 13 14 15 16 17 1z 13 20

Elemento
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Conclusion:

Una reseia tedrica de los métodos tradicionales de estabilizacion fue realizada con el
fin de brindar el enfoque heuristico que éstos proponen, y evaluar las debilidades existentes en
los mismos, particularizando sobre el MCF cuya filosofia de célculo es similar a la que se
propone en este trabajo.

Un nuevo método de estabilizacién numérica para la resolucion de problemas por
medio del método de elementos finitos fue presentado. La reformulacion del MCF a través de
un método de residuos ponderados en dominios desplazados le confiere, al concepto de la
estabilizacion, un nuevo significado. Esto se evidencia en la posibilidad de obtener esquemas
estabilizados para cualquier clase de problemas a partir de una formulacién variacional
simple, con so6lo el conocimiento del residuo en la ecuacion diferencial, y eliminando la
necesidad de recurrir a aquellos términos dados por la experiencia, conocidos como “términos
heuristicos de estabilizaciéon”. Asi mismo, el método entrega, también en forma natural, las
condiciones de contorno estabilizadas. Una extension tedrica a problemas transitorios
demuestra su aplicabilidad en este campo, adquiriendo una vasta generalidad.

En cuanto a la estimaciéon de los desplazamientos (6 parametros de estabilizacion)
necesarios para estabilizar las soluciones, se derivd una expresion que surge de la
minimizacion de un funcional. El mismo se basa en el residuo desplazado expresado en
funcion del campo de gradientes recuperado a partir de la solucion del esquema de elementos
finitos, constituyendo un proceso iterativo para la mencionada estimacién. Gracias a esto es
posible obtener valores de los parametros sin un discernimiento previo sobre sus magnitudes,
como sucede en los métodos clasicos.

Del anélisis del MCF y del MDD, y con el fin de lograr una correcta evaluacion del
residuo y su gradiente, se desprende una significativa dependencia de los desplazamientos
respecto del campo de derivadas proyectado. Esto llevé a la implementacién de elementos
especiales en las zonas de elevados gradientes. La interpolacién exponencial propuesta mostro
buen comportamiento, ajustandose a las necesidades de cada caso, y computando gradientes
del orden de los existentes.

Como contrapartida, la resoluciéon del sistema de ecuaciones en forma iterativa
representa un punto que debe optimizarse, puesto que los resultados se obtienen luego un
nimero de iteraciones globales entre 4 y 50, dependiendo del nimero de Pe y de las

caracteristicas del problema. Sumado a las iteraciones realizadas en la determinacién de los
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gradientes a partir de la interpolacion exponencial (SubStepl), que resultan elevadas, del
orden de 40 iteraciones y reduciéndose drasticamente a medida que el sistema completo entra
en convergencia. Sin embargo, a partir de los casos presentados, se comprobo la capacidad de
resolucion del método, que resulto ser altamente satisfactoria, ya que se obtuvieron soluciones
estabilizadas en todos los casos. En cuanto al inconveniente que el proceso iterativo presenta,
se deja abierta la posibilidad para el desarrollo de esquemas iterativos no lineales mejorados
con el objetivo de acelerar la convergencia, cuestion que no fue el objetivo principal de este
trabajo. Por otra parte, es conveniente resaltar que en los casos transitorios donde la solucion
en cada paso de tiempo varia poco, y las capas limites se van desarrollando en la medida que
avanza la resolucién del problema, es esperable que este costo adicional sea reducido
significativamente.

Para mostrar la potencialidad del método se incluy6 un capitulo donde se analizé el
problema de conveccion-difusion-radiacion. EI MDD mostr6 capacidad de estimar los
parametros incluso en situaciones donde no se poseia informaciéon sobre el campo de
velocidades, sin embargo evidenci6 un comportamiento ligeramente subdifusivo en estas
situaciones, lo que deja abierto el camino al estudio profundo de este tipo de problemas. La
presencia de términos convectivos, en problemas de radiacion dominante, corrigié esta
situacion, presentando soluciones satisfactorias.

Como corolario de este trabajo debe establecerse una discusion entre la utilizacion de
métodos de estabilizacién 6 la posibilidad de un refinamiento de las mallas al momento de
resolver problemas de transporte. Si bien hay muchos aspectos a tener en cuenta, se pueden
resaltar que de acuerdo a la capacidad computacional disponible, se podra, 6 no, realizar un
refinamiento de mallas, siendo el método mas sencillo en éstas condiciones. Ademas de ser un
método fundamental si el problema requiere capturar en forma fiel la morfologia de las capas
limites. Cuando esto no sea una premisa, 6 la malla sea de tamafio considerable, y lo que se
desean son soluciones estabilizadas, sin apartarse de la realidad, es muy beneficioso el uso
cualquier esquema de resolucion estabilizado, en particular del MDD, debido a las

caracteristicas discutidas a lo largo del trabajo.
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Apéndice:

Apl.l. Funciones de forma:

Las funciones de forma cumplen un rol muy importante en una formulacion de
elementos finitos. Debido a la caracteristica de poseer valor no nulo en solamente un nodo,
hace que el sistema tenga un alto grado de desacoplamiento generando matrices tipo banda y
reduciendo notablemente el costo computacional. Su altura unitaria permite que los
coeficientes de la interpolacion adquieran el significado de la variable que se desea conocer
en cada nodo.

Las funciones de forma lineales para el problema unidimensional presentan la

siguiente forma:

(I)i-l (I)i (I)i+1

i-1 gl i a i+1

donde estan definidas, en forma elemental, por las siguientes expresiones:

X X
fe =1 =
Ap. -1- Dx Dx
fe-l_ X fe-l =1- X
i T~ i-1 —
Dx Dx

donde & es la coordenada local dentro de cada elemento y Ax es la longitud elemental (aca se
supuso una malla uniforme). Mayores érdenes de interpolacion son factibles, siempre que
cumpla con las condiciones establecidas acerca del soporte local y de su altura unitaria en el

nodo asociado y nulo en los demas nodos de la malla.
Apl.1IL. Los parametros de estabilizacion:

La busqueda de los parametros de estabilizacion, tal que entregaran un indicio de

estabilidad, comenz6 con el estudio de casos que, si bien se encontraban limitados en cuanto a
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las restricciones sobre ellos impuestos, presentaban una solucion provisoria y que, en primera

instancia, era plausible.
1Ap.ll.i. El parametro de estabilizacion critico:

Sea el esquema de upwinding obtenido de la ecuacién diferencial modificada, se

requiere obtener el valor del parametro « tal que la solucion no incurra en valores negativos:
Ap.-2-  |Pe(l- a)- 1[T;,, +|2aPe +2[T; +|- Pe(l+a)- 1]T;.; =0

En el ejemplo visto en el apartado 1.1.2, la expresion Ap. -2- se particulariza con
T., =T, =0, T, =T, y T.,; =T; =T. El objetivo buscado es lograr que sea T, 3 0 para
todos los valores de Pe.

Reemplazando se obtiene que:

Ap.-3-  [Pe(i- a)- 1]r +[2aPe+2]r, =0

Despejando y trabajando la expresion anterior resulta:

é
é
Ap.-4- T, =4d- 1 U
é
e

Se ve claramente que la condicion para que T, sea mayor que cero es la siguiente:

Ap. -5- ! 1 £1
a+—
Pe
y se llega a la expresién dada en -13-:
3 1
Ap.6-  agl-

1Ap.ILii. El parametro de estabilizacion optimo:

Partiendo del mismo esquema que el visto en el apartado anterior, ahora se pretende
lograr que la solucién nodal que entrega el método coincida con la solucion exacta. Para esto
recordamos la expresion del esquema de upwinding:

Ap.-7-  |Pe(l- a)- 1], +|2aPe+2[T; +|- Pe(1+a)- 1]T;.; =0

donde se conoce la solucién exacta dada por:



Apéndice

Ap. -8-

donde x; indica la posicion genérica del nodo i, mientras que los nodos i+1 e i-1 estan

representados por X; + AX y X; - Ax respectivamente.

Reemplazando Ap. -8- en Ap. -7- resulta, eliminando la constante A, lo siguiente:

ux; uDx

€ ubx ¢ Wiy
[Pe(l- a)- l]gl- ekek 8+[2aPe+2]gl- e k 8+
Ap. -9- e u e u

Al expandir la expresion anterior resulta lo que se muestra a continuacion:

ux; uDx ux; uDx

ux;

Ap. -10- Pe(l-a)-1- Pe(l-af ke k +e ek +2aPe+2- 2aPee k -

ux;

i ux; uDx ux; uDx

-2ek -Pel+a)-1+Pell+al ke k +eke k =

=0
Luego de un poco de algebra, se llega a una expresion depurada:
Ap.-11- - Pee™ +aPee®™ +e?P° - 2aPe- 2+ Pee 2P +aPee ?P 472 =0
Reagrupando los términos con o del otro lado del igual resulta:
Ap. -12- Pe%" 2be _ g2be )-l- %21)6 +e 2P 2):aPe(g - %2% +e 2P ))
Despejando o se observa que el segundo término del primer miembro es igual a -1,

mientras que el primer término es necesario trabajarlo un poco mas:

"2Pe_g2Pe 1 oeh(ope) 1

e
= [ - = -
2- %2P9+e'2PE) Pe 2- 2ch(2Pe) Pe

Por las propiedades de las funciones hiperbolicas se tiene que:

Ap. -14- sh(2Pe) =- /ch2(2Pe)- 1 Coth(Pe) = Ch+1

‘| ch(2Pe )- 1

Ap. -13- a

Utilizando las Ap. -14- y reemplazandolas en Ap. -13-, y escribiendo la diferencia de

cuadrados para la expresion del seno hiperbolico, se obtiene la ya conocida expresion del

valor 6ptimo del parametro de estabilizacion dado en -14-:
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Ap.-15-  a,, =c0th<Pe)- P1
e

Apl.I1I. El principio de trabajos virtuales:
Partiendo de la ecuacion diferencial que modela el problema vista en -2-, se pudo

conocer la forma que la interpreta como residuo ponderado -21-, que se repite a continuacién

para mayor comodidad:

\ ~ A ~ ~ A
Oi ( u'NT+NTDNT + Q)]Q =0
Q
Ap. -16-
o)
T @T :a f.T,

i=
Se desea integrar por partes esta expresion con el fin de reducir el orden de derivacién
que sobre las funciones ¢; se requiere. Para esto distribuimos la funciéon w; observando que el
unico término que precisa tratamiento especial es el que contiene la divergencia del gradiente

de la temperatura. Por propiedad de la derivacion en cadena podemos escribir lo siguiente:

o 17 N (w,DRIT ) =Kw,DNT + w,N T DRT
p. -17- e o) o .
w,NTDNT :NT(wiDNT>- NTw,DNT

Reemplazando Ap. -17- en Ap. -16- resulta:

Ap. 18- 6wiuTNT+NT(wiDNT)- "w, DRI +Q Jw =0
w

Ahora aplicando el teorema de la divergencia, podemos enviar el segundo término de

Ap. -18- a la frontera:

Ap. -19- év(wiDNT }1W = éinTDNTdG
W G

Reordenando Ap. -18- y reemplazando Ap. -19- se tiene lo siguiente:

Ap. -20 (‘:Sv 'NT+N'w,D "T)ﬂw C‘y QAW+ (‘) "DNTdG
p. -£U- iu Wi = i il
W W G
y sabiendo que q, =- n'DNT, y que esta condicién de Neumann estd presente solamente en

', se llega a la formulacién débil presentada en -22-:
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Apl.IV. Fundamentos matematicos del MEF:

En esta seccion se demostrara como, partiendo de la ecuacion diferencial que modela
el problema, en este caso de la transferencia de calor estacionaria, puede probarse la
factibilidad del modelado a través del principio de trabajos virtuales del problema 6, lo que es
lo mismo, que el problema puede tener sus origenes en una formulacién variacional, incluso
se probard como el método de los elementos finitos puede nacer de la idea de minimizar un
funcional determinado.

El problema modelado por la ecuacion diferencial (ED) es el siguiente:

-u'NT+N'™DNT+Q =0 en W
Ap. -22- T=T sobre @G,
q, =- n'DNT sobre Gy

visto previamente en -2-. Q es el dominio donde se quiere resolver el problema mientras que

I'p y I'y son las fronteras de Dirichlet y de Neumann, debiendo satisfacerse que G, E Gy =G
y que &G C Gy =/4&. La condicion de Dirichlet representa la temperatura impuesta sobre la

parte de la frontera correspondiente, mientras que la de Neumann, representa un flujo térmico
impuesto sobre el resto de la frontera.

La solucion de este problema se denomina solucién fuerte y debe ser por lo menos dos
veces diferenciable. A la formulacién ED se la llama también formulacion fuerte.

Sea V el conjunto de funciones de cuadrado integrable definidas sobre € tal que sean
nulas en I'p, pudiendo reinterpretarse como el conjunto de movimientos virtuales que es
compatible con los vinculos. Si multiplicamos la ecuacién diferencial por una funcién

cualquiera w € V e integramos en el dominio Q resulta:

\ ~ ~ ~
Ap. -23- O< u'NT+N'DNT + Q)]W =0
w

Integrando por partes el segundo término, ver el apartado Ap.III, se obtiene:
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Ap. -24 é: TRT +NT DNT)JW @de é dG
p- - - u W = - qn
W W Gy

Se introduce la siguiente notacion compacta:

def w N . N
a(T,w) = CsyuTNT ¥ NTDNT)JW

W

Ap. -25- Gt < <
Llw) = O~ (ya.e6
W Gy
y por lo tanto:
Ap.-26-  a(T,w)=L(w)

Esta expresion es la versién del principio de trabajos virtuales (conocido en mecanica),
para el problema de la transferencia de calor estacionaria, por esto es que se le puede
denominar el principio de “potencias virtuales”.

Aqui se demuestra que toda solucion del problema ED, lo es también del problema
denominado formulacién variacional FV que se desarrolla a continuacion.

El problema formulacién variacional, conocido como formulacion débil, plantea
encontrar T tal que se cumpla la siguiente relacion:

Ap.-27-  a(T,w)=L(w) "wlv
donde se deben verificar las siguientes propiedades

a) a(T,w)y L(w) son lineales en sus argumentos T 'y w.

b) a(T,w) y L(w) son continuas en sus argumentos

c) a(T,w) es definida positiva, es decir que
a(T,w)3 0 " wlvV

A

Ap.-28- a(w,w) =0 U w =0

Se debe aclarar que para satisfacer la propiedad c) se deben eliminar los “movimientos
rigidos” en el sistema, por esto la necesidad de establecer las condiciones de Dirichlet.

Se demuestra a través del teorema de Lax-Milgram que bajo las condiciones
estipuladas anteriormente, el problema FV tiene solucion unica, denominandola solucion
débil. Nétese que la solucion débil tiene menos restricciones que la solucion fuerte debido a

que debe ser por lo menos una vez diferenciable. De aqui que se puede afirmar que toda

solucién fuerte (solucion de ED) es también solucién débil (solucion de FV).
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Ahora se considera que la solucion débil de FV es tal que pueda realizarse el

procedimiento inverso, es decir, lo siguiente:

Ap.-29-  a(T,w)- L(w)= évuTNnNTwDNT)JW- deW+ @q dG
. ) - n
w w Gy
El segundo término de la primera integral se integra por partes nuevamente:
Ao 30 KT (w;DNT ) =NTw,DRT + w,N"DRT
p. -20- - - - - T
RTw,DNT =NT (w,DNT)- w,N"DRT

Reemplazando Ap. -30- en Ap. -29- se obtiene:

Ap. -31- C‘SvuTNTmT(w.DNT)- WNTDNT)IW- @QdW+ @q dG =0
° 1 1 n
W W Gy

y llevando el término de la divergencia a la frontera resulta:

Ap. -32 6\' TRT NTDNT)iW c\deW c\yé TDNT)]G 0
p. -32- u - W - + LD =
W W Gy

Reordenando los términos:

Ap. -33- C‘S quNT+wiNTDNT+wQ)1W— c‘yén +nTDNT)lG =0
W Gy

La suma algebraica de las dos integrales debe ser nula para cualquier funcién w del
espacio V. Si los paréntesis de los integrandos son continuos se demuestra facilmente que
para que la expresion Ap. -33- se cumpla, se deben cumplir las siguientes condiciones:

-u"NT+N"DNT +Q =0 en W
Ap. -34- B .
q, +n DNT =0 sobre Gy
las cuales son las que definen el problema ED ya presentado, demostrando asi, que toda
solucién de FV suficientemente regular (suficientemente suave) satisface también el problema
ED, 6 lo que es lo mismo, que toda soluciéon débil suficientemente regular es también
solucion fuerte.

Otro punto de discusion es el de las condiciones de contorno, es facil ver como las
condiciones de Neumann nacen naturalmente de la formulacion variacional mientras que las
condiciones de Dirichlet deben ser necesariamente incluidas en forma externa a través de la
definicion del espacio de funciones w. De esto es que a las condiciones de Neumann se las

denomina naturales, y a las de Dirichlet, forzadas.
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Por ultimo, existe un tercer punto de vista denominado funcién extremal (FE). Como
su nombre lo indica, la idea es encontrar el punto extremo ¢ punto estacionario de un dado
funcional. Siendo funcional cualquier mecanismo por el cual se le asigna un nimero a una
funcion.

Sea el siguiente funcional:

Ap. -35- J(u)de:f;a(u,u)- L(u) "ulv
Acé el objetivo seria encontrar la funcién T € V tal que sea minimo J(T). Esta
definicion es una especie de Lagrangeano en mecanica 6 una energia libre en elasticidad, sin
embargo en el problema de la conduccién de calor no tiene significado fisico.
Para evaluar los puntos estacionarios de J(T) utilizamos la derivada de Gateaux,
conocida como derivada direccional. Para esto introducimos el parametro real € y una

direccion w:
Ap.-36-  J(T+ew) :;a(T rew,T+ew)- L(T +ew)
Por las propiedades de las formas bilineales se puede escribir lo siguiente:
Ap.-37- J(T+ew) Z;a(T,T)+ ;ea(T,w)+ ;ea(w,T)+ ;eza(w,w)— L(T)- eL(w)=0

Sabiendo que a(T,w) :a(w,T), derivando respecto de € y haciendo el limite para

éste tendiendo a cero se obtiene:
Ap. -38- 11TL[J(T rew)]=a(T,w)- L(w)=0

que significa lo siguiente:
Ap. -39- a(T,w) :L(w) "wl Vv
La cual es idéntica a la expresion Ap. -27- demostrando la equivalencia entre la
formulacion extremal y la formulacion variacional.
Retomando la Ap. -37- si reordenamos los términos y suponemos que € = 1, puede

escribirse lo siguiente:
1
Ap.-40-  J(T+w)-J(T) :2a<w, w)+a(T,w)- L(w)=0
De la formulacion variacional podemos asegurar que si T es la solucion débil a ese

problema, resulta que los dos dltimos términos se anulan entre si por el equilibrio establecido

en Ap. -27-:
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Ap.-41-  J(T+w)- J(T):;a<w,w) =0

y por la propiedad mencionada en Ap. -28-:
Ap. -42- a(w,w)zo U w =0

y queda asi demostrado que si T es la solucion débil del problema FV, T es un minimo del
funcional definido en el problema FE.

De esta manera queda demostrada la equivalencia, ida y vuelta, entre el problema FV
y FE, es mas, habiendo demostrado la equivalencia entre el problema ED y FV podemos
afirmar que para soluciones suficientemente regulares se tiene una unicidad entre los puntos
de abordaje del problema en cuestion, habiéndose probado la factibilidad del uso del método
de los elementos finitos.

Ademas se demuestra en [31] que lo explicado anteriormente tiene validez en el caso
en el que la forma a(T,w) no sea simétrica como es en los problemas de transporte debido a la

asimetria introducida por los términos convectivos.
Apl.V. El Jacobiano de transformacion:

Sea una particula de fluido que ocupa una posicién @ en el espacio y estd en un
tiempo t + Dt, se busca llevar a dicha particula a través de una transformacion de coordenadas

a una posicion en un tiempo t. Lo explicado se evidencia en la siguiente igualdad:

(‘ja,u Dt)v(a,t+ Dt)dVV(t+ Dt):

dx #v(x,t)Dt t + Dt Jv(x + v(x, t D, t + Dt)J\dVV(t)
Wit
donde \J \ es el determinante de la matriz jacobiana de transformacién de coordenadas o a x,

la cudl esta dada por:

a -
Ap. -44- Jij =L
T[Xj

con
Ap. -45- ai :Xi+ViDt

Reemplazando Ap. -45- en la Ap. -44- se obtiene lo siguiente:
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Ap. -46- =d, + ﬂvl > S R RN L
)
X Tix

En forma directa se obtienen las componentes de la matriz J:
Mg Wip Wi 0
¢ T x, Tixs +
Ap. -47- J:E Wopy quVop Mo 2
C ﬂxl TIXZ TIX3 =
¢ Vs Dt Tva D 1+ fvs Dt
& T, T o
donde el determinante de la Ap. -47- viene dado por la siguiente expresion donde se
despreciaron los términos de mayor orden por considerarse pequefio el desplazamiento vAt:

Ap.-48- |J| 1+aﬂv1+h+hﬂ =1+ divvDt
ﬂX1 ﬂxz T[X3(25

En caso de reemplazar el producto vAt por el desplazamiento h para adecuarlo a la
formulacion de dominios desplazados, resulta:
Ap.-49-  |J| =1+divh
De la misma manera, si se quiere obtener la expresion Ap. -43- para t-At el resultado
es el siguiente:

Ap.-50-  [J| =1- divh

Apl.VL Mecanismos de conveccion-difusion:

Un ejemplo simple de como es un mecanismo de conveccién difusién se presenta en la
primera parte de este apartado.

Los problemas de la ingenieria abordados luego incorporan mecanismos de
conveccién-difusién en la descripcion dinamica de los mismos. Se presentan las ecuaciones

gobernantes de cada problema con una breve explicacién de cada uno.
1Ap.VLi. Un caso simple, “la brasa caliente”:

Una manera sencilla de ilustrar el funcionamiento del mecanismo de conveccion-
difusion es el siguiente ejemplo simplificado de caracter ideal, supongamos un rio a

temperatura dada Tr que corre con una velocidad u, en un punto del mismo se coloca, de
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alguna forma, una brasa caliente que consideramos puntual frente a las dimensiones del rio,

cuya temperatura es 50° como muestra la figura:

Tg=15° | i 2, 2,
u N —- [ | : !
X | '
Ll L
a b
Seccién "a" Seccion "b"
T4 Ty T3 Ty
T, '—Qﬁ vl
NE Ty_o
o \‘} Ty | ?‘D\sz
iy b\
| o 1 I : |
Tal ‘ : \ TaZ : : :
TR C:P : q?\ TR 7 : | : e
P y ' P y
******* B S R e M

Los graficos indicados, se refieren al régimen estacionario del problema, mostrando un
corte transversal a la corriente. Dos secciones fueron esquematizadas con el fin de establecer
las diferencias entre los campos de temperatura correlacionandolos con los mecanismos de
conveccion-difusion.

Para figurar claramente el mecanismo convectivo, se asume que la difusividad del
agua es nula. Si este fuera el caso, solo aumentarian su valor de temperatura aquellas
particulas que se encuentran en la linea de corriente que atraviesa la brasa, mientras que las
particulas vecinas mantendrian su valor de temperatura Tg, pues no existiria el intercambio de
energia entre ellas. En consecuencia los graficos para las secciones a y b serian idénticos e
iguales a un escalon de altura igual a Ty y de ancho despreciable segun la hipotesis de punto
caliente.

En el caso opuesto, es decir, velocidad del rio nula y difusividad del agua no nula el
problema se vuelve radial con centro en la brasa. La difusividad le permite a las particulas
realizar el intercambio de energia, aumentando la temperatura de las particulas vecinas a la

brasa y asi sucesivamente a medida que se aleja de la misma. El resultado es una distribucion
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de temperaturas que disminuye de Tg a T en funcion de la distancia radial una vez alcanzado
el equilibrio térmico.

Combinando los dos efectos resultan las distribuciones de temperaturas mostradas
anteriormente. Se puede identificar como el campo de temperaturas es arrastrado de la seccion
“a” ala seccion “b”, y a medida que va de una a otra, la difusién hace lo propio esparciendo el
campo de temperaturas en la direccion transversal a la corriente, lo que da el efecto del
aplastamiento de la curva. El mecanismo de difusion también esta presente en la direccion de
la corriente, por esto es que la curva disminuye su valor maximo. Si se traslada el analisis a
una seccion muy distante respecto de la brasa, la difusividad habra esparcido completamente
la curva, finalizando, todas las particulas a la misma temperatura Tg, conforme con lo
intuitivo.

Una representaciéon completa de la variacion del campo de temperaturas seria la

siguiente:

donde se observa como la difusion esparce el campo de temperaturas tanto en el eje X como
enel Y.

De este ejemplo se desprende que los fenémenos de transporte estan asociados a una
fuerte dependencia respecto de la “informacion” que el campo de velocidades trae desde
corriente arriba, pues una particulas “ve lo que el campo de velocidades le muestra”, 6 lo que

es lo mismo “no se entera de la presencia de la brasa hasta que llega a donde esta la misma”.



Apéndice

1Ap.VLii. Otros casos:

La dispersion de contaminante en un rio:

La ecuacion correspondiente es la siguiente:
Ap. -51- 11Tff+ v R =R 4DRc )+

donde c es la concentracion promedio, S es un término fuente, v es el campo de velocidades y

D es la matriz de difusividad que incorpora mecanismos de turbulencia y difusién molecular.

Transporte de vorticidad en las ecuaciones de Navier-Stokes incompresibles:
Las ecuaciones de Navier-Stokes permiten obtener el campo v visto en el ejemplo

anterior como:

Ap. 52 117;+V>NV+NP —nfi2y

N> =0
donde p es la presién y v es la viscosidad cinematica. Para coordenadas cartesianas de
introduce la vorticidad como un escalar que satisface la Ap. -52-, ademas, en dos
dimensiones, se introduce la funcién corriente, ambas se definen como:

V)=l ey

X=u,-v

Ap. -53-
y

donde finalmente resultan dos ecuaciones que se resuelven conjuntamente:

fIx

2+ v >Nx =nN2x
Ap. -54- it

N%y +x =0
siendo un par de ecuaciones no lineales, pero que incluyen el mecanismo de conveccion-

difusion para la vorticidad.

Contaminacién atmosférica:

Para determinar la posicién de elementos radioactivos con una actividad especifica A'

Al ps

donde G es una coordenada vertical que sigue al terreno, Vy es la velocidad promedio del

se plantea la siguiente ecuacion:

i
Ap. -55- 1IA+VH NyA! +— )
fit s e

viento en el sistema de coordenadas ¢, Vy es el operador gradiente correspondiente, Si
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incluye términos fuente donde el decaimiento y la transformacién de los is6topos son tenidos
en cuenta, K, es un coeficiente de difusién vertical que es funcién del peso y vg estd
compuesto por el movimiento vertical en el sistema ¢ y la velocidad de establecimiento

gravitatoria.

Ecuacion de Fokker-Planck:
La misma se deriva de la ecuacion de Boltzmann de la teoria cinética para la funcion
de distribucion de velocidades f(x,v,t) de las particulas en un gas:
LI T N, f _AQ
it eflt @
. 1.
Q V(f(Dv>)+2NVNV : (f/ovDv))

donde a es la aceleracion de las particulas y Vy es el operador gradiente con respecto a la
variable velocidad, Av es la deflexion de la velocidad y las funciones aplicadas son el primer
y el segundo momento aplicados a ésta. Algunos modelos incorporan los mecanismos de
conveccién-difusién como sigue:

u

N R, : (fNVNVG)H

donde H y G son funcionales de colision, el término V H se denomina coeficiente de friccién

ap.57- E19 =G N, (N )+

dindmica y el término V, V,G es llamado coeficiente de difusion.

Ecuaciones de un semiconductor:
Un modelo basico se desarrollé en términos del potencial eléctrico y, de la
concentracion electronica n y de la concentracion de huecos p, dando un sistema de

ecuaciones como el que sigue:

eNzy :q(n— p- D)

Ap. -58- 'q11llrtl+N>§n =qR
q11lllt)+ﬁl>§p =-qR

donde € es la permitividad del material. q es la unidad de carga, D es el dopaje y R es un
término de recombinacion. Las corrientes J, y J, estan dadas por expresiones como:

Ap.-59- J, =qm (U,Nn- nRy )
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donde L, es la movilidad de los electrones y U, es la barrera de potencial interno. Algo similar

se obtiene para J,,

Transporte en aguas subterraneas:
Un modelo macroscopico para el transporte de una sustancia en medios porosos esta

dado por:
Ap. -60- HS?:)HQ steq - qDNe) =s(g.c)

donde O es la porosidad, c es la concentracion de la sustancia, S(0,c) incluye términos fuente
relacionados con el crecimiento y el decrecimiento de la concentracién en su interaccion con
el medio, D es la matriz de difusividad que incluye la dispersion mecanica y la difusién

molecular y q es la descarga de agua que se obtiene de la siguiente expresién:
Ap. -61- '"El;qh R >rq)=0
t

donde p es la densidad, mientras que la ley de Darcy define la velocidad de Darcy q:
Ap.-62- q =-KNf
donde ¢ es la altura hidraulica funcién de 0 y de la altura y K es la matriz de conductividad

hidraulica.

Flujo externo compresible:
En problemas de aeronautica es comtn resolver en forma completa las ecuaciones
acopladas de Navier-Stokes, que incluyendo los flujos compresibles adquieren la siguiente

forma general:

Ap. 63 1};:’ +div(f,gh)=0

f=fr+fV
donde, en términos de la densidad p, presion p, componentes de velocidad (u,v,w) y energia

total E se tiene:

ér u é ru U é 0 u
é u & 2. U e u
= p + ~ -t p
dug vy , @8 x G
Ap. -64- w=ervy f =€ ruv Uy f' =¢ -ty u
é u é u é ¢ U
&Wy é ruw g é "l u
grEq g ruH { & uty, - vty - wty, +q,
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con similares expresiones para g', h!, g¥ y hV. Ademés, para gases adiabaticos con constante

adiabatica dada por 7 se tiene:

Ap. -65- H=E+p=;(_|2+v2+w2>r
r

mientras que las tensiones y los flujos cal6ricos vienen dados por:

& fu_v_ ‘ITWo e

Ap. -66- o 3”% & v %o nrgﬂy T g
—. kT
Ix

con % =RT, « es la conductividad y p la viscosidad del fluido. En este caso dos

mecanismos de conveccién-difusion estan en juego, uno para el campo de velocidades y otro
para el campo de temperaturas. Las ecuaciones anteriores son para flujos laminares, a

continuacion la extension viene dada para flujos turbulentos.

Transporte turbulento:

Un calculo en base a un modelo turbulento es esencial en determinados casos cuando
se quieren resolver las ecuaciones dadas en el apartado anterior. Para esto se utilizan modelos
denominados k-¢€ pues involucran relaciones entre la energia puesta en juego en la turbulencia

k y la tasa de disipacion €. Estos modelos establecen lo siguiente:

(k)

+N>&Vk-n}Nk):Sk
Ap. -67-

—
==

ﬂtE)+ N >(Fve- n@l(le):

donde r es la densidad promedio de Reynolds, v es la velocidad promedio de masa y L y e

son difusividades relacionadas con los fenémenos de transferencia en un medio turbulento. El
sistema depende fuertemente de los términos fuente Sy y S¢, que se obtienen en forma
empirica para cada problema. El conjunto de ecuaciones para fluidos en su forma completa
dado por las Ap. -63-, Ap. -64-, Ap. -65-, Ap. -66- y Ap. -67- es uno de los modelos
matematicos mas complicados en uso y su comportamiento estd regido por diversos

mecanismos de conveccion-difusion.
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Apl.VII.  Cddigos desarrollados:

Los cédigos se desarrollaron en lenguaje Fortran versién 6.0. Estos integran un
framework de elementos finitos, cada codigo representa un “elemento” formando parte del
nicleo del mismo. El sentido de la palabra “elemento” implica la formulaciéon propiamente
dicha, escrita en formato elemental, es decir, genera los aportes elementales a la matriz global.
Luego el ensamblaje realizado por el framework completa el sistema de ecuaciones algebraico
que modela el problema global. La resolucién es mediante un resolvedor directo.

Los nombres de los codigos implementados son los siguientes:
e (Calculo térmico y de los gradientes para el problema de conveccion-difusion:
MDDCD_1D_T
e (Calculo de los desplazamientos “h” para el problema de conveccion difusion:
MDDCD_1D_H

e (Calculo térmico y de los gradientes para el problema de conveccién-difusion-

radiacion:
MDDCDR_1D_T

e Calculo de los desplazamientos “h” para el problema de conveccion-difusion-

radiacion:
MDDCDR_1D H

En las paginas subsiguientes se incluyen los codigos propiamente dichos.
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