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Abstract

Many important technological problems such as facility assignment, medium ac-
cess management, dynamic spectrum allocation, can be addressed as decision or mat-
ching problems. The usual classic algorithms, heuristics, etc. may become less efficient
when the amount of resources or agents involved in the decision matching problem
grow beyond a certain amount. Quantum computing takes advantage of quantum
mechanical effects such as entanglement and superposition to provide massive per-
formance speedup in certain types of computation problems such as data searching,
factorization and encryption. In the course of this thesis quantum decision models
are developed and studied as a tool for solving classic decision problems more effi-
ciently. As a generic model of decision problem a quantum dating market model is
proposed. The quantum matching model stability is analyzed through Von Neumann
entropy calculus and the information about the different possible strategies leading
to stable and unstable states is obtained. The performance of quantum and classic
strategies is compared showing that the agents capitalizing a Grover quantum search
based strategy achieve a much bigger success rate than those playing classics as the
number of players grows. Entanglement between player strategies lead to outcomes
in the quantum model that are totally unexpected in the decision problem classic
formulation. Finally, game theory applied to wireless communications is studied. In-
terference problems are analysed from the viewpoint of game theory and quantum
game solutions allowing fair and efficient resources sharing are proposed. Besides, the
medium access problem is treated as a quantum minority game and novel results are

presented.
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Introduccion

0.1. La computacién cuantica

La mecéanica cuantica es uno de los pilares de lo que se denomina fisica moderna.
Esta gobierna el comportamiento y las propiedades de la materia en un modo fun-
damental, en particular a escala microscépica de atomos y moléculas. A tal escala
se producen fenémenos esenciales de mecanica cuantica tales como Superposicion y
Entanglement. Los dispositivos que procesan informacion sacando provecho de estas
caracteristicas de la mecanica cuantica son conocidos como computadoras cuanticas.
Dado que el procesamiento de la informacion cuéntica permite llevar a cabo tareas que
antes se crefan imposibles o inviables, la tecnologia de la computacion ha traspasado
los dominios de la ingenieria electronica y las ciencias de la computacion para introdu-
cirse en nuevos mundos tales como los de la fisica cuantica, la biologia y la ingenieria
biomédica. Desde el almacenamiento de informacién usando espines de fotones o elec-
trones hasta la utilizacion de moléculas organicas para sintetizar transistores con el
fin de realizar computacién a gran escala usando cadenas de ADN, los investigadores
avanzan hacia el futuro de la computacion por diversos caminos. Por otra parte, la
investigacién y el desarrollo de estas tecnologias no se limita a entornos académicos,
companias tales como IBM, HP y D-Wave Sys estan trabajando en pos de alcanzar

la préxima revolucién de la computacién en un futuro no tan lejano.



La disipacién de calor, las pérdidas, y otros fenémenos fisicos limitan la capacidad
de construir dispositivos de estado solido. Por otra parte, la computaciéon cuantica
sostiene la promesa de resolver de forma eficiente algunos de los dificiles problemas
de las ciencias de la computacién tales como, la simulacién de sistemas cuanticos, la
factorizacién entera, busqueda en base de datos y el calculo de logaritmos discretos.
Las herramientas de la teoria de la informacion y de la computacion se han extendido
para abordar el procesamiento y la transmisién de estados cuanticos. Sin embargo,
debe quedar claro que esta teoria de la informacién basada en los principios cuanticos,
de ninguna manera viene a reemplazar la teoria de la informaciéon clasica sino que

mas bien la completa y la extiende.

En esta tesis se analizan las posibilidades de utilizar algoritmos cuanticos, es decir
algoritmos que sélo pueden ser implementados en una computadora cuantica, como
solucion para algunos problemas de las comunicaciones inaldmbricas tales como el

control de acceso al medio o la distribucion éptima de recursos.

0.2. Teoria de Juegos

La teoria de juegos clasica provee de un conjunto de herramientas disenadas pa-
ra analizar la toma de decisiones racionales por parte de dos o mas agentes que
interactian. Dependiendo de la caracteristica del problema, las acciones de los in-
volucrados podran ser competitivas (juegos no-cooperativos) é coalicionales (juegos
cooperativos)y el fin serd obtener las maximas “ganancias” individuales o globales,
respectivamente. Por lo tanto, esta técnica de estudio permite analizar situaciones
donde el resultado de las acciones de los individuos (o instituciones) no solo depen-

de de su “jugada” sino también de las acciones del otro o los otros jugadores. Los



modelos de la teoria de juegos son representaciones abstractas de situaciones de la
vida real. Esta abstraccion abre ampliamente el espectro de aplicacién, de manera
que permite que los “jugadores” puedan ser seres humanos, instituciones, poblaciones
de animales, gobiernos, agentes de mercado, etc., a la vez las estrategias pueden ser

de distinta naturaleza.

La teoria de juegos fue inicialmente utilizada en ciencias econémicas para mo-
delar problemas de competencia entre companias, donde un problema tipico seria,
por ejemplo, jdeberia una empresa incursionar en un nuevo mercado, considerando
que sus competidores podrian hacer un movimiento similar (o diferente)? Mas tar-
de surgieron aplicaciones en otras areas tales como la politica y la biologia. Hoy en
dia, la teoria de juegos ha sido ampliamente reconocida como una herramienta im-
portante, para analizar y comprender los conflictos y la cooperacion entre individuos
en muchos otros campos: tales como la ingenieria, las relaciones internacionales, las

ciencias de la computacion, etc. son solo algunos ejemplos. En redes de computadoras

y telecomunicaciones, un método de acceso o acceso multiple a un canal permite que
varios terminales conectados al mismo medio de transmisién multipunto transmitan
y compartan su capacidad. En algunas redes, el ruteo es complicado debido a que no
hay una unica entidad que se encargue de administrar los caminos: por el contrario,
multiples entidades estan involucradas en la tarea de seleccionar los caminos. Las com-
plicaciones o la ineficiencia surgen si estas entidades eligen los caminos que optimizan
sus propios objetivos, los cuales pueden entrar en conflicto con los otros participantes.
Esta situacion es analizada en esta tesis mediante técnicas de juegos, donde es posible
analizar el desempeno de las entidades que actian de forma cooperativa frente a las

que utilizan estrategias no-cooperativas.



El gran crecimiento que han experimentado las aplicaciones inalambricas en los
ultimos anos ha generado un crecimiento exponencial en el uso de bandas frecuenciales
sin licencia, provocando problemas de escasez en el ancho de banda disponible. Este
problema no sélo es debido a la propia limitacion del espectro, sino también al defi-
ciente uso que se hace de él, en parte debido a las estrictas politicas de asignacion de
bandas de frecuencia. En consecuencia, teniendo como objetivo un mejor aprovecha-
miento de espectro, se analizan aqui soluciones basadas en teoria de juegos cudntica

como alternativa a las técnicas existentes de asignacion de recursos radioeléctricos.

0.3. Teoria de Juegos Cuantica

La teoria de juegos cuantica es una fusién entre la teoria de juegos clasica y la
computacién cudntica. En ciertas situaciones es natural pensar que las reglas que
deben regir son las reglas de los juegos cuanticos ya que se desarrollan a escalas
microscopicas donde rigen las leyes de la mecanica cuantica. Ademas de su interés
intrinseco, los juegos cuéanticos brindan una posibilidad para explorar el imponente
mundo de la informacion cuantica. Ademas, mediante la cuantizacion de juegos clasi-
cos surgen nuevas técnicas de cooperar, de eliminar dilemas, de alterar equilibrios,
etc., lo que ha permitido resolver problemas de decisién en diversas areas de investi-
gacion, tales como sociologia, economia y biologia, entre otras.

Uno de los objetivos principales de esta tesis es utilizar tales propiedades de la teoria

cuantica de juegos para resolver problemas relacionados con las telecomunicaciones.



0.4. Administracion de recursos mediante teoria
de juegos cuantica

Recientemente, la teoria de juegos ha comenzado a ser aplicada en tanto en redes
cableadas como en redes inaldmbricas: los jugadores en el juego son usuarios racio-
nales o operadores de redes que controlan sus dispositivos de comunicacion. Con el
constante crecimiento de las redes wireless, dichos dispositivos se deben enfrentar con
recursos limitados para la transmisién (por ejemplo espectro de radiofrecuencia) que
impone conflicto de intereses. En un intento por resolver este conflicto, ellos deben
tomar ciertas decisiones, tales como transmitir ahora o mas tarde, cambiar el canal de
transmision, o adaptar su velocidad de transmisién. Mas cerca en el tiempo, un nuevo
paradigma denominado Cognitive Radio, con el mismo fin que es la utilizacién eficien-
te de los recursos, define unos dispositivos con el mismo nombre (Radio cognitiva)
que son capaces de extraer la informacién necesaria del entorno de radio y modificar
sus parametros de transmision. Una etapa muy importante de esta tecnologia emer-
gente radica en los algoritmos de decisién utilizados para la gestién de los recursos,
un software incluido en cada miembro de la red (un celular, una computadora, etc.)
lo convierte en un dispositivo inteligente capaz de elegir los parametros para la trans-
mision. En estos casos, la teoria de juegos se adapta atiin mejor ya que los jugadores
son dispositivos, lo que asegura una racionalidad en las acciones no siempre presente

en las decisiones humanas.

En esta tesis se proponen técnicas de reconfiguracién y adaptacién al entorno en
un contexto de redes inalambricas distribuidas, més precisamente se proponen técni-

cas distribuidas de reparto de recursos mediante teoria de juegos cuantica. Como se



describié anteriormente, la teoria de juegos es una herramienta matemaética que ana-
liza las interacciones estratégicas entre multiples agentes que toman decisiones. Por
esa razon, resulta adecuada para analizar las prestaciones de este tipo de redes, don-
de cada nodo debe decidir sus parametros de configuracién de manera competitiva.
Sin embargo, la complejidad matematica de los problemas a resolver resulta dificil de
abordar computacionalmente. Las algoritmos cuanticos, algoritmos que solo pueden
ser corridos en una computadora cuantica, han demostrado ser més eficientes que los
clasicos para resolver ciertos problemas mateméaticos complejos, tales como la factori-
zacion de un numero entero, busqueda en un base de datos desordenada, transformada
de Fourier, entre los mds importantes. Sus éxitos estan basados, en la propiedades
inherentes de la mecanica cudntica como superposicién, entanglement, interferencia,
etc. La alternativa propuesta aqui es la cuantizacion del modelo de reparto de recur-
sos y utilizar el poder de calculo basado en el paralelismo natural de la computacién

cudntica para disminuir la complejidad y acelerar los procesos de decision.

Una emisora de radio transmite en una determinada frecuencia y se sintoniza el
receptor para captarla. Si otros transmisores interfieren la recepcién, no quedara més
remedio que esperar a que desaparezca el problema. En un mundo ideal, sin embargo,
el receptor conmutaria de inmediato a una frecuencia de reserva que transportase
también la senal deseada. Tal solucién sobrepasa la técnica actual. Quizés el ejemplo
que se ha puesto dé la impresién de que el asunto no es tan grave. Pero en el caso de
que la interferencia interrumpa una llamada urgente hecha desde un teléfono mévil,
la rapida transferencia de la llamada a un canal celular libre seria mas que conve-

niente: podria salvar una vida. Actualmente se trabaja para dotar de esta inteligencia



operativa flexible a radios, teléfonos mdéviles celulares y otros futuros equipos de co-
municaciones inalambricos. De aqui a diez anos, la radiocomunicacién con capacidad
cognitiva deberia permitir a casi todos los sistemas inaldmbricos localizar cualquier
banda libre del espectro radioeléctrico a su alcance y conectarse a ella para atender
mejor al usuario. Mediante una programacion adaptable, estos dispositivos inteligen-
tes reconfigurarian sus funciones de comunicacién para satisfacer las demandas de las

redes de transmisién o de los usuarios.

0.5. Organizacién y contribuciones de la Tesis

La tesis comienza con dos capitulos introductorios, en el capitulo 1 se presentan
nociones basicas de fisica e informacién cuantica, asi también como la notacién ma-
tematica necesaria para que los lectores no familiarizados con estos temas puedan
seguir con relativa facilidad las aplicaciones que se desarrollan en los capitulos poste-
riores. Por ultimo, en un seccion dedicada al hardware para desarrollo en paralelo, se
ilustran los conceptos basicos de una FPGA y se describen una serie de trabajos pre-
liminares surgidos en esta tesis relacionados con el procesamiento digital de senales.

En el capitulo 2 se introduce la teoria de juegos clédsica y cuantica.

En el tercer capitulo se abordan los problemas de decision, especialmente aquellos
que pueden ser resueltos por medio de modelos estadisticos. En el mismo capitulo se
incluye también un modelo de cuantico original del mercado de citas surgido de esta
tesis. Mediante el cambio de las condiciones, este modelo de decision es adaptable a
varias aplicaciones, algunas de las cuales seran tratadas aqui. Por medio de modelos
tales como el “bandido” y el “mercado de citas” en su versiones clasicas y cudnticas

se explicardn en una primera instancia, casi de una manera lidica, el funcionamiento



de los modelos de decision que luego seran utilizados para resolver problemas de

asignacion de recursos de manera 6ptima.

Una vez finalizada la presentaciéon de los modelos se analizan las métricas y herra-
mientas utilizadas en cada caso para evaluar los resultados que arrojan los modelos,
algunas relacionadas directamente con la teoria de juegos, tales como el concepto de
pago “payoft”, otras surgidas de la teoria de la informacion tales como la Entropia,
que permitiran analizar la conveniencia de utilizar una determinada estrategia. Se pre-
sentan resultados utilizando un modelo cuantico del mercado de citas y se lo compara

con los obtenidos con modelo clésico analogo.

En el capitulo 4 se presenta el mercado de citas desde el punto de vista de la
informaciéon asociada con el problema. El problema se analiza bajo los conceptos de
maxima y minima entropia tomados de la teoria de la informacion. Con la intencién de
identificar las condiciones de estabilidad se supone que los estados de maxima entropia
obedecen al principio de bienestar colectivo. Este principio tiene mucha relevancia al

tratar problemas de compartimiento de recursos.

En el capitulo 5 se presenta el estudio de las redes inaldmbricas de comunicaciones
desde el punto de vista de la teoria de juegos. Se comienza con una descripcion breve
de los sistemas inaldmbricos existentes para luego presentar soluciones a algunos de
los problemas tales como los de asignacion de recursos, control de acceso al medio,
problemas de interferencia, entre otros. En el mismo capitulo se propone un proto-
colo de comunicacién, utilizando las propiedades de la mecanica cuantica y para ser

utilizado en sistemas de comunicacién cuantica.

La tesis finaliza con la descripcion de problemas abiertos, y las lineas de trabajo

a encarar en una proxima etapa.
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Capitulo 1

Conocimientos previos

1.1. Introduccion

La computacion cudntica conecta multiples disciplinas, la fisica tedrica, el analisis
funcional y la teoria de grupos, la ingenieria electrénica, la ciencia de la computacion
y la quimica cudntica, entre otras. El concepto de computadora cuantica consiste
en la aplicacién de los principios fundamentales de la fisica cudntica al campo de la
computacién. La idea de que era necesaria la existencia de tal dispositivo fue plantea-
da a comienzos de la década del 80 por el premio nobel de Fisica, Richard Feynman,
quien concebia, segiin lo detallaba en su trabajo [7], que ninguna computadora clasica
podia simular ciertos fenémenos cuanticos sin caer en una complejidad exponencial.
Esto es, que las computadoras cuanticas, de existir, utilizarian exponencialmente me-
nos espacio y tiempo que las computadoras clasicas para simular sistemas cuanticos
reales, incluso se han hecho propuestas de simular sistemas de muchos cuerpos con
computadoras cuanticas de manera eficiente [8]. David Deutsch [9], propuso la primera
aplicacion del principio de superposicion de la mecanica cudntica, también llamado

paralelismo cuéantico, por medio del cual una maquina de Turing puede codificar

12
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muchas entradas en una misma cinta y realizar calculos con todas las entradas si-
multdneamente. Pero sin duda alguna, en el campo de las ciencias de la computacién
algoritmica los avances mas trascendentes han venido de la mano de Peter Shor [10]
que realizé un algoritmo que, aprovechando las bondades de la computacion cuéntica,
puede factorizar primos en tiempo polinomial, mientras que el mejor algoritmo clasico
conocido en la actualidad es exponencial. Por su parte, Lov Grover [11] demostré que
es posible extraer informacién de una base desordenada en la raiz cuadrada de las
instrucciones que llevaria hacerlo con una computadora clasica. A pesar de no ser tan
impresionante en cuanto a la mejora en la velocidad como lo es el algoritmo de Shor,
el algoritmo de Grover ha sido objeto de estudio de un gran ntimero de investigadores,
debido a la gran utilidad que tienen los algoritmos de busqueda en los sistemas de

computacion.

1.2. Computacién Cuantica

Durante los ultimos anos la teoria cuantica ha encontrado un nuevo campo de
aplicacion en el ambito de la informacién y la computacién. La fisica cuantica permi-
te codificar la informacion de una manera no-local clasicamente imposible, asi como
el procesamiento de informacion con una eficiencia que sobrepasa ampliamente a las
computadoras clasicas, las actuales y las previsibles [12]. Algunos de los aspectos no-
tables de la clasica y la teoria cuantica de informacion son: El teletransporte cuantico,
la codificacion densa, y la criptografia cuantica. En lo que sigue de esta seccién se
resumiran los aspectos basicos y necesarios de la mecanica cuantica y luego daremos

un recorrido por los algoritmos cuanticos mas sobresalientes.
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1.2.1. El estado de un sistema cuantico

El estado cuantico es la descripcién del estado fisico de un sistema cuédntico. De
acuerdo con el primer postulado de la mecanica cuantica: El estado de cualquier
sistema fisico cerrado puede ser descrito por medio de un vector de estado v con
coeficientes complejos y longitud unitaria en un espacio de Hilbert H, es decir un
espacio lineal complejo (espacio de estados) equipado con un producto interno. Para
describir modelos realistas de computacion cudntica, estaremos interesados en grados
de libertad para los cuales el estado es descrito por un vector en un espacio de Hilbert
complejo finito. En particular, estamos interesados en sistemas compuestos por siste-
mas individuales de dos niveles. El estado de cada sistema de dos niveles se describe
por medio de un vector en un espacio bidimensional de Hilbert. Para representar un
vector de estado utilizaremos, de aqui en adelante, la notacién de Dirac |v) donde v
indica el autovalor correspondiente a cierto estado cudntico y se pronuncia ‘ket v’. De
este modo se definen |0) y |1) como los estados base del qubit, el equivalente cudntico
del bit. Esto es analogo a lo que ocurre en computacion tradicional donde un sistema
biestable puede estar representado por la tension en un capacitor de +5V y otro de
0V. De esta forma podemos codificar un bit asignando, por ejemplo, el valor 16gico

b

‘1’ al estado en el cual el voltaje es +5V y 0" al estado en el cual el voltaje en el
capacitor es 0V. Por lo tanto a la base {|0),|1)} para el estado de un qubit se la
llama cominmente la base computacional. Como ejemplos de sistemas cuanticos de
dos estados podemos pensar en estados spin-up y spin-down de un electréon. Estos

bits, tomados a partir del spin de las particulas reciben el nombre de qubits (bits

cuanticos).
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También, un electrén orbitando un nicleo por ejemplo, puede describirse por un vec-
tor en un espacio bidimensional de Hilbert. Segin la mecédnica cuantica, los valores de
energia que puede tomar el electrén estan cuantizados, es decir que en lugar de poder
tomar cualquier valor de energia, el electron esta restringido a tomar solo valores de
un conjunto discreto. Ademads, el electrén estara en general en el estado de mas baja
energia o con menor probabilidad en el primer nivel excitado, pero la cantidad de
energia necesaria para excitar el sistema a los préoximos niveles es tan alta que es
muy poco probable que encontremos niveles de energia mayores al primer excitado.
Para un caso como este es posible ignorar, para fines practicos, el subespacio que
comprende los niveles mayores al primer estado excitado de energia, y por lo tanto
tenemos un sistema descrito por un vector bidimensional en un espacio comprendido
por los dos niveles més bajos de energia.

El estado de una particula se determina a través de la asignacién de una probabilidad,
no podemos hablar de un estado 0 6 1 claramente determinado para particulas cudnti-
cas. Esta es la ventaja que tiene la computacién cuantica respecto a la clésica: La

logica de un bit es 0 6 1, mientras que un qubit contiene el concepto de ambos a la vez.

Para realizar cdlculos no triviales son necesarios mas de un qubit. Si tomamos por
ejemplo dos bits, sus estados posibles son cuatro: 00, 01, 10, 11 y para representar estos
estados son necesarios cuatro vectores ortogonales en cuatro dimensiones, formados

por el producto tensorial entre |0) y |1).

0)&®10), [0)Q[1), [1H&I0), 1)) (1.2.1)
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Clasicamente, son necesarios cuatro pares de bits para representar la misma infor-
macion que un solo par de qubits. En el texto se utilizard una nomenclatura mas

compacta para representar los estados de multiples qubits,
00), |01), [10), [11).

El estado general de un qubit [¢)) es una combinacion lineal pesada de los estados

de la base, también llamada superposicion de estados,

1 0 «
) = a|0) + B[1) = a (0> + <1> = (ﬁ) : (1.2.2)

donde los pesos «, 8 € C son denominados amplitudes de probabilidad, por lo tanto
deben satisfacer |a|? + |S]? = 1. Consideremos el ejemplo del electrén orbitando: en
general el electron esta en un estado que es combinacion lineal entre el estado de menor
energia y el primer estado excitado. El tercer postulado especifica que, siendo |¢) el
estado del sistema, la probabilidad de que al medir el qubit el estado sea |0) es |a?
por lo tanto la probabilidades de que sea [1) es |3|?. Cabe aclarar aqui un punto muy
importante: Este estado ambiguo del sistema donde, con cierta probabilidad coexisten
ambos estados (|0) y |1)) tiene como condicién que el sistema sea cerrado, es decir
que no haya intervenciéon del medio. Dicho de otra manera, si se mide el estado del
sistema lo que se obtendra como resultado es uno de los dos estados |0) 6 |1). Se dice
que el sistema colapsa hacia uno de los estados de la base. Esta caracteristica difiere
claramente de lo que ocurre en la mecanica clasica que establece por ejemplo que una
moneda estd en uno de los dos estados légicos (cara 6 cruz) antes de la medicién y
luego la medicion lo que hace es revelar este hecho.

Por tltimo, de acuerdo con el cuarto postulado de la mecanica cuantica, el espacio
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de estados de un sistema compuesto es el producto tensorial de los sistemas fisicos
que lo componen. Como ocurre en la ciencia de la computacion clasica, un conjunto
de n qubits forman un registro. Desde el punto de vista fisico, si consideramos qubits
numerados del 1 al n, y que el qubit i estd en el estado |¢;), entonces el estado
del registro cuédntico esta dado por [11) Q) [t2) @ ... Q) |[¢,), aunque usualmente se

escribe de manera abreviada [¢q)[1s) ... [1)y,).

1.2.2. Evolucion del sistema

La dindmica de un sistema de particulas estd determinada por la ecuacion de
Schrodinger 1.2.3
0
Hy =1h— 1.2.3
v =ihe (123)

El Operador de Hamilton describe la energia total del sistema en todo tiempo y en
general suele tener una forma bastante complicada. Si se analiza el caso simple de una
particula en un campo de potencial estatico V' (r), la ecuacién 1.2.3 se puede escribir

de la forma

—h?_, .
(%v +V(?))¢(?,t)_ma¢(?,t) (1.2.4)

Si se utiliza ¢(7>, t) = ¢(7) - ¢(t), valido para potenciales de este tipo, el sistema se

puede resolver utilizando variables separables,
0
Eo(t) =ilig o(t) y  HO(T) = By(7) (12.5)

por lo tanto la solucién del sistema dependiente del tiempo ¢(t) = e‘i%t, donde

E es la energia del estado ya que cumple

) = [ v @ HAPNE@) = E [ o @) =E (120
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Al problema de autovalores restante Hiy = FE1i se lo denomina ecuacion de
Schrodinger independiente del tiempo.
Si tenemos un problema de valor inicial ¥ (¢t = 0) = 1y podemos definir un opera-

dor U(t) que cumpla

Ut)[o) = i ; UMy y U =9 (1.2.7)

De esta forma se obtiene una ecuacién de operadores HU = zh U, cuya solucion

es e, Por lo tanto U es el Operador de la evolucion temporal y satisface el criterio

[t +t0)) = U(t)|1(to)) (1.2.8)

1.2.3. Mediciones

En la fisica clésica, a los observables de un sistema tales como la posicion de la
particula, el momento, la Energia, etc. se caracterizan por ser entidades bien definidas
cuyos valores cambian en el tiempo de acuerdo a ciertas leyes dindmicas y que (salvo
alguna dificultad técnica) podrian en principio ser observadas sin perturbar el sistema.
Una caracteristica importante de los sistemas cuanticos es que esto no lo cumplen.
En fisica cuantica el concepto clasico de la “localizacion” de una particula ha sido
reemplazado por el concepto estadistico de “valor esperado” de la posicién de una
particula. Esta correspondencia no se restringe solo a la posicién de la particula. De
hecho todas las cantidades fisicas clasicas de un sistema se pueden describir por medio
del valor esperado de un operador apropiado [13]. El valor esperado de cierto operador

O para un observable O se define

- /w*(?,t)0¢(?,t)d73 (1.2.9)
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y la incerteza

AO = /(0% = (0)2. (1.2.10)

Las mediciones cuédnticas se describen por medio de una colecciéon {M,} de ope-
radores de medicion actuando sobre el espacio de estados del sistema que esta siendo
medido. El indice o refiere al resultado de la mediciéon que se espera que arroje el ex-
perimento. Los valores medidos o; son siempre autovalores del operador O. Dicho de
otra forma, es imposible observar un estado cuantico 1 sin, al mismo tiempo, forzar
al sistema a un estado ¢’ que es un autoestado del operador hermitco correspondiente
a la cantidad observada .

Para ilustrar el concepto de medicién veamos el siguiente ejemplo: Consideremos
que el estado [¢) estd compuesto por dos autoestados [¢)1) v |¢2) de la ecuacién de

Schrodinger independiente del tiempo con los autovalores de energia Ey v Fo
) = anlih) + aslihs)  con |aa]? + |agf? =1 (1.2.11)

El valor esperado de la energfa es (H) = |ay|*E; + |a|*Fy, pero si se realiza la me-
dicién, mediremos F; 6 F, con probabilidades |a;|? y |az|?. Sin embargo, si medimos
nuevamente el estado resultante, obtendremos siempre la misma energia que en la

primera medicion, ya que la funciéon de onda habra colapsado ya sea a 17 6 5.

1.2.4. Estados mixtos

En general, cualquier sistema contiene mayor o menor grado de aleatoriedad y
desorden, por lo tanto el formalismo de la mecanica cuantica se debe adaptar para
tener en cuenta estos efectos. Esto se hace representando los estados como operado-

res o matrices densidad (1.2.12) y promediando las fluctuaciones. La barra superior
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representa el promedio estadistico sobre las fluctuaciones. Todas las propiedades men-

surables del estado estan representadas por p.

p =)W (1.2.12)

La matriz densidad resulta de utilidad para representar estados mixtos, los cuales
se pueden pensar como combinaciones probabilisticas de los estados puros. Matemati-
camente, la matriz densidad se puede descomponer siempre como la suma incoherente
de estados puros,

P = ZP:’WQ(%L (1.2.13)
i
donde |¢;) es un estado puro y p; son probabilidades que estan acotadas entre 0 y 1
y cuya suma es 1. En general, esta descomposicién no es unica.

Como ejemplo, supongamos una fuente S; emisora de fotones en dos direcciones, y
que emite un estado parcialmente mezclado, esto es, 50 % de los fotones son emitidos
en ambas direcciones con polarizacién horizontal |H H) y el restante 50 % es emitido

con polarizacién vertical [V'V'), por lo tanto,

1 1
Pz = §\HH)(HH\ + §\VV)(VV| (1.2.14)
6 en forma de matriz
1000
0000
0000
000 3

Por dltimo, cabe hacer la aclaraciéon que éste no es ni un estado puro ni tampoco un

estado completamente aleatorio, sino un estado parcialmente mixto.
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1.2.5. Superposicién Cuantica

Si bien se ha mencionado esta propiedad de manera superficial, la superposicién
cuantica es un fenémeno que merece ser presentado con mas detalle. En las compu-
tadoras clasicas, las senales eléctricas tales como voltajes representan los estados de
0 y 1 de un bit de informacién. En cambio, en computadoras cudnticas los estados
de un electrén se pueden usar como un qubit. La orientacién del spin hacia arriba
o hacia abajo representa los dos estados 0 y 1 respectivamente. Usando qubits, las
computadoras cuanticas pueden realizar operaciones logicas y aritméticas como lo ha-
cen las computadoras clasicas. Sin embargo, la diferencia importante es que un qubit
puede representar la superposicion de los estados 0 y 1 [14]. Esta caracteristica de las
computadoras cuanticas hace posible la computacién paralela de manera “natural”.
Como cada qubit representa dos estados al mismo tiempo, dos qubits pueden repre-
sentar cuatro estados simultaneamente, de forma general, n qubits pueden representar
2™ estados. Por ejemplo, cuando usamos dos qubits que son la superposicion de los
estados 0 y 1 como entrada para una operacién, podemos obtener el resultado de
cuatro operaciones para cuatro entradas con solo un paso de calculo, comparado con

las cuatro operaciones necesarias en una computadora cléasica.

1.2.6. Entanglement

La capacidad computacional de procesamiento paralelo de la computacion cuanti-
ca, es enormemente incrementada por el procesamiento masivamente en paralelo, de-
bido a una interacciéon puramente cuantica. Mientras el estado de un sistema clasico
se puede especificar por medio de los estados de todos los sistemas que lo constituyen,

en la teoria cuantica un sistema combinado puede tener propiedades adicionales, en
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cuyo caso los sistemas que lo componen se dice que estan entangled o “enredados”
unos con otros.

El entanglement cuantico ocurre cuando particulas tales como fotones, electrones e
incluso pequenios diamantes [15] interactian fisicamente y luego son separados; el tipo
de interaccion es tal que cada miembro resultante de un par es descrito de manera
apropiada por el mismo estado, que es indefinido en términos de factores importantes
tales como posiciéon, momento, spin, polarizacién, etc. Los estados entangled fueron
discutidos por primera vez en el famoso trabajo de Einstein, Podolsky and Rosen
(EPR), en el cual ellos intentaban demostrar la incompletitud de la mecénica cuédnti-

ca [16].

Veamos el ejemplo de dos qubits, que se preparan independientemente y se man-
tienen aislados, entonces cada qubit forma un sistema cerrado y el estado puede ser
escrito en forma de producto. Entonces, si el estado es separable y puro es posible

escribirlo como |¢) = |[4) @ |¥p). El estado 1) = |HH) es un producto de estados

puros y se puede escribir como

) = [H)a Q) |H) 5. (1.2.16)

Otro ejemplo muy comiin es el estado

V) =(HH)+|HV)+|VH)+|VV))/2, (1.2.17)

que se puede escribir como el producto

[0) = 1/V2(H) + V) a Q) 1/V2(H) + V)5, (1.2.18)
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Otro ejemplo es la matriz 1.2.15 definida maés arriba, que representa un estado mixto.
Sin embargo, si se les permite a los qubits interactuar, entonces el sistema cerrado
incluye a ambos qubits y no es posible escribir el estado en forma de producto. Cuando
este el caso se dice que los qubits estén entangled, [13]. Debido al Entanglement dos
particulas subatomicas, permanecen indefectiblemente relacionadas entre si. Estas
particulas forman subsistemas que no pueden describirse separadamente, cuando una
de las dos particulas sufre un cambio de estado, la otra lo sufre automaticamente. Y
eso ocurre de forma instantanea y con independencia de la distancia que las separe
en ese momento. Esta propiedad se manifiesta cuando se realiza una medicién sobre
una de las particulas.
Una buena medida para medir cuan entangled estd un sistema de dos qubits es una

magnitud llamada Concurrencia [17]. Partiendo del estado mas general de dos qubits,
V) = a|HH) + BIHV) +~|VH) + 0|VV) (1.2.19)

se define C' = 2(|ad — 57]).

De acuerdo a este calculo, solamente si C' = 0 el estado es separable. Si C'=1 (su
méaximo valor), el estado estd completamente entangled.

Supongamos un experimento en el cual se pretende medir el spin de dos electrones
emitidos en direcciones opuestas decayendo a un tnico estado (single state) cuyo spin
total es cero. Esto es, los electrones que conforman el estado tienen diferentes ntime-
ros cudnticos s = +1/2y s = —1/2 y de esta manera el spin total del estado singlet
es nulo. Para un estado como este la conservacion del momento angular requiere que
los vectores spin estén orientados en direcciones opuestas. El estado que describe esta
situacién es (1.2.20), que si se compara con el estado general (1.2.19) se tiene que

a =0 =0 mientras 8 # 0y v # 0. Si se decide por ejemplo medir el primer qubit se



24

obtendrd aleatoriamente |0) 6 [1) con probabilidad |3]? y |y|* respectivamente. Pero
lo interesante del asunto es que si el resultado de la medicion resulto ser 0 sabemos
con seguridad que una medicién del otro qubit resultara 1 y de forma similar, si la
medicion en primer qubit resulta ser 1, la observacion del segundo qubit, con segu-
ridad, arrojara 0 como resultado. Pareciera ser que existe una “misteriosa conexion”
entre las dos particulas, pero lo que es méas impresionante atin es que experimentos
especificos han probado que el fenémeno se mantiene incluso cuando los qubits de |¢)
son trasladados a dos sitios distintos muy alejados. Recientemente investigadores de
la ciudad de Viena han establecido el récord en teletransportacién cuantica, logran-
do transmitir datos a través de una distancia aproximada de 144 km [18]. Como se
vera mas adelante, este peculiar fenémeno de la mecanica cuantica es muy util en lo

que respecta a la computacion cudntica y a la teoria de la informacion cuantica.

) = Bl 1) +~[ 41) = B|01) + ~[10) (1.2.20)

1.2.7. Compuertas Cuanticas

El operador evoluciéon temporal satisface la condicién
UT(U(t) = it - o7t = 1 (1.2.21)

Los operadores U que cumplen con Ut = UV son denominados unitarios. Debido
a que la evolucion temporal de un sistema cuantico esta gobernada por un operador
unitario y UT = U(—t) se deduce que el comportamiento temporal de un sistema
cuantico es reversible, siempre y cuando no se realice una medicién, es decir que el

sistema colapse.
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Por lo expresado, la evolucion temporal de los sistemas cuanticos esta matematica-
mente descrita por operadores unitarios. Las compuertas de los circuitos cuanticos
asociados a los algoritmos cudnticos son operadores unitarios. Un circuito cudntico
tiene la misma funcién que su contraparte clasico, es decir consta de una entrada,
una salida y en medio de estas un canal por donde se transmite la informacién. En
el camino, la informacién ingresada podra ser modificada por medio de compuertas
cuya tarea es transformar el estado de los qubits a su entrada, el estado del sistema
a la salida de la compuerta podra ser parte de la entrada a otra compuerta, tal como
ocurre en los circuitos clasicos. De hecho la senal siempre es modificada debido a que
el canal de comunicaciones no es ideal. Por tal razén es comtn asociar las compuertas
con operadores unitarios.

Los operadores en el espacio bidimensional de Hilbert se pueden representar con
matrices 2 X 2. Un operador lineal queda completamente determinado por su accién
sobre una base, veamos por ejemplo el caso de una del operador NOT que mapea el
estado |0) a |1) y |1) a |0). Es més, por ser un operador lineal, mapea la combinacién
lineal de entradas a una combinacion lineal de las salidas, o bien expresado de otra

forma, la compuerta NOT mapea el estado general
a0y + B]1) (1.2.22)

al estado

a|1) + 8|0) (1.2.23)

En notacién matricial:

NOT =
10

’ 1] (1.2.24)
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Recordando que los estados de la base tienen su representacion como vectores colum-

na, veamos como actua la compuerta sobre uno de estos estados:

NOT|0) = E (1)] (;) = (2) = 1) (1.2.25)

La compuerta NOT también es conocida por su nombre en inglés “flip-gate” 6 co-
mo compuerta X, una de las cuatro compuertas de Pauli. En computacion clasica la
compuerta equivalente es la compuerta inversora. La segunda compuerta que corres-
ponderia al buffer en computacién clasica, ya que mantiene en la salida el valor de la
entrada, es la compuerta I cuya representacion matricial es la matriz identidad. Las
otras dos compuertas que aqui presentamos, no tienen sus predecesores en la compu-
tacion clasica, estas son Y y Z. En lo que sigue presentamos como actiian estas sobre

una entrada arbitraria [1)).

Y|u) = [O _j] <a> - <fjb> = —jb|0) + jal1) (1.2.26)
7 0 b ja

Como se puede observar el efecto que causa Y sobre el estado de entrada es
multiplicar por j e intercambiar las amplitudes de probabilidad, donde j = /—1 es
la unidad imaginaria. Por su parte Z genera sobre la entrada un cambio de fase. Es
comun recordar a esta compuerta como la que realiza un cambio de signo en el estado

|1) de la base computacional.

|10 ay [a — alo) —
Z\)y = [O _1] (b) = (—b) = al0) — b|1) (1.2.27)

La compuerta Hadamard H es una de las mas utilizadas ya que aplicada sobre

alguno de los estados puros de la base crea un estado en superposiciéon uniforme,
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_H_

Figura 1.1: Compuerta de Hadamard

HI|1) — 1(]0) — [1)),
1 - 35000 = 1) -
H|0) = —([0) + [1)).

Si se se observan estas dos ultimas expresiones se puede deducir que la transfor-
macién de una entrada |z), con x = 0 6 x = 1, al atravesar la compuerta H, se puede
expresar como

1

|z) — %(|O> + (—=1)"|1)). (1.2.29)

La compuerta cuantica P(a) cuyo nombre en inglés es Phase Gate, es la dltima que
presentaremos aqui, més informaciéon se puede adquirir en libros tales como [13].
Como su nombre hace intuir, esta realiza un cambio de fase, o dicho de otra forma,

una rotacion de fase y su aplicacién sobre un estado arbitrario es la siguiente,

1 0 a a o
P(a)|ly) = [O eja] (b) = (ejo‘b> = al0) + e’“b|1). (1.2.30)

Por tltimo se presentan dos compuertas que son de mucha utilidad en los algorit-
mos cuanticos, la compuerta CNOT y la compuerta C-U -
La compuerta Control NOT es una compuerta de dos qubits cuya representacion

matricial y su diagrama circuital son los siguientes.

CNOT =

0

0
(1.2.31)

0

1

o = O O

0
01
0 0
0 0




28

t § cht

Figura 1.2: La compuerta NOT controlada cambia el estado de |t) solamente si la
entrada de control |c) es |1)

Esta compuerta actia sobre dos qubits, el qubit de control y el qubit denominado
target. La accién de CNOT estd dada por |c)|t) — |c)|c@Dt) esto es, la compuerta
realiza la operacion NOT sobre el qubit target |t) si el qubit de control esta en estado

|1), en otro caso el estado de t no cambia.

|c) |c)

|ty u Ut

Figura 1.3: La compuerta U controlada cambia el valor de |t) a U|t) solamente si la
entrada de control ¢ se activa

Siendo U una compuerta que actiia sobre un solo qubit, la compuerta Ucontrolada
es nuevamente una compuerta de dos qubits con un qubit de control y un qubit target.
Si se acciona el bit de control entonces U se aplica al qubit de target, en otro caso éste
mantiene su estado, esto es |c)|t) — |c)U°|t). En la figura 1.3 se muestra el diagrama

circuital para la U controlada.
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1.2.8. Circuitos Cuanticos

Un diagrama circuital que describa las secuencias de operaciones cuanticas y me-
diciones que intervienen en la descripcion de algoritmos cuanticos complejos puede
resultar muy eficiente. Las compuertas simples presentadas previamente pueden ser
ensambladas de forma que formen un arreglo tipo red que nos permita realizar ope-
raciones cuanticas mas complicadas que las que pueden realizar cada una de ellas
por separado [19]. Un modelo de circuito cudntico es el que muestra en la figura 1.4.
Como en el caso clasico, el circuito cuantico consiste en compuertas conectadas por
“cables”. Los qubits que ingresan desde la izquierda son transportados en el tiempo
a través de estos cables y las compuertas, representadas por bloques rectangulares,
van actuando sobre ellos.

En este ejemplo el estado de 4 qubits |¢);) = |0000) entra en el circuito para ser pro-
cesado por las compuertas Uy, Uy, Us, Uy. Como salida del circuito tenemos el estado
de 4 qubits (posiblemente entangled) |¢/f). Se realiza una medicién qubit por qubit
en la base computacional {|0000), |0001),...,|1110),|1111)}, aunque en algunos casos
puede que sea necesario hacer una medicion conjunta.

En muchos casos, en lo que se esta realmente interesado no es el estado cuantico de
salida, sino en la informacién clasica que indica qué resultado se produjo.

Veremos algunos ejemplos de circuitos en secciones posteriores cuando analicemos

algunos de los algoritmos cudnticos mas importantes.


CEG
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10) U] <]
10) Us -
Us
10) <
10) U] -
[¢i) = |0000) [¥7)

Figura 1.4: Modelo de circuito Cuéntico.

1.3. Sistemas de Comunicaciones: Entropia e In-
formacion Cuantica

La informacion es fisica y cualquier procesamiento de la informacién se desarro-
lla siempre con medios fisicos, esto parece algo obvio pero sus consecuencias no son
triviales. En los 1ltimos tiempos han existido avances tanto tedricos como experimen-
tales que han llevado a la composicion de una nueva disciplina: una teoria cuantica

de la informacion.

1.3.1. Teoria de la Informacion Cuantica

En el modelo presentado por Shannon a fines de la década del cuarenta, una
fuente de informacién, un canal de comunicacién y un receptor interactiian entre si.
La fuente y el receptor comparten un alfabeto comun, A, es decir, un conjunto finito
de simbolos que se pueden transmitir a través del canal. Los simbolos del alfabeto
A = {aq, a9, ...,a,} se seleccionan de acuerdo a una distribucién de probabilidades

P1,DP2, - Pn-

Si consideramos mensajes o cadena de caracteres 1, xo, ..., x, € A" originados por una
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fuente sin memoria, un simbolo « aparece con probabilidad p(«) independientemente
de los otros simbolos que entren en los lugares restantes de la cadena. El primer
teorema de Shannon dice que si n > 1, la informacién suministrada por un mensaje
genérico de n caracteres (nlogy(|A|) bits de largo ) coincide con la trasmitida por

otro mensaje mas corto, de longitud nH(A), donde H es la entropia de Shannon

H(A) =— Z p(ai) logy p(ai) (1.3.1)

1<i<|A|

En otras palabras, en promedio, cada caracter es compresible hasta un minimo de
H(A) bits.

El equivalente cuantico de la entropia de Shannon es la entropia de Von Neumann,

S(p) = —Tr(plog, p), (1.3.2)

donde p es el operador densidad que describe al sistema cuantico. Dada una des-
composicion convexa en estados puras p = >, pi|ti) (¥s|, se puede demostrar que
S(p) < H(I), valiendo la igualdad si y solo si los vectores 1 son pares ortogonales.
Informacién més detallada sobre entropia y sus propiedades se puede hallar en [12],
sin embargo no podemos dejar de mencionar aqui una particularidad: La Entropia
S(pa,p) de un sistema cudntico compuesto por los subsistemas A y B puede ser menor
que la entropia de cualquiera de ellos, S(pa) 6 S(pa). Esta propiedad no se cumple
para la entropia de Shannon. Un claro ejemplo son los estados Einstein-Podolsky-
Rosen (EPR) de la forma 272(Jaa’) + |bb')), donde a,b y a’, b’ son pares ortogonales.
La diferencia bésica entre la informacién clasica y la cuantica es que mientras la infor-
macién clasica se puede copiar perfectamente, la cuantica no. Esto es relevante a los

protocolos cuanticos de comunicacién debido a que si existiera una forma de copiar de
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forma cudntica, entonces seria posible el espionaje en canales cuanticos. Lo que ocurre
es que no podemos duplicar un bit cudntico en un estado desconocido sin perturbar

el original. Mds sobre el teorema de la no-clonacién cudntica se puede hallar en [20].

1.4. Correccidon de errores

Un modelo matematico de computacion es una abstraccion idealizada. Disenamos
algoritmos y realizamos andlisis suponiendo que las operaciones matematicas que
realizamos se llevaran a cabo de manera exacta, y sin error. Los dispositivos fisicos
que implementan un modelo abstracto de computacién son imperfectos y de precisién
limitada.

Por ejemplo, cuando un circuito digital se implementa en una placa, ruido eléctrico
indeseado en el ambiente puede causar que los componentes se comporten de manera
distinta a la esperada, y puede causar que los niveles de voltaje (valores del bit)
cambien. Estas fuentes de error deben ser controladas o compensadas, de otra forma
le pérdida de eficiencia resultante puede reducir la potencia de procesamiento del
dispositivo.

Las computadoras cuanticas son mas susceptibles a errores que las computadoras
digitales clasicas, debido a que los sistemas cuanticos son mas delicados y més dificiles
de controlar. De ser posible una computadora cuantica a gran escala, serd necesaria

una teoria cuantica de correccion de errores.
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1.4.1. Correccion de errores cuantica

Cuando se discute modelos de error para computadoras clasicas, en general, los
errores pueden no afectar bits independientemente, y entonces los modelos de error
tienen que tener en cuenta cualquier correlacién entre errores en diferentes bits. Esto
mismo es cierto para errores en bits cuanticos. Resulta que es mas simple describir
cédigos que afectan qubits independientemente, y por fortuna los conceptos impor-
tantes de correccion de errores se pueden entender por medio de estos modelos de
error restringidos, por este motivo la mayoria de la literatura trata con estos modelos
en los cuales los errores ocurren en qubits inicos independientemente.

Los errores ocurren sobre un qubit cuando su evolucion difiere de la deseada. Esta
diferencia puede ocurrir debido a un control impreciso sobre los qubits o por la in-
teraccion de los qubits con el ambiente. Por ambiente, se entiende todo lo que sea
externo al qubit bajo consideracion. Un canal cuantico es una descripcion formal de
como qubits en un determinado entorno son afectados por su medio.

El primero que present6 un sistema de codificacién (9 : 1 bits) capaz de detectar y
corregir un qubit fue Shor en 1995 [21]. Poco tiempo después, se descubrieron codigos
nuevos y mas econémicos tales como el cédigo de Steane 7 : 1 [22] y Caldenbank-Shor
23], y el codigo 5:1 de Bennett-Brassard, et al. (1996). La idea de la correccién de
error cuantica subyace en esconder la informacién en subespacios de C?" para prote-
gerla de la decoherencia y los errores que afectan solamente a unos pocos qubits. Con
este fin, si nuestro sistema tiene k qubits (llamados “qubits 16gicos”), un cédigo co-
rrector de error codifica sus estados por medio de una incorporacién lineal isométrica
7 :C?" < C?" conn > k. Para una interesante discusién sobre los conceptos generales

que involucran a los modelos de correccién de error es recomendable leer [24].
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1.5. Hardware para procesamiento paralelo

1.5.1. Introducciéon

La implementacion de circuitos cuanticos es todavia un tema de investigacion,
y todavia hay un largo camino que recorrer antes de que la primera computadora
cuantica aparezca en el mercado. Mientras esto ocurre la investigacién se orienta ha-
cia el desarrollo de software y aplicaciones tedricas cuanticas para resolver problemas
de forma mas eficiente de lo que lo haria una computadora cldsica. Una alternati-
va para probar la eficiencia de los algoritmos desarrollados para las computadoras
cuanticas del futuro es la implementacién de éstos en un emulador implementado en
hardware. Las placas FPGA (Field Programmable Gate Arrays) son las candidatas
naturales para realizar esta tarea, ya que proveen una capacidad de procesamiento en
paralelo que permite implementar las compuertas reversibles (condicién necesaria pa-
ra poder emular los algoritmos cudnticos) e interconectarlas con el fin de implementar

algoritmos por ejemplo, de forma maés eficiente que por software.

1.5.2. Field programmable gate arrays (FPGAs)

Las FPGAs se pueden usar para implementar cualquier diseno de Hardware. Uno
de los usos mas comunes de estas es el prototipado de una pieza de Hardware que
eventualmente serd implementado més tarde en una ASIC (Application Specific In-
tegrated Circuit). Sin embargo, las FPGAs estan siendo usadas cada vez més como
plataformas de producto final. Su uso depende, para un dado proyecto, de los pesos

relativos de los rendimientos deseados, el desarrollo, los costos de produccion.
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Conceptos basicos

La estructura basica de una FPGA consiste de un arreglo bi-dimensional de blo-
ques l6gicos y flip-flops con medios para que el usuario configure (a) la funcién de
cada bloque légico, (b) las entradas y salidas, y (c) la interconexién entre bloques.
Las familias de FPGAs difieren unas de otras en la manera fisica de implementar los
programas del usuario, arreglos de los alambres de que se interconectan, y la funcio-

nalidad bésica de los bloques légicos.

Durante el transcurso de esta tesis se desarrollaron trabajos en FPGA relacionados
con procesamiento digital de senales. Si bien para procesamiento digital de senales es
natural utilizar dispositivos DSP (Digital Signal Processors), las FPGAs cuentan con
funciones DSP, sumadas a un mar de otras compuertas y la posibilidad de realizar
muchas tareas DSP en paralelo. Los trabajos que brevemente se describen abajo
permitieron adquirir experiencia en el manejo de las herramientas y los lenguajes de

programacion necesarios en cada etapa de disefio con placas de desarrollo ALTERA®.

1.5.3. Implementacion en FPGA de un generador de ruido

estocastico coloreado

Los ruidos cadticos y estocédsticos comparten muchas propiedades estadisticas y
dindamicas. Recientemente se ha encontrado la forma de distinguirlos mediante me-
didas de complejidad. Por lo tanto es esperable que el comportamiento de muchos
sistemas fisicos sea diferente frente a estos dos tipos de ruido y para poder evaluar

esta conjetura en forma experimental se require contar con generadores de ruido en
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hardware con caracteristicas controlables (espectro, densidad de probabilidad, auto-
correlacién, etc.).

Ha habido gran desarrollo de generadores de ruido en software mientras que su con-
traparte en hardware estd mucho menos desarrollada. En [25] se presenta el disefio e
implementacién en FPGA de un generador de ruido estocastico coloreado, con espec-
tro de tipo f~* que permite la seleccién de k = 1, 2,3, 4 . Este trabajo es parte de un
proyecto de contar con generadores de ruido cadticos y estocasticos disenados como
IP cores e implementados en FPGA para su uso en experiencias con distintos sistemas
fisicos. El generador incluye basicamente un generador de ruido blanco basado en un
mapa cadtico, y cuatro bloques que realizan la transformacién de ruido blanco a ruido
coloreado, dos de los cuales implementan la transformada réapida de Fourier (FFT)y
la Transformada Inversa (IFFT). En este trabajo solo se realizaron simulaciones con
Simulink de Matlab® y software especificos de la placa FPGA utilizada. En trabajos
posteriores [26, 27| se realizaron mejoras en el disefio y se lo implementé en placas
FPGA de desarrollo.

La simulacién eficiente por software de los sistemas cuanticos es una tarea dificil, ya
que se necesitan tiempos exponenciales y se requiere mucha memoria para almace-
nar datos. Es més, a la naturaleza secuencial de la computacion basada en software
le resulta extremadamente dificil simular la naturaleza paralela de la computacién
cuantica. La emulacion de circuitos cuanticos por medio de tecnologias reconfigu-
rables FPGA resulta se mas adecuada y algunos trabajos que en esta area se han
realizado son [28, 29]. La computacion paralela a nivel de hardware permite una

considerable mejora en velocidad de calculo en comparacién con los simuladores de
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software, proveyendo ademés una mejora en la percepcién de las exigencias de preci-
sién para simular circuitos cuanticos.

Con base en los conocimientos adquiridos en implementacion de circuitos en FPGA, se
pretende, como trabajo posterior a esta tesis, continuar con los trabajos de simulacién

de circuitos cuanticos presentados pero en esta ocasion a nivel de hardware.

1.6. Algoritmos cuanticos

Esta seccion comienza con una introduccion al procesamiento paralelo y luego se
describen algunos de los algoritmos cuanticos mas importantes. Los dos primeros son
los més sencillos y sirven para ilustrar los ingredientes principales de los algoritmos
mas utiles y poderosos que se describen luego. Si bien ha crecido mucho mas rapido
el desarrollo de software que de Hardware, no resulta tan sencillo escapar de los
algoritmos cuanticos ya conocidos y estudiados como son el algoritmo de Shor y el
algoritmo de Grover. Estos algoritmos, sobre todo el de Shor demuestran el poder de

calculo en paralelo que en el futuro podria realizar una computadora cuantica.

1.6.1. Paralelismo Cuantico

Una definicién sencilla de procesamiento paralelo es la habilidad de llevar a cabo
multiples tareas u operaciones simultaneamente.
La necesidad de procesamientos en paralelo se debe a que hay ciertas tareas que no se
pueden realizar en tiempos prudenciales con las computadoras actuales. El modelado
de una gran cadena de ADN, el prondstico mundial del tiempo, o el modelado del

movimiento de los cuerpos astronémicos son algunos ejemplos.
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Hoy en dia existen computadoras que incluyen mas de un procesador, lo que permite,
con los compiladores adecuados, poder realizar software que realice tareas complejas
mucho més rapido debido a que se puede asignar a cada procesador distintas tareas
menores. Un poder de célculo atin mayor se logra con los “Sistemas Distribuidos”, una
coleccién de computadoras independientes; es decir autonomas, que aparecen ante los

usuarios del sistema como una unica computadora.

Las computadoras clasicas modernas operan a la enorme velocidad capaz de rea-
lizar més de 10 (100 billones, o sea 100 millones de millones) instrucciones 16gicas
u operaciones aritméticas por segundo, pero su paradigma secuencial implica que es-
tas instrucciones son realizadas una después de la otra, rasgo que se ha mantenido
desde la década del 1950. A pesar de que aiin no se cuenta con una computadora
cuantica capaz de procesar mas que unos pocos qubits, la capacidad natural de éstas
de procesar datos en paralelo, han despertado el interés en una gran cantidad de
investigadores en distintas disciplinas, sobre todo luego de la apariciéon de poderosos
algoritmos que solo pueden ser implementados en computadoras cuanticas y capaces

de resolver problemas que clasicamente llevaria anos hacerlo.

1.6.2. Algoritmo de Deutsch

El algoritmo de Deutsch es un algoritmo basado en la transformada cuéntica de
Fourier (QFT). La mayoria de los textos comienzan por explicar este algoritmo de-
bido a que ilustra las ideas claves del paralelismo cuantico y la interferencia cuantica
que son utilizadas en todos los algoritmos de mayor utilidad. Al igual que los otros

dos algoritmos que se explican posteriormente consta de una compuerta Uy reversible
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que “evalia” una funcién f y la compuerta de Hadamard H®". En algunos textos se
suelen referir a Uy como ordculo y en lugar de decir que se evalta la funcién suelen
decir que se realiza una consulta al oraculo. De esta forma, la complejidad de los
algoritmos se mide por la cantidad de consultas que se hacen al ordculo con el fin de

resolver el problema.

El problema de Deutsch se basa en determinar todos los valores de una funcion
f(x), con f: 0,1 — 0,1, en un mismo paso de cdlculo. El algoritmo ilustra cémo
podemos utilizar la interferencia cuantica para obtener esa informacion global de la
funcion f, y como se puede hacer esto de manera més eficiente que lo clasicamente
posible.

Supongamos, por ejemplo que queremos evaluar si una funciéon binaria desconocida
es constante, ya sea 0 6 1, o no. Clasicamente tendriamos que aplicar la funciéon dos
veces, una con 0 y otra con 1 como entrada. Sin embargo, con el algoritmo cuantico
adecuado, una unica consulta al oraculo es suficiente. La implementacién cuédntica
del algoritmo de Deutsch se muestra en la fig. 1.5. Como se observa, este circuito
tiene dos entradas y dos salidas ( la entrada superior es el control y la inferior el
target). Una de las entradas se inicializa en |0) y la otra en |1). Ambas entradas
son afectadas por la compuerta de Hadamard lo que produce el estado [¢y) que
ingresa a la compuerta Uy controlada (el ordculo) que se encarga de evaluar la funcién,
Us i |2)|y) — |x) |y @ f(z)). Donde z es la entrada de control e y es la entrada target
de la compuerta U controlada. Se puede demostrar que cuando, como en este caso, se
ingresa a la compuerta Uy con los dos estados de la base al mismo tiempo, la accién
10)—[1)

de la compuerta se puede expresar Uy : |x)(T) — (—1)f(x)|x)(%). Debido a
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que en este caso en la entrada de control también ingresan ambos estados de la base,

el estado del sistema a la entrada de el ordculo es:

b 0=y 10— (1)
|th) = \/5\0>( 7 )+ \/ﬁll)( 7 ); (1.6.1)
luego de la aplicacion del oraculo el estado del sistema es
_ (=DFO o)y — 1) (=S (o) — 1)
|tha) = 7 |0)( 7 )+ 7 1)( 7 ) (1.6.2)

Y paso algebraico mediante se obtiene,

0) + (=S o)~ |1y
V2 V2

En el caso de que f sea constante resulta f(0) €D f(1) =0

[2) = (=1) ) (1.6.3)

0) +11),10) = 1)
V2 V2

Luego de la compuerta de Hadamard aplicada sobre el qubit de control el estado

a) = (~1)/(

) ) (1.6.4)

del sistema es:
0) —[1)
V2

Y por lo tanto, una medicién sobre el qubit de control arroja como resultado 0 con

[s) = (=1)7©]0)(

) (1.6.5)

probabilidad 1. Sin embargo, si la funcién es balanceada, f(0) @ f(1) = 1y el estado

a la salida del oraculo resulta,

_ v 10— (1) 10) — 1)
|tha) = (=1)7( 7 ) 7 ) (1.6.6)
Por 1ltimo, una aplicacién de H sobre el qubit de control,
0@y 10— 11)
l1hs) = (1) [1)( 7 ) (1.6.7)

Si en este caso se mide la linea de control el resultado sera 1.
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En resumen, el paralelismo cuantico permite que mediante una sola consulta a una
caja negra denominada oraculo se resuelva el problema de Deutsch. Si la medicién del
qubit de control arroja como resultado 0 la funcién es constante y por el contrario, si

el resultado es 1 la funcidon es balanceada.

ORACULO

...........

0)—{H F—1—HH —

11— H - O

Figura 1.5: Algoritmo de Deutsch. Si la mediciéon del qubit de control arroja como
resultado 0 la funcion es constante y por el contrario, si el resultado es 1 la funcion
es balanceada

1.6.3. Algoritmo de Deutsch-Jozsa

El algoritmo de Deutsch-Jozsa resuelve un problema que es una generalizacion del
problema resuelto por Deutsch. Este tiene exactamente la misma estructura. Asf co-
mo en el algoritmo de Deutsch, tiene un circuito reversible (Oraculo) que implementa
una funcién desconocida f, con la salvedad de que este caso f es una funcién de una
cadena de n-bits a un unico bit, esto es,f : {0,1}" — {0,1}. El problema aqui es
determinar si la funcién f es constante (f(x) es la misma para todo x) o si esta ba-
lanceada (f(x) = 0 para la mitad de las entradas y f(x) = 1 para la otra mitad). La
idea no es hacer el andlisis detallado de este algoritmo como se hizo con el anterior,
sin embargo se hace hincapié en las ventajas de la solucién cuantica frente a la clasica.
Consideremos inicialmente resolver el problema utilizando un algoritmo clasico. Su-

pongamos que usamos un ordculo para determinar f(z) para exactamente la mitad
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de las posibles entradas (hemos hecho 2"~! preguntas a f), y que todas las entradas
resultaron ser f(x) = 0. A esta altura, podriamos sospechar fuertemente que f es
constante. Sin embargo, existe la posibilidad de que si seguimos evaluando f para las
restantes 2”71 entradas, esta vez se obtenga f(x) = 1, en este caso f estarfa balan-
ceada. Por lo tanto,en el peor de los casos, usando un algoritmo clasico no podremos
decidir con certeza si f es constante o balanceada evaluando menos de 2! + 1 la
funcién. La propiedad de ser constante o balanceada es una propiedad global de f.
Tal como en el problema de Deutsch, un algoritmo cuantico puede tomar ventaja
de la superposicién y la interferencia cuantica para determinar esta propiedad global
de f. El algoritmo de Deutsch-Jozsa determinara si f es constante, o balanceada,
haciendo solo una pregunta a la versién cudntica de Uy. Los detalles de funciona-
miento se pueden encontrar en [13]. Otros algoritmos tales como el de Simon [30] y
de Bernstein-Vazirani [31] sacan provecho del paralelismo cudntico, ambos se basan

en el algoritmo de Deutsch-Jozsa.

1.6.4. Algoritmo de Shor

Peter Shor ha demostrado que en un ordenador cuantico se puede implementar un
algoritmo de factorizacién polinémico. Se podria decir que éste marca el final de la
seguridad RSA, con la salvedad de que primero se necesita tener a nuestra disposicion
una computadora cuantica.

En criptografia, RSA (Rivest, Shamir y Adleman) [32] es un sistema criptografico de
clave publica desarrollado en 1977. La seguridad de este sistema reside en la dificul-
tad de encontrar la clave privada a partir de la publica. Descifrar la clave implica

factorizar un ntimero n (publico) en sus factores primos. Hasta ahora, el método més
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eficiente de factorizar grandes nimeros (el algoritmo de Euclides) necesita un tiempo
de cémputo que aumenta exponencialmente con el nimero de digitos de n, lo que lo
convierte en problema NP. Shor, mediante la utilizacién de la transformada cuantica
de Fourier (QFT), resuelve el problema en tiempo polinomial. Dado un nimero impar
n, encontrar un factor propio n se reduce a encontrar el orden de un elemento. Esto
es, elegido aleatoriamente un entero positivo m , primo relativo con n , encontrar su
orden en Z,, es decir el menor P tal que m” =1 mdéd n, que a su vez es equivalente
a encontrar el periodo P de la funcién f(x) = m* mdd n. Es posible encontrar un
andlisis detallado del algoritmo de Shor en la mayoria de libros relacionados con la

computacién cuantica e incluso en trabajos especificos tal como el de Eckert-Jozsa

[33).

1.6.5. Algoritmo de Grover

El algoritmo cuéntico de busqueda realiza un busqueda genérica de una soluciéon
a un amplio rango de problemas. La idea radica en considerar un problema donde
uno puede eficientemente reconocer una buena soluciéon y por lo tanto desea buscar,
dentro de una lista de soluciones potenciales con el fin de de encontrar una solucién
buena. Un ejemplo tipico de busqueda seria reconocer si un entero p es un factor
no-trivial de un niimero N. Un algoritmo sencillo implicaria simplemente buscar den-
tro de un conjunto {2,3,4,..., N} hasta encontrar el factor, pero claro, existe un
algoritmo estructurado mas eficiente y para nada sencillo que es el mencionado en
la seccion anterior. Sin embargo, para muchos problemas interesantes no se conocen
técnicas que hagan demasiado uso de la estructura del problema y el mejor algoritmo

conocido para estos problemas, es el algoritmo de “fuerza bruta” que busca dentro
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de un conjunto de soluciones potenciales hasta encontrar una. En general, el nimero
de soluciones potenciales crece exponencialmente con el tamano del problema, y por
esta razon el algoritmo de fuerza bruta no es eficiente. Las mejores busquedas clasi-
cas conocidas hacen uso, aunque de manera limitada, de la estructura del problema,
descartando quizas los candidatos imposibles, o priorizando algunos candidatos mas

probables, sin embargo la complejidad global de la biisqueda sigue siendo exponencial.

Uno de los mayores sucesos de la computacién cuantica resulta ser el algorit-
mo de busqueda de Grover. Grover consideré el problema de encontrar un dato
“bueno” g, dentro de un conjunto N de soluciones potenciales desordenadas a con
a = {0,..., N — 1}. Utilizando las cualidades inherentes de la computacién cuantica,
tales como superposicion y entanglement, logré desarrollar un algoritmo que dismi-
nuye la complejidad de la solucién del problema que clasicamente es exponencial a
polinomial.

Basicamente, el algoritmo comienza con una superposicion uniforme de todos estados
la) que representan a los indices asociados a cada una de las posibles soluciones, con-
siderando, sin riesgo a perder generalidad, que el nimero de ellas, N, es una potencia
de 2. De no cumplirse esta condicién se puede extender el espacio de bisqueda al N

mas proximo que la cumple sin modificar la eficiencia del problema,

N-1
1
lo) = H|0) = — la), (1.6.8)
N 2
donde H es la transformacion de Walsh-Hadamard. Al igual que en otros de los

algoritmos mencionados previamente, se asume que hay un oraculo que evalua la fun-

cién Ug(a), siendo Uy(g) = 1 para el estado buscado |g), y Us(b) = 0 para cualquiera
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de los otros estados |b) (esto es los estados a restantes). La transformacién unitaria
para encontrar |g) se define generalmente en términos del operador Gy = —HSyHSy,
con los operadores inversién Ug = I —2(|0)(0] y Sg =1 —2%_ |g)(g|- Iterando Gy
sobre (1.6.8) ~ O[v/N] veces se produce un estado cuya amplitud es mayor sobre el
item buscado |g). Lo que implica que este algoritmo acelera la bisqueda a la raiz
cuadrada del tiempo que consume su analogo clasico. Para casos en los que se desean
encontrar t items ¢g 6 cuando no se conoce la cantidad de items “buenos” de ante-
mano, se puede utilizar un algoritmo de conteo como el propuesto por Shor y luego
se aplica este algoritmo de busqueda que resuelve que este caso resuelve el problema
en O[y/N/t] pasos [34].
Aunque el algoritmo de Grover fue desarrollado originalmente para que las amplitu-
des de probabilidad asociadas con el estado inicial tengan una distribucién uniforme
(1.6.8), trabajos posteriores demostraron que esta condiciéon puede ser relajada de
manera que uno pueda trabajar con un estado puro inicial general |¢)y) = UJ0), lo
que implica reemplazar H por un operador arbitrario U, y luego use el operador
Gy = -UURU'U;.
Debido a que este algoritmo es una de las herramientas que utilizaremos mas adelante,
la analizamos de forma mas detallada.

El algoritmo se inicializa con n qubits en |0), esto es, ¥;,; = |00.,00) = |0)®™.
El siguiente paso es aplicar una compuerta de Hadamard de n x n sobre v;,; para
crear un estado ¢ = \/LN—G ZZN:“O_ "1i) superposicién de todos los estados de la base.
En el mismo paso, se aplica H sobre un qubit auxiliar |¢) inicialmente en |1). Los
n + 1 qubits actian como entradas a una compuerta especial Uy, llamada Oraculo,

una caja negra similar a la utilizada por Deutsch y Jozsa, cuyo trabajo es “marcar”
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la solucién del problema. Los n primeros qubits acttian como lineas de control y el

restante es el target.

Us(la)lq)) = |a)|q ® f(a)) (1.6.9)

En palabras, como se observa en 1.6.9, la tarea de Uy es evaluar en paralelo todos
los 1. Si g es el item buscado, entonces f(g) = 1, caso contrario f(a) = 0. El
algoritmo fija el qubit target |q) en %(|0) — |1)). El estado del sistema luego de Uy

es:

|0>\%|1>) N (_1)f(a)|a>(%) (1.6.10)

Véase que |t) no sufre modificacién ya que es un estado propio.

|w)(

la) —Y7 (=1)/@|a) (1.6.11)

La ecuacién 1.6.11 indica que si f(a) = 1, esto es cuando a = g, se produce un
cambio de fase en la amplitud de probabilidad del estado, mientras que si se cumple
a # g la fase del estado se mantiene. En la figura 1.6.5 se presenta el esquema com-
pleto de una iteraciéon de Grover GG, que como se puede observar, luego de Uy se aplica
Gr = HURH que genera una rotacion especial alrededor de la media, aumentando
la amplitud asociada al dato buscado y disminuyendo las demas. La compuerta Gr
consta de dos compuertas Hadamard una a la entrada y otra la salida de una com-

puerta controlada de rotacién de fase Ug.

En la figura 1.6.5 se muestran las distintas modificaciones que sufre el vector de

estados inicial, desde la etapa en que existe una distribucién uniforme de la amplitud,
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Figura 1.6: Esquema circuital correspondiente a una iteraciéon de Grover

pasando por la inversién de fase del estado correspondiente al indice buscado luego
de aplicar Uy en b), la inversién alrededor de la media luego de aplicar Gy en ¢) y
la amplitud resultante luego de una nueva iteracion, esto es una nueva aplicacion de
G, en d), donde se observa que la probabilidad de encontrar el item buscado es muy

superior a la probabilidad de cualquiera de las otras.

w.o | llellc] [6]:

OWW)

Figura 1.7: Grover Quantum searching algorithm

Se demuestra que luego de aplicar G un nimero O(y/N,,) de veces se encuentra

el item buscado con una probabilidad cercana a 1.
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Figura 1.8: Amplitud de probabilidad del estado del sistema en los distintos estadios
del algoritmo de Grover. En a) el estado inicial, en b) luego de Uy, en c¢) primera
inversion alrededor de la media y en d) luego de una nueva aplicacién de G



Capitulo 2

Teoria de Juegos

2.1. Introduccién

Lo seres humanos no podemos vivir sin interactuar con otros pares, e irénicamen-
te, hemos sobrevivido a pesar de tales interacciones. La produccién y el intercambio
requieren, en algin nivel, cooperacién entre individuos pero es esa misma interaccion
la que puede llevar, algunas veces, a enfrentamientos desastrosos. Con el afdn de pre-
decir el resultado de estos enfrentamientos, tanto en el ambito social como econémico

es que surgi6é una rama de la matematica denominada “teoria de juegos”.

Se considera, generalmente, que la teoria de juegos comenzé con la publicacién
de Von Neumann y Morgenstern “The Theory of Games and Economic Behavior”
en 1944. En ese libro se introdujo la idea de que los conflictos se podian analizar
mediante modelos matematicos y proveia la terminologia para hacerlo. Sin embargo,
anos mas tarde John Nash, en 1950 con la caracterizacion del concepto del equilibrio
que lleva su nombre, y A. W. Tucker (creador del “Dilema del prisionero”), hicieron

grandes contribuciones a la teoria de juegos no-cooperativa.

49
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La teoria de juegos proporciona modelos de situaciones reales, por lo que, frecuen-
temente, las conclusiones a las que se arriba con dichos modelos, deben considerarse
so0lo como pautas generales de comportamiento que proporcionaran normas de accién
mas precisas en tanto que el modelo refleje con mas precisiéon la realidad. Sin embargo,
desde la publicacién del libro anteriormente citado, la teoria de juegos ha alcanzado
un alto grado de sofisticacion matematica y ha mostrado una gran versatilidad en la
resolucion de problemas, de modo que ha demostrado tener el suficiente peso como

para ser estudiada como disciplina independiente.

Sus herramientas ayudan a analizar problemas de optimizacién interactiva. La ma-
yoria de las situaciones estudiadas por la teoria de juegos implican conflictos de in-
tereses, estrategias y trampas. En un juego, varios agentes (o gobiernos, o firmas, etc.)
buscan maximizar su utilidad eligiendo determinados cursos de accion. La utilidad
final obtenida por cada individuo depende de los cursos de accién escogidos por el
resto de los individuos. De particular interés son las situaciones en las que se pue-
de obtener un resultado mejor cuando los agentes cooperan entre si, que cuando los
agentes intentan maximizar sélo su utilidad. Tal el caso de trabajadores y gerentes
de una empresa, por ejemplo, quienes tienen intereses opuestos en lo que respecta
a los salarios y a las condiciones de trabajo. Es asi que existen tanto los sindicatos
como las leyes laborales que proveen canales y reglas a través de las cuales se puede

abordar cualquier conflicto potencial entre ellos.

Como se menciond, la teoria de juegos clasica estudia problemas de decision de
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multiples personas, donde dos o mas individuos toman decisiones racionales que in-
fluenciaran el bienestar del conjunto. Frecuentemente, la clase de problemas a los
que se enfrenta estan relacionados con la economia y las ciencias sociales, en temas
que van desde problemas de firmas en el mercado a asuntos de politica internacional
entre naciones. Sin embargo, en los tltimos tiempos, sus aplicaciones han alcanzado
otras disciplinas en las cuales la toma de decisiones también son de gran importancia.
En ciencias de la computacién y de las telecomunicaciones, se vienen utilizando las
técnicas de la teoria de juegos en diversas areas, tales como distribucién de datos en
redes de computadoras o internet [35, 36], competencia en sistemas Cliente-servidor,
sistemas peer to peer, [37, 38], seguridad de redes [39], redes de sensores [40], y espe-
cialmente la teoria ha sido adoptada en redes inaldmbricas para resolver problemas
de diseno de protocolos tales como, asignacion de recursos, control de potencia, im-
plementacién de la cooperacion, etc.. La razén para esto radica en la caracteristica
desestructurada que estas redes han adquirido, dado que cada nodo toma sus propias
decisiones y compite con los otros nodos de forma en pos de obtener la mejor calidad
de servicio posible. El principal inconveniente surge debido a que todos los usuarios
buscan el mismo fin, lo que obliga a una competencia por los recursos.

Ciertos resultados que se desprenden de la teoria de juegos clasica demuestran que
existen ciertos comportamientos de los usuarios racionales que no pueden ser contem-
plados. Ademas, cuando la cantidad de jugadores es considerable, la complejidad de
los problemas crece exponencialmente. Por estas y otras razones que iremos desarro-
llando un nuevo marco de analisis donde la base de la teoria de juegos perdure, pero
que sume nuevas herramientas resulta adecuado, esto es basicamente el espiritu de la

teoria de juegos cuantica.
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Los juegos cuanticos son el resultado de relacionar las leyes que rigen la mecanica
cuantica con la teoria de juegos clasica. Si bien es una disciplina relativamente joven,
el alcance de sus aplicaciones ha crecido rapidamente. La razén principal para este
crecimiento es que, a partir del ensayo de David Meyer en 1999 [41], con las contri-
buciones de Eisert,et. al en el mismo afio, y otros que los siguieron [42, 43, 44], la
teoria de juegos cuantica ha demostrado ser una generalizacién de la teoria de jue-
gos clasica, donde son posibles nuevos equilibrios y estrategias solamente aplicables
bajo leyes cuanticas. Por otra parte, existe una intima conexién entre la teoria de
juegos vy la teoria cuantica de las comunicaciones, basta con pensar en que la misién
de dos jugadores cualquiera, distantes uno de otro, es principalmente obtener tanta
informacién como les sea posible de una dada situacion fisica con el fin de planear
su proxima estrategia. En los juegos de dos o méas jugadores donde se introduce in-
formacion cudntica se abre la posibilidad para un nuevo tipo de estrategia que no se
encuentra en los juegos tradicionales. Esto es, las estrategias entangled de los juga-
dores pueden tener un efecto de “contrato implicito” que previene, ya sea, que los
jugadores se beneficien unilateralmente, las traiciones, o bien puede crear una situa-
cién cooperativa con el propésito de llegar a un equilibrio global més equitativo.

En lo que sigue de este capitulo, desde el ejemplo, se introducen los principales con-
ceptos de la teoria de juegos, primero desde el punto de vista clasico y luego desde el

cuantico.
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2.1.1. Juegos

Se denomina juego a la situacion interactiva especificada por el conjunto de partici-
pantes, los posibles cursos de accion que puede seguir cada participante, y el conjunto
de utilidades. Se asume que los participantes poseen cierta racionalidad que los fuerza
a elegir con un criterio de maximizacion de beneficios. Los beneficios no tienen que
estar relacionados necesariamente con dinero o fichas, como en el casino por ejemplo.
En un ejemplo tipico como “La batalla de los sexos”, la puja estd en que la esposa
quiere ir con su esposo al teatro y el esposo quiere ir con su esposa a ver futbol. En
este ejemplo, si ambos se deciden por lo que mas les gusta, ambos pierden. No pierden
dinero, sino que la recompensa es la satisfaccién de estar juntos. Otro ejemplo clasico
es el denominado “Gallina” cuyo ejemplo mas usado es el que consiste en dos autos
enfrentados que se dirigen uno hacia el otro en linea recta y a alta velocidad. Si alguno
de los jugadores frena o se desvia pierde, pero si ninguno lo hace ambos pierden, y en
tal caso obviamente el dinero es lo de menos. Veamos por ejemplo un posible juego

en un problema de telecomunicaciones.

Juego Aloha Ranurado

Se divide el tiempo de transmision en intervalos. En cada intervalo, un usuario
tiene dos posibilidades transmitir (T) o esperar (E). Si solamente un usuario decide
transmitir en un determinado intervalo, entonces la transmisién de ese usuario es exi-
tosa. Pero si, por el contrario, multiples usuarios deciden hacerlo al unisono, entonces
todas sus transmisiones son insatisfactorias. Se asume que el pago asociado con una
transmision exitosa es 1, mientras que el costo de transmitir (satisfactorio o no) es c,

donde 0 < ¢ < 1. Un usuario que espera recibe un pago 0; entonces un usuario que
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decide transmitir recibe 1 — ¢ si la transmision es exitosa y —c si no logra transmi-
tir. En este juego la meta es el acceso equitativo al medio maximizando la utilidad
(en términos de reduccién de costos). En redes 802.11, donde la técnica fundamental
de acceso al medio es DCF (Funcién de Coordinacién Distribuida), cuando un nodo
tiene datos para transmitir, éste decide, de forma auténoma, cuando transmitir, de
manera similar a lo que ocurre en el juego Aloha Ranurado. Debido a que el canal
inaldmbrico es un canal compartido, la transmisién de un nodo usualmente interfiere
con la transmisién de otros nodos. De esta manera, si dos nodos vecinos transmiten
sus tramas de datos simultaneamente, las transmisiones de ambos fallaran. Por lo
tanto, existe una competencia entre los nodos vecinos por transmitir tantos paquetes

de datos como les sea posible.

2.1.2. Representacion de los juegos

Hay dos formas comunes de representar los juegos, la forma Normal o estratégica y
la forma extensiva. En juegos de forma normal, los jugadores mueven simultaneamen-
te. Si el conjunto de estrategias es discreto y finito, el juego puede ser representado
por una matriz NxM. En cambio, un juego en forma extensiva especifica el orden com-
pleto de movimientos a través de la direccién del juego, generalmente en un arbol de
juego. El arbol de juegos es una representacion de un juego que describe la estructura
temporal. El primer movimiento del juego se identifica con un nodo distintivo que se
llama la raiz del juego. Una jugada consiste en una cadena conectada de ramas que
comienza en la raiz del arbol y termina, si el juego es finito, en el nodo terminal. Los

nodos representan los posibles movimientos en el juego. Las ramas que parten de los
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nodos representan las elecciones o acciones disponibles en cada movimiento. A cada
nodo distinto del nodo terminal se le asigna el nombre de un jugador de modo que se
sabe quién hace la eleccién en cada movimiento. Cada nodo terminal informa sobre

las consecuencias para cada jugador si el juego termina en ese nodo.

2.1.3. Juego estratégico

Un juego estratégico se define como un modelo de toma de decisiones interactivas
en el cual los “actores”, nombre con que se los conoce usualmente a los jugadores,
eligen su plan de accién a la vez, estas elecciones se hacen simultaneamente. El modelo
consiste en un conjunto de N jugadores. Para cada jugador existen un conjunto de
estrategias o acciones posibles S; con ¢ = 1...N y una funcién de pagos u;(s1, 2, ..., Sn)
con i = 1...N donde s; € ;. La funcion de pagos mapea el producto cruzado del
espacio de estrategias de los jugadores con su conjunto de pagos. Como se puede
apreciar, el pago de ¢ a través de u; no sélo depende de su accionar, sino también
del accionar del resto de los jugadores. Esto es lo que diferencia un juego estratégico
de un problema de decision, donde la estrategia depende solo del decisor y el medio
que lo rodea. En resumen, un juego se puede denotar por G(N,S,u) donde S =
S1 X S9X, ..., SNy u=1u; X usX, ..., up.

Debido a su alto nivel de abstraccién los modelos de juegos se pueden aplicar a
una amplia variedad de situaciones. Un jugador puede ser un unico ser humano, o
cualquier otra entidad que tome decisiones como por ejemplo un gobierno o una mesa
de directorio, el lider de un movimiento revolucionario, o bien una flor o un animal, e
incluso un nodo en una red de comunicaciones. El modelo no pone restricciones sobre

el conjunto de acciones disponibles para los jugadores, por ejemplo, puede contener



o6

desde un conjunto de pocos elementos hasta un enorme conjunto conteniendo planes
complicados que cubran una variedad de contingencias. Sin embargo, el rango de
aplicaciones del modelo esta limitado por el requerimiento de que se debe asociar a
cada jugador una relacion de preferencias. La relacién de preferencia de un jugador
puede reflejar simplemente sus sentimientos acerca de los posibles resultados, o en el
caso de un organismo que no actiia conscientemente, de las oportunidades de su éxito

reproductivo, como puede ocurrir en los sistemas biolégicos por ejemplo [45].

2.1.4. Estrategia

Cuando un jugador tiene en cuenta las reacciones de otros jugadores para reali-
zar su eleccion, se dice que éste tiene una estrategia. Una estrategia es un plan de
acciones completo que se lleva a cabo cuando se juega el juego. Se explicita antes de
que comience el juego, y prescribe cada decisién que los agentes deben tomar durante
el transcurso del juego, dada la informacion disponible para el agente. La estrategia
puede incluir movimientos aleatorios. Para entender de que se tratan las estrategias
nada mejor que un ejemplo. Consideremos uno de los juegos mas estudiados, el “Di-
lema del Prisionero”: Dos sospechosos de un crimen son puestos en celdas separadas,
como no se tiene suficientes pruebas para condenarlos, la policia debe convencerlos de
que confiesen. Si ambos confiesan, cada uno sera sentenciado a tres anos de prision.
Si s6lo uno confiesa, el que confiese serd liberado y usado como testigo contra el otro,
quien recibird una pena de diez anos. Si ninguno confiesa, ambos seran condenados
por un cargo menor y tendran que cumplir una pena de sélo un ano de prision. En

resumen, las estrategias posibles que tienen los sospechosos son dos:

= Confesar: El sospechoso opta por traicionar a su companero. Esta estrategia se
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denota aqui con la letra “D”.

= Cooperar: El sospechoso decide confiar en su companero y coopera “C”.

Sin embargo, observe que la “suerte” de cada jugador dependera no solo de su elecciéon
sino de la eleccion del otro competidor. Es muy comin representar las posibles estra-
tegias con las respectivas recompensas en una bimatriz. La bimatriz correspondiente

a este juego es:

S\S| D | C
D | 3,3 (0,10
C 100 1,1

Cuadro 2.1: Dilema del Prisionero: D = confesar; C = Cooperar. La cifra de la iz
quierda de cada celda corresponde a los anos de carcel que debe cumplir el Sospechoso

Si.

2.1.5. Resultado del juego y estabilidad

El resultado de un juego es una cierta asignacién de utilidades o pagos (payoff)
finales. Se denomina resultado de equilibrio si ningin jugador puede mejorar su utili-
dad unilateralmente mientras los otros jugadores se mantienen en sus estrategias. Esta
situacién se conoce como Equilibrio de Nash [45] o equilibrio estratégico. Alternativa-
mente, un perfil de estrategias conforma un equilibrio si estas estrategias conforman
la mejor respuesta a las otras. Puede suceder que un juego tenga mas de un equilibrio
de Nash, pero, por otra parte, existen juegos en los que no existe equilibrio estratégi-
co. Un ejemplo interesante para entender la informacién contenida en el equilibrio de
Nash es el juego de ubicacién (Location game). Pensemos en n personas que eligen
si convertirse o no en un candidato politico, y si es asi que posicion tomar. La dis-

tribucién de posiciones favoritas estd dada por una funcién densidad f en [0,1]. Un
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candidato atrae los votos de un ciudadano cuyas posiciones favoritas estan cerca de la
suya. Por otra parte, si k candidatos eligen la misma posicion, entonces cada uno reci-
be la fraccién % de los votos que esa posicién atrae. Cada persona prefiere ser el tnico
candidato ganador a un empate por el primer lugar, prefiere empatar en el primer
lugar a quedar afuera de la competencia, y prefiere quedar fuera de la competencia
que entrar y perder. Cuando n = 3 este es un tipo de juego que no tiene equilibrio de
Nash. Ningin jugador quiere estar en el medio, ya que los otros jugadores estaran lo

mas cerca posible del jugador del medio, ya sea desde la izquierda como de la derecha.

Si bien hay muchas maneras diferentes de identificar si una o un conjunto de es-
trategias son un buen estado de equilibrio, la técnica mas comun es demostrar que
el conjunto de estrategias conforman un Optimo de Pareto. El equilibrio de Pareto u
Optimo de Pareto es una situacion de equilibrio en la cual ningin agente involucrado
puede mejorar su situacién sin reducir el bienestar de cualquier otro agente. Si bien
muchas veces funciona, como se puede apreciar en el siguiente ejemplo del dilema del
prisionero, la optimalidad de Pareto suele ser un concepto débil y puede llevar a un
analista a resultados erroneos acerca de la conveniencia de elegir determinado estado
estable. Este punto se ilustra en un ejemplo sencillo de control de distribucién de
potencia, pero antes veamos qué sucede en el dilema del prisionero en lo que respecta

al equilibrio.
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Estabilidad en el juego del Prisionero

Siguiendo con el dilema del prisionero, veamos cudl es la estrategia optima para
cada sospechoso. Si B confiesa, A preferird confesar, ya que si confiesa obtendra una
pena de 3 anos, y si no confiesa obtendra una pena de 10 afios. Si B no confiesa, A
preferira confesar, ya que de este modo serd liberado, y si no confesara obtendra una
pena de un ano. Entonces, A va a confesar, independientemente de lo que haga B.
Anélogamente, B también va a confesar independientemente de lo que haga A. Es
decir, ambos sospechosos van a confesar y obtener entonces una pena de tres anos de
prisiéon cada uno. Este es el equilibrio estratégico del juego, aunque ineficiente en el

sentido de Pareto, ya que se puede reducir la condena de ambos si ninguno confesara.

Un juego sencillo de Distribucién de Potencia

Ahora, consideremos un juego de interferencia, por ejemplo el caso de una red
inalambrica de cluster DS-SS que cuenta con un receptor central, y en la cual los
nodos restantes ajustan sus niveles de potencia de modo que se maximice su Relacién
Sefial a Ruido mas Interferencia (SNIR) medida en el receptor [46]. Este es un modelo
sencillo pero que resalta las virtudes del modelado del problema en forma de juego.
En este caso los jugadores son los nodos de la red (salvando al receptor), el conjunto
de acciones son los niveles de potencia disponibles (se supone un numero finito de
niveles de potencia) y las funciones utilidad de todos los jugadores estdn dadas por la
ecuacion 2.1.1, donde p; es la potencia transmitida por el nodo i, K es una estimacion
del factor de esparcimiento, h; es la ganancia (se presume menor que 1) desde el nodo

al receptor.
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(p) hip: (2.1.1)

YT WK Y

kEN#i

Dada la caracteristica de los jugadores es de esperar que el tinico equilibrio de Nash pa-
ra este juego sea el vector de potencia donde todos los nodos transmiten a su maxima
potencia. Sin embargo, este resultado es claramente indeseable debido a tres razones
principales (1) la capacidad se ve fuertemente disminuida por el problema cerca-lejos
(a menos que los nodos estén todos a la misma distancia del receptor), (2) las SINRs
resultantes estan distribuidas de forma injusta (el nodo més cercano tendra una muy
superior SINR que el més lejano), y (3) la vida bateria se veria considerablemente
disminuida. Sin embargo, este resultado es 6ptimo de Pareto ya que cualquier otra
mas equitativa distribucion de potencia reducira la utilidad del nodo mas cercano,
mientras cualquier distribuciéon menos equitativa reducira la utilidad de los nodos en
desventaja. Sobre este escenario la optimalidad de Pareto engana al analista sobre la
conveniencia del resultado. Este es el ejemplo mas famoso de las situaciones en la que
los equilibrios no-cooperativos pueden llevar a resultados ineficientes. La situacién
que se presenta en los carteles se puede modelar como un dilema del prisionero. En
un cartel, las empresas coalicionan para reducir su produccién y asi poder aumentar
el precio. Sin embargo, cada empresa tiene incentivos para producir mas de lo que
fijaba el acuerdo y de este modo obtener mayores beneficios. Por otra parte, si cada
una de las firmas hace lo mismo, el precio va a disminuir, lo que resultara en menores
beneficios para cada una de las firmas. La misma estructura de interacciones carac-
teriza el problema de la provisién de bienes publicos (problema del free rider), y del
pago voluntario de impuestos. Como se analizara mas adelante, también el problema

del prisionero surge en redes de telecomunicaciones.
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2.1.6. Estrategias puras y mixtas

Un estrategia pura se define como aquella que especifica por adelantado todo lo
que el jugador debe hacer. Por otra parte, podemos expandir un juego y permitir que
las elecciones de los jugadores sean no-deterministas.

En un juego finito en forma estratégica G' = (N, (S;)ien, (Ui)ien), una estrategia miz-
ta del jugador ¢ es una distribuciéon de probabilidad sobre el conjunto de estrategias
puras ;. Al conjunto de todas las estrategias mixtas ¢ del jugador lo denotamos por
A;. Para o; € A; y s; € 55, 0:(s;) es la probabilidad que la distribucién o; le asigna
a la estrategia s;. El soporte de una estrategia mixta o; es el conjunto de estrategias
puras a las cuales o; le asigna una probabilidad estrictamente positiva.

De acuerdo con la definicién anterior, es claro que el conjunto de estrategias mixtas
contiene al de las estrategias puras. En este caso, cada o; le asigna probabilidad 1 a

cierta estrategia pura y probabilidad 0 a las demas estrategias.

Utilidad esperada

Sea G = (N, (S;)ien, (4;)ien) un juego finito en forma estratégica. Dado un perfil
de distribuciones o; = (01, ...,0,) € xI,, la utilidad esperada del jugador i asociada

a este perfil es:

w(0) = 3 (0,05 (5)ui(s) (2.1.2)

seS

De esta forma, la utilidad esperada de un jugador tiene la misma naturaleza que un
valor esperado (matematico); es decir, corresponde a una suma ponderada de todas la
utilidades que puede alcanzar el jugador, donde la ponderacion de cada una de éstas

es la probabilidad de ocurrencia del resultado que genera tales pagos.
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En el ejemplo del prisionero, las estrategias D y C son las estrategias puras. Por
ejemplo, si el sospechoso S; decide si cooperara o no por medio del lanzamiento de
una moneda entonces, suponiendo que la moneda no esté cargada, la probabilidad
de que coopere es del 50%. Un equilibrio en el que todos los jugadores usan una
estrategia pura es un equilibrio en estrategias puras. En cambio, si al menos uno
de ellos utiliza estrategia mixta, el equilibrio es un equilibrio en estrategias mixtas.
Veamos un ejemplo mas general.

Ejemplo(Un célculo de Utilidades Esperadas) Analicemos un ejemplo el cuél
tiene la distribucion de utilidades que se muestra en 2.2. Dado que ningtin agente tiene
certeza de la elecciéon de su oponente, cada uno de ellos debe asignar probabilidades a
las estrategias de acuerdo con sus creencias. Como se observa en la tabla, el jugador 1
puede asignar una probabilidad ¢ a la estrategia x5 del jugador 2 y por consiguiente,
una probabilidad (1-q) a la estrategia y,. De igual forma, el jugador 2 asigna una
probabilidad p a la estrategia x; del jugador 1 y una probabilidad 1 —p a la estrategia
Y1

Esta estrategia mixta del juego es, entonces, (p[z1]+ (1 —p)[v1], ¢[za]+ (1 —¢)[y2]). Por
consiguiente, la utilidad esperada del jugador 1 de su estrategia x; es 3¢+5(1 —¢q). De
la misma forma, el pago esperado de su estrategia y; es 4¢ + 2(1 — ¢). Similarmente,
para el jugador 2, la utilidad esperada de su estrategia x5 es 2p + 1(1 — p) y de su
estrategia ys es p+ 3(1 — p). De manera que los pagos de los jugadores asociados a la
estrategia mixta (o1, 09), donde o1 = (p, 1 —p), 02 = (¢,1 — q) son:

Jugador 1:

p(3¢+5(1—q)) + (1 —p)(4qg+2(1 — q)) = 2 — 2pqg + 5p — 2¢°
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Jugador 2:

q(2p) + (1 —p)+(1—q)(p+3(1—p)) =3+3pg—2¢—2p

(¢) | (1 —q)
Ji\ Jo T Y2
(p) = 3,2 5,1

(1—p) a9 |41] 23

Cuadro 2.2: Lanzar la moneda

2.1.7. Juegos NxM

Los juegos denominados N x M son juegos de dos jugadores, en los cuales un
jugador tiene N acciones posibles y el otro tiene M acciones posibles. En un juego asi,
los pares de utilidades o pagos pueden ser representados también en una matriz y de
esta forma ser facilmente analizable. Es 16gico que juegos de este tipo traigan consigo
una complejidad inherente que implique en la mayoria de los casos la necesidad de
mucho poder de cédlculo. El problema del bandido con M armas, que se explicara mas
adelante, se puede considerar, por ejemplo, como un juego 1 x M, una aplicacién
interesante a las redes inaldmbricas se puede encontrar en [47]. Es mas, el problema
de los matrimonios [48], donde M hombres buscan una mujer de entre un grupo de
N candidatas que también tienen accién, puede ser modelado por un problema del

bandido bi-direccional N x M [49, 50].

2.1.8. Estrategia dominante

Una estrategia dominante es la que hace que un jugador esté mejor que si hubiera

usado cualquier otra estrategia, sin importar cudl haya sido la estrategia elegida por
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el otro jugador. Si cada jugador tiene una estrategia dominante se puede predecir el
resultado del juego. Si un jugador no tiene una estrategia dominante pero el oponente
si la tiene, hay que anticipar que el oponente va a usar esa estrategia y elegir la jugada

propia de acuerdo a ese supuesto.

2.1.9. Juegos de suma constante

Juegos en los que para cada combinacién de estrategias, la suma de los pagos (o
utilidades) que recibe cada jugador es la misma. Todas las situaciones de intercambio
que no permiten la creacion o destruccién de recursos son juegos de suma constante.
Los méas comunes son los juegos de suma cero, en los cuales los intereses de los
jugadores son contrapuestos y por lo tanto la ganancia que reciben unos se equilibra
con la pérdida de los otros. El juego del ajedrez es un clasico ejemplo de juego de

suma cero.

2.1.10. Juego repetido

En un juego repetido un grupo fijo de jugadores juega un juego dado repetida-
mente, observando el resultado de todas las jugadas pasadas antes que comience la
siguiente jugada. La posibilidad de observar las acciones y los resultados pasados
antes de que comience la siguiente jugada permite que los jugadores padezcan o pre-
mien las acciones pasadas, de modo que surgen estrategias que no surgirian en los
juegos simples no repetidos. Por ejemplo, repitiendo el juego del dilema del prisionero
un numero desconocido de veces suficiente grande se puede dar como resultado un

equilibrio en el cual ambos prisioneros nunca confiesan.
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2.2. Teoria de Juegos Cuantica

Los origenes de la teoria de juegos cuantica radican en dos disciplinas que en
principio parecerian tan disconexas como la teoria de juegos clasica y la mecénica
cuantica. Los juegos cuanticos proveen nuevas formas de cooperar, de eliminar di-
lemas, y de alterar equilibrios. Actualmente hay muchos trabajos sobre modelos de
juegos cuanticos y aplicaciones de las més variadas. Sin embargo, los dos trabajos
iniciales mds importantes son los realizados por Meyer y Eisert et al, [41] y [51] res-
pectivamente. El primero mostrd que si en el juego clasico de lanzar la moneda, se le
permite a un jugador utilizar estrategias cuanticas, y el otro jugador juega clasico, el
primero gana siempre. En el segundo trabajo los autores demuestran que mediante
la utilizacion de estrategias cuanticas es posible eliminar el dilema en el “Dilema del
prisionero”. En esta seccién, se describen las principales caracteristicas de la teoria
de juegos cuantica, ver [52].

Dado que los juegos cuanticos son una extension de los juegos cldsicos, siguien-
do con la notacién utilizada en estos tltimos, un juego cudntico esta definido por
G{N,O(H), 1y, S,u}, donde N es el nimero de jugadores, ©(H) es el espacio de es-
tados del juego definidos en un espacio bidimensional de Hilbert H. A diferencia de
lo que ocurre en los juegos clasicos, en los juegos cuanticos es necesario definir un
estado inicial 1y € O(H), S = 51 Q) ... ® Sy es el espacio de estrategias !, y u es la
funcién de utilidad, donde u; : ©(H) — R. En los juegos cuédnticos, el estado del juego
estd representado por un qubit o de forma mas general, por el producto tensorial de

multiples qubits.

1El stmbolo ) denota el producto tensorial de los espacios
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2.2.1. Desarrollo de un juego cuantico: Las estrategias de los

jugadores

Comencemos aqui a describir de forma general como se desarrolla un juego cuanti-
co. A cada jugador se le asigna uno o mas qubits cuyo estado a tiempo cero es el estado
inicial. Por medio de una operacién local sobre su o sus qubits, el jugador podré mo-
dificar el estado, asi obteniendo un vector de estado final. La decision de cambiar o
no su estado depende de la estrategia de cada jugador. Por lo tanto, los operadores
que actian sobre los estados iniciales y que consecuentemente producen las transfor-
maciones, corresponden a las tacticas o estrategias de los jugadores. Por ejemplo, en
un juego sencillo de dos jugadores, supongamos que U; y U, son las transformaciones
unitarias que son aplicadas por los jugadores. Estas transformaciones son aplicadas
simultaneamente en el caso de un juego estatico, 6 de forma secuencial en un juego
dindmico. En algunas ocasiones puede que exista un referee encargado de preparar
el estado inicial del sistema 1y € O(H) (que generalmente es el estado puro |00..,0))
aplicando una operacion U, que transforma a 1)y en un nuevo estado, que por ejemplo,
podria ser un estado entangled. En tal caso, luego del movimiento de los jugadores el
referee debe aplicar Ul para deshacer la aplicacién inicial de U,. Por tltimo, se debe
hacer la medicién para revelar el estado final del juego 2.1. El valor esperado de cada
jugador se debe evaluar calculando primero el médulo cuadrado de las proyecciones
del estado cudntico final sobre el espacio de vectores base, y luego sumar los niimeros

obtenidos pesados por los coeficientes de pago.

Habiendo asignado una estructura de Hilbert al espacio de estrategias de cada
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0) . U | . <
10) U, | -
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Figura 2.1: Modelo basico de juego cuantico

jugador, es natural describir sus mutuas elecciones como vectores de estado pertene-
cientes al producto tensorial de sus espacios de Hilbert, este tipo de estrategias se
denominan factorizables. Sin embargo, en los juegos cuanticos, se pueden construir
estrategias entangled, las cuales no pueden ser descompuestas como productos tenso-
riales y no se pueden reducir a las anteriores por medio de transformaciones locales
solamente. Es a causa de esta estructura mas rica, que la Teoria de juegos cuanticos

exhibe caracteristicas més atractivas que la version clasica.

Con el objeto de ayudar a la comprensién de los componentes principales que con-
forman un juego cuantico y sus aportes, se presentan aqui dos de los juegos cudnticos
mas famosos, el primero es el juego de la moneda de Meyer y el segundo es Dilema del
prisionero de Eisert et al., que ya fue presentado en secciones anteriores en su version
clasica.

El juego de la moneda clasico consiste en cuatro pasos: En el primer paso el referee
coloca la moneda en una caja con la cara hacia arriba. En el paso siguiente el senor ()
da vuelta la moneda (F) o la deja como estd (N). En el paso siguiente el senor P da
vuelta la moneda (F) o la deja como estd (N). Luego @ realiza el tltimo movimiento,
dando vuelta la moneda (F) o dejandola como estaba (N). Cabe aclarar que ninguno

conoce el movimiento del otro. Finalmente se abre la caja y si la moneda quedé cara
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hacia arriba ) gana y recibe un pago +1 y P pierde por lo que recibe —1, por el
contrario, si la moneda queda cara hacia abajo el que gana +1 es P y () pierde y
recibe —1.

Veamos ahora una versiéon cuantica de este mismo juego en el cual se le permite a
(@ utilizar estrategias cudnticas mientras P solo tiene permitido utilizar estrategias
clésicas. En este modelo la cara de la moneda se representa |0) y la cruz esta repre-
sentada por [1). El estado inicial del sistema es |0). Los movimientos cldsicos P se
pueden representar por medio del operador identidad I si deja la moneda en la mis-
mo estado 6 el operador X que la da vuelta. Por otra parte, como @) tiene permitido
jugar cuantico, puede utilizar cualquier operador unitario, en este caso elige utilizar
el operador de Hadamard H en las dos oportunidades que le toca jugar. Cuando @)
juega H deja el sistema en una superposicion, esto es H|0) = %(\@ + 1)), por lo
tanto, indistintamente de lo que haga P (X 6 I) el estado del sistema no cambia.
Luego @ aplica H nuevamente y el estado final es |0). De esta forma, ) siempre gana.
En resumen, la utilizacién de una estrategia cuantica le permite a () dejar el sistema
en un estado que no puede ser alterado por P, lo que le garantiza ganar siempre.
Como se analizé anteriormente, el juego del prisionero clasico tiene un equilibrio de
Nash, en el que ambos sospechosos confiesan, pero este no es un equilibrio éptimo,
ya que si ambos eligieran no confesar la condicién de ambos mejoraria, es decir que
tendrian que pasar menos anos en la carcel por falta de pruebas. En la version cudnti-
ca del prisionero de Eisert, el dilema se termina. En notacion cuantica, se relacionan
las dos posibles soluciones clésicas del problema (confesar) D 6 (cooperar) C' con dos
estados base |D) y |C) de un espacio de Hilbert de dos estados, como por ejemplo

un qubit. Por lo tanto el estado completo del juego queda definido por los cuatro
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posibles resultados del juego clésico {|CC),|CD),|DC),|DD)} donde la primera y
la segunda entrada corresponden a la eleccion del sospechoso S; y el sospechoso S
respectivamente. El estado inicial del sistema se define ¢y = j\CC’), donde J es un

operador unitario conocido por ambos jugadores

cos(v/2) 0 0 isin(vy/2)
I 0 cos(y/2)  —isin(y/2) 0 (22.1)
0 —isin(y/2)  cos(v/2) 0
isin(y/2) 0 0 cos(7y/2)
con v = [0,7/2]. La compuerta J produce un estado entangled cuando v = 7/2,

mientras que para v = 0 el entanglement es nulo y se dice que el juego es separable.
Las estrategias de los jugadores Sy y S estdan representadas por operadores unitarios
Us, v Us, respectivamente, tomados de un espacio de estrategias S. Dado que los
operadores Ug, y Ug, son exclusivos de S; y S9, solo actiian sobre los qubits asociados
a ellos, por lo tanto el espacio S se define por un conjunto de operadores unitarios 2 x 2.
El estado del sistema, luego del movimiento de ambos jugadores queda (Us, ®Us, ) |[t)-
Finalmente, se debe aplicar Jt para sacar el juego del estado entangled de modo que
se pueda separar los estados de los jugadores y asi poder medirlos. Por lo tanto, antes

de la deteccién, el estado del juego es:

sy = J'(Us, ® Us,)J|CC) (2.2.2)

y luego de la deteccion, el sistema colapsa a uno de los cuatro estados de la base.
En consecuencia, la recompensa que obtienen es la correspondiente a la matriz de

pagos clasica. El pago promedio para Sy se define como

$s, = 1Pcc + 10Pop + 0Ppe + 3Ppp, (2.2.3)
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donde Prp, por ejemplo, es el médulo cuadrado de la proyeccion del estado [t)y)
sobre el estado de la base |C' D), esto es, Pop = |[(C' D) |2 El pago de Sy se obtiene
cambiando 0 <+ 10y 10 <> 0 en 2.2.3. Note, que en este caso, como el pago corresponde
a anos de carcel, el objetivo de los sospechosos es minimizar S;.

Las estrategias de los jugadores quedan determinadas por un conjunto de matrices
unitarias que dependen de solo dos parametros,

~ _ [€%cos(0/2)  sin(0/2)
vi.e)= <—sm(9/2) ei® Cos(9/2)> (224)

donde 0 < 0 <7y 0 < ¢ <7/2 De esta forma, quedan asociadas las estrategias
clasicas “No Confesar” ,y cooperar con su socio, con el operador,

ézmamzc;g (2.2.5)

y la estrategia “Confesar” | y entonces traicionar a su companero, queda determi-

nada por el operador

523W®=<i_9 (2.2.6)

Se demuestra en [51], que si en la conformacién del estado inicial v = 0, el resultado
del juego es el mismo que en la versién cldsica, en cambio si v = /2 lo que implica
un estado inicial completamente entangled, el dilema se termina. Esto quiere decir
que el equilibrio del sistema ya no es C® 6, que como sabemos no es éptimo, sino
que existe un equilibrio @ ® @ que si es O6ptimo ya que no hay estrategia U (0, 9) que

mejore la condicién de uno de los jugadores sin desmejorar la del otro.

@:mawm:<éf) (2.2.7)
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La condena que deben cumplir ambos prisioneros en este caso es de 1 ano y no
3. Como conclusion se puede observar que nuevamente una propiedad unica de los
sistemas cuanticos como es el entanglement permite mejorar el resultado de un juego
clasico. El resultado es mas importante atn si se considera que el modelo del prisionero

tiene aplicaciones en areas diversas como la economia, sociologia y hasta la ingenieria.

2.3. Bandido de multiple brazos

El problema del bandido con multiples brazos, originalmente descrito por Rob-
bins [53], es un modelo estadistico de decisién de los mas ampliamente usados para
el estudio de la adquisicién de informacion y “aprendizaje” por agentes econémicos
[54]. El factor mas importante para que esto ocurra es el grado considerable de ma-
leabilidad que poseen incluso las formulaciones mas generales de problemas dentro de
este marco. Su nombre procede de pensarlo como un jugador que frente a un grupo
de maquinas tragamonedas debe decidir en cual maquina jugar en una secuencia de
intentos de modo que se maximice su ganancia. El agente tratard de optimizar su
decisiones al tiempo que mejora su informacién. Existe una importante cantidad de
aplicaciones relacionadas con economia y ligadas a ella y se debe a su simplicidad y a
que modela de forma concisa la negociacién entre “exploracién” (probando diferentes
brazos en busca del mejor) y la “explotacién” (eligiendo el brazo que se cree que da
la mejor recompensa).

Ejemplos practicos del problema del bandido incluyen desde Ensayos Clinicos donde
se debe experimentar con diferentes tratamientos mientras se minimizan los riesgos
para los pacientes, hasta Ruteo o Encaminamiento Adaptativo para minimizar los

retardos en una red. En el contexto de las telecomunicaciones, mas precisamente en
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lo que respecta a problemas de acceso dinamico al espectro, el bandido con multi-
ples brazos resulta adecuado para modelar la toma de decisiones en dispositivos de
radio cognitiva [47]. La utilizacién de reglas de la mecdnica cudntica a la gestién
de recursos en dispositivos méviles inteligentes podria permitir una mayor eficiencia
en la eleccién de los canales libres y/o la potencia a ser utilizada. En consecuencia,
propone aqui un modelo cuantico del problema del bandido como una, y no la tinica
opcion para administrar los recursos de los dispositivos que componen una eventual
red de comunicaciones inalambrica. En el capitulo siguiente se analiza en detalle esta
aplicacion, pero antes, en la seccién siguiente se realiza una presentacion formal del

modelo cudntico del bandido.

2.3.1. Modelo cuantico de bandido con miiltiples brazos

El modelo cuantico del bandido utiliza las propiedades de la mecanica cuanti-
ca. Esto permite a los jugadores utilizar novedosas estrategias cooperativas y no-
cooperativas basadas en el fendmeno de entanglement, o jugar con varias palancas al
mismo tiempo amparados por el principio de superposicién. Utilizando este modelo,
y como parte de esta tesis, se analizé el problema del mercado de citas. En tal ca-
so, el problema del bandido toma caracter bi-direccional ya que existen dos grupos,
hombres y mujeres. Los hombres eligen mujeres del grupo que llamamos W, pero a
diferencia de lo que ocurre en el bandido convencional, las mujeres eligen si aceptar
o no las propuestas de los hombres del grupo M, lo que aumenta la complejidad del
problema y el tiempo necesario para arribar al equilibrio. Si solo algunos jugadores
utilizan estrategias cuanticas, estos tienen ventajas en juego frente a los que solo jue-

gan clasico [1, 2]. Por otra parte, la cuantizacién del problema permite acelerar los
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tiempos a causa del procesamiento paralelo natural de la computacién cuantica.

En otro contexto los jugadores pueden ser productores y consumidores, empleado-
res y quienes buscan empleo, determinados recursos y los lugares donde ubicarlos,
o usuarios secundarios de una red inaldmbrica y la banda a la que quieren acceder.
El mercado de citas se usa como ejemplo sencillo y facil de entender, sin embargo,
la importancia de estudiar modelos de matching en esta tesis se debe a sus amplias
aplicaciones en el contexto de las telecomunicaciones. Por 1ltimo, la cuantizacion del
problema pretende optimizar los resultados obtenidos a través del modelo clésico. La
seleccién dindmica de canal es un componente importante de los sistemas multi-canal
inaldmbricos. Esta permite que un transmisor identifique el canal que ofrece las me-
jores condiciones de radio y que evite la interferencia creada por otros transmisores.
En ausencia de interferencia, el problema de seleccion de canales se puede interpretar

como un problema de bandido con multiples brazos.



Capitulo 3

Teoria de la decision

3.1. Introduccién

La vida cotidiana esta colmada de situaciones en las cuales el ser humano toma
decisiones, incluso en ocasiones sin darse cuenta, desde que nos levantamos, cuando
decidimos como vestirnos por ejemplo hasta el iltimo minuto del dia donde debemos
decidir el momento en el que nos vamos a ir a dormir. Casi todo lo que un ser humano
hace involucra decisiones. Por lo tanto, teorizar acerca de las decisiones es casi como
teorizar acerca de las actividades del ser humano.

La Teoria de la Decisién trata del estudio de los procesos de toma de decisiones desde
una perspectiva racional. Es el andlisis del comportamiento de un individuo frente
a una incertidumbre no-estratégica, esto es, la incertidumbre que proviene de lo que
llamamos “Naturaleza” (un evento estocastico natural como el lanzamiento de una mo-
neda, la pérdida de cosecha estacional, enfermedad personal, y causas similares),o, en
caso de que haya otros individuos involucrados, los comportamientos de estos son tra-

tados como distribuciones estadisticas conocidas por el tomador de decisiones(TD)o
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decisor !. De acuerdo con esto, el resultado (rendimiento) de una decisién individual
depende de la accién de otro agente (naturaleza) sobre el cual no se tiene control. Es
importante observar que en este modelo los rendimientos afectan inicamente a quien

toma la decisién.

La decisién es un verdadero proceso de reflexion y, como tal, racional y consciente,
deliberado y deliberativo. El TD debe identificar cudles son las decisiones éptimas y
como alcanzarlas. Basicamente son problemas con respuestas de “si” o “no”. Como
tradicionalmente es un area que pertenece a la matematica discreta, las preguntas se

responden por medio de una funcién binaria con valores {0, 1}.

Desde mediados del siglo X X, la teoria de las decisiones moderna se ha desa-
rrollado producto de la contribucion de diversas disciplinas académicas, tales como
economia, estadistica, psicologia, politica, sociologia y filosofifa. Como consecuencia,
actualmente, es claramente una asignatura académica con todos sus derechos. A pesar
de que el concepto de decisién parece sencillo, no esta tan unificado y por lo tanto no

existe una unica linea de investigacién en materia de decisiones,[55].

Si bien la mayoria de los problemas de decisiéon involucran seres humanos com-
pletamente informados y racionales, algunos conceptos tedricos de la teoria de las
decisiones se ajustan perfectamente a cualquier clase de tomador de decisiones, esto
puede ser una computadora, un celular, o cualquier dispositivo “inteligente” progra-

mado para que, basandose en su interacciéon con el entorno, pueda seleccionar una

LEl Decisor es el encargado de realizar la seleccién de alternativas de la mejor manera, en funcién
de sus objetivos
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opcion de entre un conjunto de posibilidades. Es mas, esa suposicion de que los hom-
bres son racionales ha sido cuestionada de forma temprana con la evidencia provista
por la paradoja de Allais [56] y muchas otras paradojas de comportamiento [57],
mostrando que los humanos a menudo parecen desviarse de la prescripcion de racio-
nalidad de la teoria de las decisiones debido a prejuicios cognitivos y emocionales.
Por lo tanto, cuando se lo pone en frente de situaciones que parecen muy similares,
sus decisiones pueden ser totalmente diferentes de lo que uno esperaria.

La teoria de juegos y la teoria de la decisién tienen muchos puntos en comun, sin
embargo la teoria de juegos estudia decisiones en entornos en donde hay interaccion.
Es decir, que estudia la eleccién de la estrategia éptima cuando los costos y los benefi-
cios de cada opcion no estan fijados de antemano, sino que dependen de las elecciones

de otros individuos.

3.1.1. Teoria cuantica de la decisioén

Fenémenos ampliamente observados de no conmutatividad en patrones de com-
portamiento exhibidos en experimentos donde seres humanos deben tomar decisiones
y realizar elecciones, no se pueden obtener con la teorfa de decision clasica [58] pero
pueden ser descritos adecuadamente mediante la unién de la mecanica cuantica y la
teorfa de decisién. Estas dos teorfas han sido combinadas recientemente [58, 59, 60]
para tener en cuenta la indeterminacion de las preferencias que se determinan sola-
mente cuando la accion tiene lugar. Un agente se describe por medio de un estado que
es una superposicion de las preferencias potenciales con el proposito de ser proyectado

sobre uno de los posibles comportamientos al momento de la interaccién. Ademaés del



77

principal objetivo de modelar la incerteza en las preferencias que no es debida a la
falta de informacion, este formalismo parece ser adecuado para describir fenémenos
ampliamente observados de no conmutatividad en patrones de comportamiento.

La inclusién de la cuantica en la toma de decisiones permite el desarrollo de una teoria
unificada que puede formalizar el proceso de toma de decisiones no solo por parte de
un ser humano en términos de lenguaje cuantico sino también de un sistema cudntico
que se pudiera emplear para crear inteligencia artificial [59].

Con el propédsito de precisar la matematica del problema es conveniente comenzar
con algunas definiciones. Por ejemplo, el ente que toma las decisiones podria ser un
ser humano, una sociedad, una computadora, o cualquier tipo de sistema o dispositivo
electronico programado para tomar decisiones.

El proceso de tomar una decisiéon implica que uno delibere entre varias acciones po-
sibles con diferentes resultados, con el fin de decidir cual de las acciones elegir. Las
acciones posibles se pueden enumerar por un indice 1 = 1, 2,...N donde N es el niimero

total de acciones. Sea A el conjunto de las posibles acciones, donde
A={4,:i=1,2,...N} (3.1.1)

En el mercado de citas por ejemplo la accién A para un hombre se puede relacionar
con la intenciéon “Elegir una mujer”, por lo tanto el indice ¢ indica a cual de las
opciones del grupo A elige. A cada accién A; le corresponde un estado |A;) en un
espacio de Hilbert, que es una funcién compleja cuyo conjugado hermitico es (A;|. Se
asume aqui que el producto escalar esta definido, tal que los estados de las acciones
son ortogonales:

(AilA;) = 6y (3.1.2)

El estado de la eleccidon, en general estd compuesto por una combinacién lineal de las
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distintas acciones posibles

) = Z a;| Ag) (3.1.3)

i
Los coeficientes a; son definidos por el que toma las decisiones, de manera que |oy|>
le asigna un peso a la decision |A;). La estrategia de cada uno de los “actores” en un
problema de decision estara determinada por los pesos que ellos les asignen a cada

una de las estrategias.

3.2. Problemas de Correspondencia: Mercado de
citas

Los problemas de correspondencia (matching problems) tienen amplias aplicacio-
nes en contextos sociales y de economia [61, 62]. Como posibles aplicaciones se puede
pensar en empleadores-buscadores de empleo, inquilinos-propietarios, hombres y mu-
jeres que buscan una cita [50, 49] o ciliados solitarios y los rituales de cortejo [63]. El
futuro no muy lejano de las redes de comunicaciones inalambricas exige dispositivos
celulares capaces de decidir por si solos la banda del espectro donde transmitir, la
potencia de transmisién, e incluso aprender los usos y costumbres de los usuarios.
Con ellos llegaran los conflictos de intereses, y las decisiones tomadas por cada uno
de ellos estara condicionada por las variables del entorno, donde una de esas variables
serd la cantidad de usuarios intentando utilizar las mismas bandas. Estos problemas
resultan ideales para ser modelados como problemas de decision, o de forma particu-
lar en problemas de matching entre los dispositivos y los posibles recursos a los que

aspiran [64, 65].
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El problema del matrimonio estable, quizds el primer modelo de matching, fue
presentado por Gale and Shapley hace casi cinco décadas [48]. Este asume que cada
agente conoce sus preferencias sobre los individuos en el otro extremo del mercado. Si
bien, la suposicién de informacion perfecta estd lejos de ser una buena aproximacién
para los mercados, debido a su generalidad, el modelo sigue hoy en dia vigente [66]. A
pesar de que el modelo metaférico del casamiento entre hombres y mujeres es subje-
tivo, la importancia de los modelos de matching radica, para nosotros, en sus amplias
aplicaciones en contexto de la teorfa de las comunicaciones,[67]. Fundamentalmente
los problemas de asignacién de recursos se caracterizan por un conjunto de recursos
y un conjunto de demandas. En ese contexto, cada recurso puede tener una utilidad
diferente para cada demanda y el objetivo es tipicamente encontrar una asignacién

entre dos conjuntos de modo que la utilidad se maximice.

El problema del mercado de citas, se enmarca dentro de esta clase de situaciones y
se formula de la siguiente manera: Suponga un grupo M de hombres que quieren una
cita con alguna mujer de un conjunto S. Cada hombre tiene estrictas preferencias por
cada una de las mujeres. De manera similar, cada mujer también tiene una estricta
preferencia por cada uno de los hombres. Por otra parte, si un hombre consigue una
cita, el recibe una recompensa (afectiva, monetaria, etc.) cuyo “monto” depende de
la mujer elegida, y la mujer por su parte también recibe una recompensa acorde con
el hombre con el que aceptod salir. La pregunta clave es si existe un conjunto estable
de parejas tal que ningiin hombre ni mujer tienen un incentivo como para cambiar de
comparnero la préoxima cita. En el contexto de las telecomunicaciones seria, ;Estardn

satisfechos transmisor y receptor de la calidad de comunicacién que estan teniendo?
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o deberan cambiar de banda, transmitir con mas potencia, etc.

Motivados por los aportes de la mecanica cudntica a la resolucién eficaz de proble-
mas complejos diversos, se realiz6 un una versién cuantica del mercado de citas, con
el propésito de estudiar su desempenio en problemas de matching [2]. A diferencia del
juego tradicional, en la versién cuantica los jugadores tienen la posibilidad de utilizar
técnicas de la mecanica cuantica, como por ejemplo utilizar un algoritmo de busqueda
cuantico para explorar de manera eficiente sus posibilidades.

Con el objeto de estudiar las propiedades que caracterizan la estabilidad del mode-
lo se estudid el comportamiento estadistico de este modelo cuantico. Las estrategias
aplicadas por los agentes causan modificaciones en el estado del sistema completo que
se reflejan en la entropia del mismo. Los puntos de maxima y minima entropia son
utilizados como herramientas de caracterizacién de las estrategias que conducen a los

estados estables e inestables del problema [4].

3.3. Mercado de Citas: Modelo cuantico

3.3.1. Introduccion

El modelo cuantico del mercado de citas se formulé como un problema del ban-
dido bi-direccional tal como se hizo en otras versiones cldsicas del mismo, [50, 49],
en donde en un lado del mercado se encuentran los hombres que deben elegir una

de las opciones disponibles del otro lado del mercado, cuyas integrantes son mujeres
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que también desean una cita. A diferencia de lo que ocurre en el bandido unidirec-
cional, las mujeres también tienen poder de accion, es decir que pueden decidir con
qué propuesta quedarse. En el modelo clasico del mercado de citas, los hombres eligen
mujeres simultaneamente de un conjunto de N posibilidades basando sus elecciones
en experiencias anteriores, valores adquiridos, etc. A diferencia del juego tradicional,
en la versién cuantica los jugadores tienen la posibilidad de aprovechar las técnicas de
la mecdnica cuantica. Propiedades tales como superposiciéon y entanglement, utiliza-
das de manera inteligente permiten mejorar el rendimiento de los jugadores cuanticos
frente a los que juegan con estrategias clasicas.

La toma de decisiéon de cada hombre implica principalmente el buscar dentro de una
gran base de datos la mujer mas adecuada de acuerdo con sus gustos o preferencias,
en consecuencia es logico pensar que una estrategia de biisqueda inteligente puede ser
de mucha utilidad sobre todo si el espacio de busqueda es grande. Como no hay una
forma de que las mujeres aparezcan ordenadas de acuerdo a las preferencias de cada
individuo, la bisqueda es desordenada. El algoritmo de Grover, tal como fue desarro-
llado en un capitulo anterior, saca ventaja de la superposicion de estados cuanticos
para encontrar un estado “marcado” de un grupo de posibles estados solucion en un
tiempo considerablemente menor que cualquier algoritmo clasico conocido [34]. Di-
cho espacio de estados debe ser trasladable, digamos a un grafo G dentro del cual se
pueda encontrar, por medio de la ejecucién de un algoritmo, un estado particular que
cumpla con las caracteristicas de busqueda o bien con una marca distintiva. Cuando
nos referimos a “marca distintiva” pensamos en problemas cuya solucion algoritmica
esta inspirada en procesos fisicos, es mas, es posible garantizar que el nodo buscado

estd marcado por un valor minimo (maximo) de una propiedad fisica incluida en el
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algoritmo.

Si consideramos a la mujer que mejor se ajusta a las preferencias de un cierto hombre
como el {tem buscado, la utilizacion del algoritmo de Grover como herramienta de
busqueda puede ser una muy buena estrategia para cumplir con el objetivo de dicho

jugador.

3.3.2. El Modelo

Pensemos en una situacion en la cual M hombres y W mujeres participan del
juego. Sea un espacio de Hilbert cuyos estados S; = {|0), |1), ..., |W — 1)} representan
los indices correspondientes a las N, mujeres que participan del juego, y que por lo
tanto estan disponibles para ser elegidas por el hombre 7. Como se puede apreciar, se
necesitan logy (W) qubits para representar el indice de cada mujer. Del mismo modo,
se define el espacio S; = {|0), |1),...,|M — 1)} de posibles estrategias de una mujer j.
El espacio de estados que corresponde a todas las posibles decisiones de los hombres
es Sy =5 S1Q...QSy_2@@ Sy_1 donde ) es el producto de Kronecker. Por
ultimo, se define el espacio de estado de parejas posibles, como el espacio que incluye
los estados correspondientes a todas la decisiones de los hombres y todas las posibles
preferencias de las mujeres S¢ = Sy Q) Sw .

El vector de estados del hombre ¢ es una superposicion cuantica de los estados de
la base, esto es ¥; = Z] V. a;l4), donde |a;|? es la probabilidad con que i estarfa

dispuesto a elegir a la mujer 7, y por lo tanto se debe cumplir la condiciéon de norma-
-1

lizacién Z lo|? =



83

3.3.3. Algoritmo de Grover como estrategia

Cualquier algoritmo cuantico se puede pensar como una serie de transformaciones
lineales, por lo tanto U puede simbolizar una sola o una cadena de transformaciones
sucesivas. Bajo este marco, se propone el uso del algoritmo de Grover como estrategia
para acelerar la busqueda de los hombres en el espacio de posibles parejas.

La tabla 3.1 es un ejemplo que muestra los estados de cuatro mujeres en la primera
columna mientras en la segunda columna se alinean caracteristicas nicas y propias
de cada una de ellas, en este caso el color de pelo. Observe que si el jugador esta
buscando una mujer con una caracteristica determinada, digamos “castana’”, debe
ingresar a la tabla por la segunda columna, la de las caracteristicas, y cuando en-
cuentra lo que busca observa en la primera columna el estado de la mujer elegida,
que para el ejemplo es |3). El procedimiento es muy sencillo si tratamos con tablas
con pocas filas, pero para grandes bases datos, en el mejor de los casos la tabla debe

ser consultada N, /2 veces [68, 69].

woman | feature
|0) rubia
1) morocha
|2) pelirroja
|3) castana

Cuadro 3.1: Ejemplo de una base de datos de mujeres: La columna izquierda contiene
los estados de las mujeres y la derecha muestra una letra que representa alguna
caracteristica o un conjunto de caracteristicas de la mujer de la izquierda.

Sea W el estado inicial del sistema que mediante transformaciones unitarias U, es-
trategias, es transformado a ¥, = UV,. El sistema se encontrard inicialmente en un

estado ¥;,; = [00...00) = |0)®"; como ocurre generalmente en fisica, en problemas
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sin perturbacién, el estado cudntico inicial es el de minima energia. Como se detallé en

el capitulo 1, el sistema alcanza un estado con una distribucién de amplitudes de pro-

babilidad uniforme luego de que se aplica el operador Hadamard H sobre el estado
inicial

1 Nl

1= Hiini =~ ; /i). (3.3.1)

De esta forma el estado 9/, garantiza que existe inicialmente una probabilidad de

1/N,, de que un hombre encuentre a la mujer que busca. La estrategia propuesta seria

aplicar una serie de transformaciones sobre este estado de modo que se modifiquen las

amplitudes haciendo crecer las que corresponden a los indices de las mujeres buscadas

y disminuir las otras [2, 70]. Para lograr este objetivo se necesitan basicamente dos

compuertas, la primera Uy identifica cudl de todas las posibles soluciones es la correcta

0) = I1) 0) = 1)
V2 V2

Bésicamente realiza una inversién de fase sobre el estado o estados solucién del

|w)( ) 7 (=1 w)( ) (3.3.2)

problema. Debido a su propiedad de responder a la pregunta ;Es w solucion del pro-
blema? en forma binaria (Si o No), se suele denominar a esta compuerta Oraculo.
Consideramos aqui, un caso extremo, donde existe solo una mujer que cubre todas las
expectativas del hombre. Luego, una nueva transformacién es necesaria y se realiza
por medio de una compuerta Ug y dos H cuyo objetivo es realizar una inversién sobre
la media de las amplitudes del estado, lo que lleva a amplificar la amplitud del estado
buscado. Por lo tanto, el algoritmo garantiza que realizando esta sucesion de trans-
formaciones G = HUrHUy, una cantidad proporcional a N 1/2 yeces la probabilidad
de que el hombre que utiliza esta estrategia cuantica encuentre la mujer que esta bus-

cando es cercana a 1. En general, puede ocurrir que sean M las soluciones posibles.
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Si se relajan las condiciones de evaluacion puede ocurrir que la cantidad de mujeres
que encuadren en la categoria de “preferidas” aumente, y por lo tanto el proceso de
seleccion se acelere. Se puede demostrar [71] que en este caso la cantidad necesaria
de iteraciones es \/g . Si pensamos en un universo de N = 1024 mujeres de entre las
cuales un caballero debe elegir, clasicamente deberia concertar 512 citas para con un
50 % de exactitud encontrar la que, de acuerdo con sus preferencias es la correcta. En
la figura 3.1 se muestra para este ejemplo, en azul, la evolucién de la probabilidad
de encontrar el estado buscado en cada iteracion. En la bisqueda cuantica, como se
puede observar, en la iteracion 25 la probabilidad de acierto es practicamente 1. En
la misma grafica se muestra como en cambio las probabilidades de los otros estados

decrece (curva roja).
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Figura 3.1: La probabilidad de encontrar el item buscado crece en cada iteracion
(curva azul). En contraste se presenta en la misma grafica el decrecimiento de la
probabilidad correspondiente a un estado cualquiera (curva roja). El ejemplo es para
una base de 1024 datos.

En resumen, el juego del mercado de citas al igual que otros problemas enmarcados
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en la categoria de problemas de correspondencia, cuenta con dos etapas principales, la
primera es la de “Exploracion” y la segunda es la etapa de “Explotacién”; el tiempo
que dura cada etapa depende de la estrategia de cada jugador. La utilizacion del
algoritmo de Grover en la etapa de exploracion como estrategia para encontrar una
pareja que cumpla con las condiciones del interesado permite una ventaja de éste por
sobre los jugadores que utilizan estrategias clasicas. Si se supone que ambos jugadores
pueden realizar una misma cantidad de intentos, en promedio el jugador cuantico
superara al clasico. Si para el caso de N = 1024 se permite al jugador clasico mas
intentos que al cuantico, se puede observar en la grafica que sus chances se equiparan
cuando el jugador clédsico realiza 512 intentos y el jugador cuantico 8, en ese instancia
ambos tiene las mismas probabilidades y dependeran solo de las decisiones de las
mujeres elegidas. Es interesante observar también que si todos los hombres utilizan
la estrategia cuantica, ninguno toma ventaja por sobre el otro, y la estabilidad se

alcanza rapidamente.

Cuantico vs Clasico

Con la finalidad de comparar la eficiencia del planteo cuantico frente al clasico,
consideramos que algunos jugadores juegan cuantico y otros clasico. Para esto siga-
mos la evolucién de agentes representativos de cada grupo, ) y C' respectivamente. @,
que juega cuantico puede mantener su estado como una combinacién lineal de todos
los eventuales resultados cuando se aplican las transformaciones unitarias tales como
las descriptas arriba para el algoritmo de Grover, siempre que no se realice ninguna
medicion que haga que colapse a alguno de ellos. Por otra parte, la tinica manera que

tiene C' para buscar en una base de datos de este tipo es consultar secuencialmente los
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elementos y probar si cumplen la condicion hasta que se alcanza el objetivo. Para una
lista de IV datos, la busqueda por fuerza bruta, como se denomina este procedimiento,
requiere en promedio O(N/2) comparaciones.

Se presentan dos juegos diferentes donde los hombres quieren salir con la misma mu-
jer: En el primero un jugador @ le da al jugador C' la oportunidad de jugar primero
y ambos tienen una solo un intento por turno, lo que significa solo una pregunta al
oraculo. El segundo juego, con el fin de que @) juegue con desventaja, se establece de
forma que C puede jugar N/2 veces, mientras que () sélo una vez, y ademés el jugador
C' juega primero nuevamente. Para este tltimo caso, se analizaron dos alternativas
para el jugador clésico: en la primera juega sin memoria de su anterior resultado y por
lo tanto, en cada intento tiene una probabilidad 1/N de encontrar a la mujer elegida
para su cita, la otra alternativa le permite al jugador clasico los resultados desfavo-
rables anteriores de modo de evitar elegirlos nuevamente y disminuir el conjunto de
seleccion en cada intento.

Los jugadores que invitan primero a la mujer elegida tienen més chances de tener
éxito, asi como el que invita a la misma mujer mas veces. Sin embargo, la mujer tiene
la ultima palabra, y por lo tanto el éxito de cita para cada jugador depende de las
preferencias de la mujer. Entonces, definamos P! como la probabilidad de que la mujer
1 acepte salir con el jugador clasico y Pqi a la probabilidad de que acepte la propuesta
de @. Con el objeto de comparar desempenos, consideramos que juegan T = 1000
veces por turnos y contamos las veces que tienen éxito, luego calculamos, para cada

probabilidad de aceptacion de la mujer, el valor medio de la diferencia relativa entre

soo. _ Qsuccess—C'success
los éxitos de Q y C' como D/T = . .
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o . . . . . 1 Nw_l
Inicialmente, ambos jugadores comienzan con el sistema en el estado ¢, = i oo

por lo tanto la probabilidad de seleccionar es la misma para ambos, p(w;) = 1/N.
En el paso siguiente el Oraculo marca uno de los estados de las probables mujeres de
acuerdo con las preferencias de los hombres.

Los resultados son sumamente dependientes del cardinal del conjunto de mujeres, IV,
debido a que, como ya se menciond, el algoritmo cuantico necesita O(ﬂN )) pasos
para encontrar la pareja elegida por el jugador () mientras C' necesita O(N) pasos
para la misma tarea. Para el caso en el que solo existe una mujer y un hombre, por
ejemplo, es un caso trivial donde clasico y cuantico no se sacan ventajas de busqueda
y el éxito de ambos dependera solamente de las preferencias de la mujer, esto es, si
P. > P, entonces D/T < 0y el jugador cudntico tendra éxito si P, > P.. No es
usual que ambos jugadores tengan oportunidades similares en los juegos cuanticos,
tales como, por ejemplo el juego de la moneda de Meyer [41] donde el jugador cudnti-
co siempre le gana al clasico en un juego “mano a mano”. Para un juego en el que
existen 2 mujeres () utiliza solamente un paso, pero C' necesita dos para encontrar
la pareja correcta. En este caso () gana si P, > P./4. Las condiciones para el éxito
de @) se mejoran a medida que crece N, pero no de manera mondétona. Para facilitar
la comprension, se presentan a continuacién los resultados de simulaciones para un

conjunto de tamano N = 8.

Bajo las condiciones del primer juego, ambos jugadores tienen solamente un in-
tento por turno. Debido a que C no puede modificar las amplitudes del estado 1,
tiene una probabilidad de 12,5 % de estar estar en lo cierto. Por otra parte, ) con

el algoritmo de Grover como su estrategia, puede modificar las amplitudes de los

i),
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estados para aumentar sus chances de ganar, alcanzando una probabilidad de 78 %
de encontrar a la mujer preferida con solo una iteraciéon. La figura 3.3.3 muestra los
resultados de esa situacién para diferentes combinaciones de P! y P;. El eje vertical
representa los valores D /T como funcién de P!y P; respectivamente. D /T es positiva
para todos los valores de P!y P; values utilizados en la simulacion, lo que implica
que incluso a los extremos de cumplirse P! >> Pqi, el rendimiento del jugador @ es
mejor. Sin embargo, hay una regiéon muy pequena no mostrada en la figura en la cual

Pixly Pqi ~ 0 que corresponde a un predominante C'.
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Figura 3.2: Primer juego: Un intento para ambos jugadores. Diferencia media en el

numero total de éxitos de Q y C, D/T = QS“CCESS;C““C@SS, para diferentes probabili-

dades de aceptacién de las mujeres, P!y P;. El jugador @) supera a C en todos los
casos mostrados. No se muestra en gréafico la pequena regién donde C' prevalece.

Bajo las condiciones del segundo juego, el jugador C' tiene permitido hacer % =4
intentos antes de que juegue (). Luego de cada intento de C' el sistema es forzado a
colapsar hacia un estado base , entonces un tercero, que podria ser el oraculo, prepara

los estados nuevamente y marca la solucién. Como explicamos anteriormente, el hecho
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de marcar el estado tiene incidencia en la fase del estado pero no en su amplitud, en
consecuencia, para el jugador C, la probabilidad de que el estado resulte el que el
Oréculo senal6 es, marcado o no, 1/N = 1/8 Aunque, gracias a su insistencia, intenta
% = 4 veces, sus posibilidades de cita aumentan considerablemente con respecto al
primer caso. La figura 3.3.3 los resultados correspondientes, donde es posible apreciar

que el jugador cldsico comienza a superar a @ cuando P! >> Pqi, esto es, cuando la

mujer tiene una marcada preferencia por el jugador C.

PQvec

Figura 3.3: Segundo juego: El jugador clasico C tiene cuatro intentos mientras
tiene solo uno. Diferencia media en el ntimero total de éxitos de Q y C, D/T =
quccess;C’success’ para diferentes probabilidades de aceptacién de las mujeres P!y Pl

C supera a () mientras se cumple P/ >> qu‘

La probabilidad de que C encuentre la mujer elegida puede incrementarse a % si

usa el algoritmo de fuerza bruta, de hecho el tinico conocido para buscar en una
base de datos desordenada. Como se muestra en la figura 3.3.3, cuando C' tiene
% = 4 intentos y () tiene solo uno, las chances de C' de tener una cita aumentan,

y hay zonas del gréfico donde D/T < 0. esto implica que el jugador C' supera al
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jugador (). Sin embargo, para que esto ocurra, las preferencias de la mujer deben ser

considerablemente mas grandes para el jugador cldsico, P} > 2Pqi.

3.4. Conclusiéon del capitulo

Los dispositivos inalambricos de transmision son cada dia mas inteligentes. Son
capaces de decidir por si solos la banda del espectro en la cual transmitir, la potencia
de transmision, utilizada, e incluso aprender los usos y costumbres de los usuarios. En
este contexto, una red de comunicaciones es claramente una red de decisién, donde
cada dispositivo realiza la accién que maximiza su medida de rendimiento esperada,
basado en la evidencia y su conocimiento. Asimismo, las decisiones de cada agente de
la red estara condicionada donde una de esas variables, por ejemplo, es la cantidad
de usuarios intentando utilizar las mismos recursos. Resumiendo, estos problemas
resultan ideales para ser modelados como problemas de decisién, o de forma particular
como problemas de matching entre los dispositivos y los posibles recursos a los que
aspiran.

En este capitulo hemos presentado una formulacién cuantica para problemas de
matching, especificamente para el juego del mercado de citas. En ese marco las muje-
res son representadas por estados cuanticos cuyas amplitudes deben ser modificadas
por las estrategias de seleccion de los hombres, de forma que crezca la amplitud de
un estado particular y decrezcan las otras, con el objetivo final de alcanzar la me-
jor eleccion posible cuando el juego termina. Esta tarea implica un gran consumo de
tiempo, un tiempo de ejecucién O(N) para un algoritmo probabilistico cldsico, siendo
N el tamano de la base de datos de mujeres.

El algoritmo de busqueda cuantico de Grover es usado como una estrategia de juego
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que le permite al hombre encontrar a la pareja elegida en un tiempo O(v/N). Como
consecuencia, si todos los hombres usan estrategias cuanticas, a ninguno le va mejor

que los otros, y la estabilidad se obtiene rapidamente.

El desempeno de jugadores cuanticos vs. clasicos depende del ntimero de jugadores
N. En el juego “mano a mano” no hay ventaja de ninguno y solo mandan las preferen-
cias de las mujeres. La equidad de posibilidades entre jugadores clasicos y cuanticos
no es usual en la mayoria de los juegos cuanticos “mano a mano”. Las chances de
ganar para el jugador cuantico mejoran cuando aumenta N y se mantiene el niimero
de intentos, pero no de manera monoétona. La comparacién de los rendimientos entre
cuanticos y clasicos muestra que para el mismo nimero de intentos, el enfoque cudnti-
co es mejor que el clasico. Si el juego se fija de modo que el jugador clésico tenga
% y cudntico tenga solo una, el primero comienza a tener ventaja sobre el segundo
cuando su probabilidad de ser aceptado por la mujer elegida es mucho mayor que la
probabilidad que tiene cudntico de ser elegido por ella. Debido a que el entanglement
cuantico mejora la “velocidad” con que evolucionan ciertos estados [72], en los analisis
siguientes se introducira entanglement entre jugadores con el proposito de observar si

esta condicion provee alguna ventaja a los jugadores y cambia las soluciones estables.



Capitulo 4

Parejas estables en el modelo
cuantico del mercado de citas

En la capitulo anterior se presenté un modelo cuantico del mercado de citas. Co-
mo se pudo apreciar, en la aproximacion cuantica las amplitudes de probabilidad
asociadas con los estados que representan a las mujeres son modificados por medio
de las estrategias de seleccion que aplican los hombres con el fin de alcanzar la mejor
eleccion cuando el juego concluya. Continuando con el modelo, en este caso nos enfo-
camos en la informacién asociada con el problema del mercado de citas. Debido a que
se permitiran estrategias mixtas, resulta mas adecuado utilizar la matriz de densidad
para describir el estado del sistema, en lugar de la funcién de onda. El problema se
analiza bajo los conceptos de médxima y minima entropia tomados de la teoria de la
informacion. Si bien las acciones de los jugadores se basan en las utilidades que pue-
den obtener, sus experiencias pasadas, sus creencias, etc., no estamos directamente
interesados en esas causas sino mas bien en las consecuencias de las decisiones que
ellos toman, esto es, la influencia de las estrategias que ellos aplican sobre la esta-

bilidad del sistema. El principio de Bienestar Colectivo establece que un sistema es
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estable solamente si se maximiza el bienestar de todos por sobre el bienestar indivi-
dual[44]. Con la intencién de identificar las condiciones de estabilidad se supone que

los estados de maxima entropia obedecen al principio de bienestar colectivo.

4.0.1. Las estrategias

Las estrategias empleadas por los jugadores cambian el estado del sistema, es de-
cir, que el sistema evoluciona hacia un nuevo estado, o eventualmente permanece en
el estado actual. Es asi que, en lo juegos cuanticos, las estrategias de los jugadores se
representan por medio de operadores unitarios, conocidos en la teoria de la mecanica
cuantica como operadores evolucion relacionados con el Hamiltoniano del sistema.
Si se define U; como el operador que corresponde a la estrategia del jugador i, el ope-
rador estrategia de N-jugadores resulta U = Uy @ U;...U; Q) ... @ Un_1. Inicializado
el sistema en un estado puro |Wy), los jugadores aplican sus estrategias U con el objeto
de modificarlo en funcién de sus preferencias, esto es modificando las amplitudes de
probabilidad asociadas con con cada estado de la base. Como consecuencia, la evolu-
cién del sistema hacia un estado |¥;) esta dada por |¥;) = U|¥y). Para el caso que
nos ocupa, si se denotan ¥y como estado inicial y ¥ el final del sistema de parejas, U
surge de las estrategias de los hombres Uy, mujeres Uy, a través de U = Uy Q) Uy
donde Uy, es aplicada por los hombres sobre los qubits que identifican a las mujeres,
mientras la accion de las mujeres sobre los estados que identifican a los hombres esta

dada por Uy .

4.0.2. Matriz densidad y Entropia del sistema

Puede ocurrir que los jugadores no tengan certeza de qué estrategia aplicar, es

decir, por ejemplo, que puede ocurrir y de hecho es lo méas comin, que algin jugador
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se decida por una estrategia U, con probabilidad p, y otra U, con probabilidad p, =
1 — p,. Esta situacién se representa por medio de lo que se conoce como juego con
estrategias mixtas. Aunque el sistema completo se puede representar perfectamente
a través de su vector de estados, cuando se trata con estados mixtos, el operador
densidad resulta mas adecuado para esta tarea. El operador densidad fue formulado
por von Neumann para describir un ensamble mixto en el cual cada miembro tiene una
cierta probabilidad de estar en un determinado estado. Para una base de funciones
de onda concreta, se llama matriz densidad a la matriz que representa al operador
densidad del sistema. En otras palabras, el operador densidad, representa la mezcla

estadistica de todos los estados puros y se define mediante la ecuacién

D= Zpim/i)(‘lfi‘, (4.0.1)

donde los coeficientes son positivos y suman uno. El analogo cuantico de la entropia

clasica fue formulada por von Neumann [73] y se define mediante la siguiente expresién

S(p) = =Tr{plog, p}. (4.0.2)

Mediante el uso del operador densidad y un criterio de maxima o minima entropia,
se pueden hallar los estados estables del mercado de citas cuantico.
Sea un sistema que inicialmente se encuentra en el estado puro py = |Wg)(Wyl, el
operador densidad que representa la evoluciéon bajo la accién de las estrategias U, y

U, con probabilidades p, v py es

p1 = paUapoUl + poUspolUy . (4.0.3)
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4.0.3. Modelo N =2

Con la finalidad de clarificar las particularidades del modelo, se utiliza un ejemplo
simple que involucra dos mujeres y dos hombres que interactian por T periodos de
tiempo. ¥§ = a|0) + B|1) representa el estado de decisién inicial del hombre i como
una superposicion lineal de sus dos elecciones posibles que son la mujeres 0 or 1.
Sin pérdida de generalidad considere que se cumple a = 1y f = 0 en el estado
inicial de ambos hombres, que es consistente con pensar que ambos comparten la
preferencia por una de las dos mujeres. En consecuencia, el vector inicial masculino
es UM = 0) ®Q Wl = |00), donde el primer qubit representa la eleccién del hombre 0
y el segundo a la eleccién del hombre 1.

Debido a que el estado puro inicial no es estable, en el transcurso del juego este

. ’ ’ 1 .. e1-
cambiard para tomar una forma méas general U2 =" i—o Qij|ij) con probabilidad

Pay UM = Zil:o’jzo Bijlij) con probabilidad p,. Como las mujeres tienen la tltima

decision, ellas deben evaluar las proposiciones de los hombres y decidir cual aceptar y
cudl rechazar. Consideremos a modo de ejemplo que la mujer 0 elige al hombre 0 con
probabilidad py,, y al hombre 1 con probabilidad 1 — pqg,,, de forma similar asumimos
para la mujer 1 pero en este caso py,, es la probabilidad de que esta ultima elija al
hombre 0. Esa condicién no afecta la estabilidad del sistema pero dependiendo de
las probabilidades si afecta la maxima o minima entropia del sistema de parejas. La
ecuacion 4.0.4 muestra el operador densidad que corresponde a las preferencias de las
mujeres, cuya matriz asociada estd compuesta por elementos distintos de cero solo en

la diagonal.
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D0 = PomP1m100) (00]Por (1=p1)|01) {014+ (1—Pora )10 10} (10| (1 —pie) (1—p10)| 11 (1],
(4.0.4)
El producto directo de todas las proposiciones posibles de los hombres con todas
las posibles decisiones de las mujeres genera un posible vector de estado de parejas
vl = Zio i). El indice i es un ntmero de cuatro qubits, las primeros dos qubits
representan las elecciones de los hombres 0 y 1 respectivamente y los otros dos son
las posibles elecciones de las mujeres, luego, el niimero de posibles parejas es 16. Por
ejemplo, el estado |0101) corresponde al caso en que eel hombre 0 elige a la mujer 0
y ella lo acepta y lo mismo ocurre con el hombre 1 y la mujer 1. Note que algunos
estados corresponden a citas posibles, mientras otros corresponden a casos donde no
se concreta ninguna cita, o casos donde solo es posible una cita, el estado [0001) es
un ejemplo de esto ultimo donde el hombre 0 elige a la mujer 0 y ella acepta pero por
otro lado el hombre 1 también elige a la mujer 0 pero ella lo rechaza y la mujer 1 no
recibe ninguna proposicién.
Conforme el juego progresa, las probabilidades asociadas con los “desencuentros”
deben decrecer, debido a que se asume que la gente prefiere estar en pareja a estar

sola.

Los movimientos o estrategias de cada jugador estan asociados con operadores
rotacién U;(0) (4.0.5) aplicados sobre cada uno de sus qubits, donde 0 < 6 < 7.
Como se detalla en [74] cualquier operacién sobre un qubit se puede descomponer
como un producto de rotaciones. Finalmente, en el caso general donde los jugadores
tienen 2" opciones, cada estrategia pura U estd compuesta por n U;(6;) diferentes,

siendo k el estado de cada qubit.



98

Figura 4.1: Entropia cudntica correspondiente a la situacién en la que el jugador 0

varfa la probabilidad p de aplicar la estrategia U

134

15

14

1.3

1.2

1.1

Figura 4.2: Entropia cudntica correspondiente a la situacién en la que el jugador 1

varfa la probabilidad p de aplicar la estrategia U}
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0(o) = ( cos(0/2) sm(e/z)> (£05)

—sin(0/2) cos(0/2)

Sea po la probabilidad de que el jugador 0 aplique la estrategia Uy y 1 — pg la
probabilidad de que opte por aplicar la estrategia U} al estado inicial ¥}, mientras
Us vy U} son las estrategias que el hombre 1 aplica con probabilidades p; y 1 —
p1 respectivamente. Los operadores estrategia utilizados en los ejemplos se definen
abajo, las ecuaciones 4.0.6 y 4.0.7 son aplicadas por el hombre 0. Ambos transforman
el estado inicial |0) en estados que son superposicion lineal de |0) and |1), lo que
representa estados con probabilidades diferentes de elegir una u otra mujer. Por otra
parte, las estrategias aplicadas por el hombre 1 son presentadas en 4.0.8 y 4.0.9.

Las figuras 4.1 y 4.2 muestran dos situaciones en las cuales la entropia del sistema
varia considerablemente como funcion de las entropias aplicadas por los jugadores. La
Figura 2, por ejemplo, muestra un caso en el cual el hombre 1 aplica sus estrategias
con una probabilidad fija, solo variando el &ngulo € mientras el otro hombre (0) varia
tanto el angulo de rotacion del operador estrategia como la probabilidad p. En todos
los casos presentados, y con el fin de simplificar la presentacién de los resultados, la

matriz densidad perteneciente a las mujeres no cambia.

Uy = U(9) (4.0.6)
Uy = UO)U(r) (4.0.7)
Us = U(H) (4.0.8)

U = U(-9) (4.0.9)
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Por ejemplo, si ambos hombres eligen la misma mujer con probabilidad uno, ésto
estd representado en la figura 4.1 con p = 0, la situacién es completamente inestable
ya que es imposible que la mujer elija a los dos hombres al mismo tiempo (asumimos).
Esto corresponde a a entropia minima como se puede observar facilmente en la figu-
ra. Luego, dependiendo de las estrategias, aplicadas por los hombres, la entropia del
sistema completo, esto es, la entropia del sistema parejas cambia alcanzando maxi-
mos y minimos de entropia. A medida que p crece, la mezcla de estrategias también
crece produciendo un incremento en la entropia que indica una tendencia a la esta-
bilidad. La mezcla de estrategias implica que las proposiciones de los hombres estan
menos centradas en una unica mujer. La figura 4.2 muestra el caso donde el rol de
los hombres cambia, es decir que el hombre 0 fija las probabilidades de sus estrate-
gias mientras el 1 varia la suya. Aunque para un angulo # fijo, como se espera, los
puntos de entropia minima estan localizados donde el jugador aplica una estrategia
pura (p = 0), para § = /2 el valor de la entropia no cambia sin importar el valor
de p. Esto es asf debido a que U y UY son equivalentes y por lo tanto el jugador 1
esta aplicando una estrategia pura. Por ultimo, un resultado que no se muestra en
las figuras, pero que resulta intuitivo, es que la entropia méaxima crece cuando las
preferencias de las mujeres por ambos hombres son los mismas.

De esta manera, los puntos de méaxima y minima entropia se pueden usar para identi-
ficar estados estables. Sin embargo, estos estados pueden no coincidir con los estados
de equilibrio del juego, debido a que las utilidades de los jugadores no se han tenido

en cuenta.
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4.1. Conclusion del capitulo

Como una continuacién del analisis del modelo cuantico del mercado de citas que
tiene en cuenta el aprendizaje progresivo y que representa a las mujeres con estados
cuanticos cuyas amplitudes asociadas deben ser modificadas por las estrategias de
seleccién de los hombres, nos concentramos en la informacién asociada al problema.
Debido a que tratamos con estrategias mixtas, se adopta en este caso el formalismo
de la matriz densidad para describir el sistema. Aunque ciertamente las decisiones de
los jugadores estan basadas en los pagos, en la experiencias previas, creencias, etc.,
nuestro interés no radica en esas causas sino en las consecuencias de las decisiones
que ellos toman, esto es, en la influencia que tienen las estrategias que los jugadores
adoptan sobre la estabilidad del sistema cuantico por medio de la equivalencia entre
estados de entropia maxima y esos estados que obedecen al Principio de Bienestar
Colectivo cuya premisa es: un sistema es estable solo is este maximiza el bienestar de
lo colectivo por sobre el bienestar del individuo. Esta premisa volverd a resurgir en
capitulos posteriores donde se traten redes de comunicaciones. Alli se debera priorizar
la “salud” de la red como un todo por sobre el rendimiento de cada nodo en particular.
Los puntos de Méxima y Minima entropia son usados para encontrar estrategias
caracteristicas que conducen a estados estables o inestables. Sin embargo, con el
propésito de encontrar estados de equilibrio de Nash, deben ser consideradas las
utilidades de los jugadores.

La entropia maxima o minima no solo depende de las estrategias de los hombres sino
también de las preferencias de las mujeres, alcanzando su valor méximo cuando ellas
no tienen preferencias, es decir, cuando la probabilidad de elegir a cualquiera de los

hombres es la misma. Por otra parte, la entropia minima corresponde a una situacién
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en que los hombres ponen todas sus fichas a una solo mujer, sin dar oportunidad
a ninguna otra. Una situaciéon semejante a la que puede ocurrir con un dispositivo
que, basandose en su experiencia pasada elige con maxima probabilidad el canal de

frecuencia que a priori seria el menos congestionado.



Capitulo 5

Teoria de juegos aplicada a las
telecomunicaciones inalambricas

5.1. Introduccion

El objetivo de este capitulo es el estudio de las redes inalambricas de comunicacio-
nes desde el punto de vista de la teoria de juegos. El tema central es la administracién
de los recursos de libre acceso, una tarea que es de maxima importancia cuando éstos
son limitados [75]. El control de potencia, por ejemplo, es un tema central en el disefio
de sistemas de comunicacién multiusuario con interferencia limitada, en los cuales el
rendimiento de cada usuario depende no solo de su asignacién de potencia, sino tam-
bién de la asignacion de potencia del resto de los usuarios. El control de acceso al
medio también es otro tema que abordaremos desde el punto de vista de los juegos
ya que, al igual que en el caso anterior resulta natural modelar estos problemas como
una competencia entre usuarios que buscan cumplir un objetivo, la mayoria de las
veces de manera egoista pero otras con el fin de favorecer el bien comtun de toda la
red. Antes de abordar los problemas especificos que hemos analizado como parte de
esta tesis, se introduciran algunos temas relacionados con la teoria de las comunica-

ciones que luego se mencionaran, tales como radio cognitiva, redes de radio cognitiva
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y acceso oportunista al medio. Esto permitird al lector, no solo seguir los problemas

planteados sino pensar en otras aplicaciones no tratadas aqui.

5.2. Sistemas de Comunicaciones inalambricos

Comenzaremos presentando los sistemas celulares porque son, de alguna forma,
la base cualquier otro tipo de sistema inalambrico. Una red celular consiste en un
ntmero de estaciones base (BS) fijas, una por cada célula o celda. El drea total de
cobertura se divide en celdas y un mévil se comunica con la o las BS mas cercanas.
Dicho de otra forma, el area cubierta por una estacion base, esto es, el area desde la
cual llegan llamadas entrantes a la BS, se llama Celda. En general, se grafica como
una region exagonal con la estacion base en el medio. Debido a que no siempre se
cuenta con superficies altas que permitan una buena cobertura, como la terraza de
un edificio o el tope de un cerro donde poder ubicar las antenas, las estaciones base
no estan dispuestas de forma regular en las ciudades. Asimismo, se eligen los usuarios
moviles conectados a una estacion de base por las buenas vias de comunicacién en

lugar de la distancia geografica.

El enlace inalambrico de una estacion base hacia los usuarios méviles se denomina,
enlace descendente o simplemente bajada, y el enlace desde los usuarios a una esta-
cién base se denomina enlace ascendente o subida. Por lo general hay muchos usuarios
conectados a una tnica estacién base. Para el canal de enlace ascendente, cada usua-
rio conectado a una estacion base dada transmite su propia forma de onda, y el de

estacion base recibe la suma de las formas de onda de los distintos usuarios mas ruido.
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Siguiendo con la descripcién, podemos mencionar las LAN inaldmbricas (redes de
area local). Estas estédn disenadas para velocidades de datos més altas que los siste-
mas celulares, pero por lo demas son similares a una sola célula de un sistema celular.
Estas son usadas para conectar computadoras portatiles y otros dispositivos portati-
les en la red de area local dentro de un edificio de oficinas o ambientes similares. En
este tipo de sistemas, la movilidad esperada es poca y su principal funcién es la de
permitir la portabilidad. La familia IEEE 802.11 contiene los principales estandares
para redes LAN inalambricas. Existen normas de menor escala, como Bluetooth o una
maés reciente basada en la comunicacién de banda ultra ancha (UWB), cuyo propdsito
es reducir el cableado en una oficina y simplificar las transferencias entre oficina y los
dispositivos de mano. Finalmente, existe otro tipo de LAN Ilamado red ad hoc. Las
redes Ad-Hoc son la dltima frontera en comunicacién inalambrica. Aqui, en lugar de
un nodo central (estacién base) a través del cual fluye todo el tréfico, los nodos son
todos equivalentes. La red se auto-organiza sobre vinculos entre varios pares de nodos
y elabora las tablas de enrutamiento utilizando estos enlaces. Aqui los problemas de
enrutamiento, la difusion del control informacion, etc, son preocupaciones importan-
tes, aunque los problemas de re-instalacion y colaboracion distribuida entre los nodos

son también areas activas de investigacién actual.

Las redes inalambricas modernas, tales como las redes de sensores, las redes de
malla, los sistemas de computacion ubicua, comparten unas serie de necesidades basi-
cas, como lo son la auto-configuracion, la operacion descentralizada y el ahorro de
energia. Al mismo tiempo, los dispositivos intervinientes necesariamente estan evo-

lucionando hacia modelos tecnolégicamente mas sofisticados e “inteligentes” con la
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capacidad de adaptarse a cualquier cambio que el medio les presente. Cada nodo que
ejecuta un protocolo distribuido debe tomar sus propias decisiones, que pueden estar
condicionadas por las reglas o algoritmos de un protocolo, pero en tltima instancia,
dicho nodo tendra cierta libertad de accion en el establecimiento de parametros o
cambiar el modo de operacion. Estos nodos son entonces, agentes auténomos, toman-
do decisiones en lo que respecta a la potencia de transmision, el reenvio de paquetes,
tiempo de espera (backoff), etc. En lo que respecta a la toma de decisiones, es impor-
tante pensar en cudl es el objetivo que persiguen los nodos. Es decir, en algunos casos
los nodos puede que busquen el bien de la red en su conjunto, mientras que en otros
casos actien de manera egoista, buscando satisfacer solo sus propios intereses. Por
ultimo, pueden existir también nodos cuyo fin sea el de arruinar el buen desempeno
de la red para otros usuarios.

Las redes inalambricas de sensores son un tipo particular de redes Ad-Hoc, en el cual
los nodos son sensores inteligentes, dispositivos pequenos (aproximadamente del ta-
mano de una moneda) equipados con funcionalidades avanzadas de sensado (térmico,
presién, actstica y otros, son ejemplos de esas capacidades de sensado), un pequeno
procesador y un transmisor inaldmbrico de corto rango. En este tipo de redes, los
sensores intercambian informacién con el ambiente de forma ordenada con el fin de
construir una vista global de la regién monitoreada, la cual es accesible a un usuario
externo a través de uno o mas nodos de gateway. Debido a que la posicion de estos
sensores es generalmente inaccesible (operaciones de socorro en zonas de desastre,
terrenos inaccesibles, etc.), los protocolos y los algoritmos deben ser capaces de auto-

organizarse ante un eventual cambio en las condiciones del medio, por ejemplo.
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El espectro radioeléctrico puede ser considerado, a todos los efectos, como un re-
curso natural limitado. Es por esto que el uso que de él hacen los diferentes sistemas de
comunicaciones se encuentra regulado de manera local en cada paifs. Si analizasemos
actualmente porciones de este espectro nos encontrariamos con que el grado de ocupa-
cién de las bandas que lo conforman es muy diferente. Algunas bandas se encuentran
desocupadas buena parte del tiempo mientras que en otras el nivel de ocupacion es
extremadamente elevado. El hecho de que exista un evidente desaprovechamiento del
espectro es una de las causas que ha motivado, en los ultimos anos, el desarrollo del
concepto de Radio Cognitiva[76].

Los Sistemas de Radio Cognitiva deben poseer la capacidad de analizar el espectro
radioeléctrico sobre un amplio rango de frecuencias con el objetivo de detectar esos
canales desocupados, también llamados “claros espectrales”. Basandose en la dispo-
nibilidad de canales y otra informacion adicional extraida del medio, ciertos usuarios
pueden ocupar un canal que cumpla con los requisitos necesarios para efectuar su co-
municacién. Un dispositivo de radio cognitiva es un sistema de radiofrecuencia capaz
de tomar informacion de su ambiente para mejorar su rendimiento, y en consecuencia
aumentar el rendimiento de toda la red . Por ejemplo, puede monitorear el espectro
y elegir las frecuencias que minimicen la interferencia existente en la comunicacién
activa. De esta manera, una red cognitiva, puede responder a las necesidades de un
usuario particular, dentro de las politicas que define el operador, al mismo tiempo

que optimiza los recursos generales.

En resumen, en una red inaldmbrica multiusuario los servicios son provistos a

multiples usuarios, los cuales se asume que son lo suficientemente racionales como
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para poder alcanzar el mas alto desempeno. Ademas, debido a que el acceso al canal
de un nodo influye sobre los nodos vecinos, la teoria de juegos, por naturaleza, resulta
ser una herramienta 1til y poderosa para el desarrollo y la investigacién de este tipo
de redes. Una de la aplicaciones mas interesantes de los juegos es como herramienta
para crear esquemas de cooperacion entre entidades tales como nodos, terminales o
proveedores de red, donde la estabilidad de las soluciones para los jugadores se obtiene
a través del concepto de equilibrio [77]. En la mayoria de los casos, los problemas a
resolver estan relacionados con el diseno y optimizacién de protocolos de ruteo y de
asignacion de recursos. En esta seccién vamos a repasar algunos casos tipicos donde
la teoria de juegos ha sido aplicada y posteriormente analizaremos los casos en los

que la teoria de juegos cudntica impone mejoras.

La aplicacion de la técnica de juegos en redes se aplica en distintos niveles de los
protocolos en el modelo OSI (Open Systems Interconnection). El modelo OSI divide
en capas, mas precisamente siete, el proceso de transmisién de la informacién entre
equipos informaticos, donde cada capa se encarga de ejecutar una determinada parte
del proceso global [78, 79]. Las pilas o capas de protocolos no son méas que una serie
de pequenos protocolos ordenados de manera jerarquica trabajando juntos para llevar
a cabo la transmision de los datos de un nodo a otro de la red. Algunos juegos tienen
lugar a nivel de capa fisica, tales como Juegos de Control de Potencia o de Adaptacion
de forma de onda son problemas tipicos de mejoramiento del rendimiento a este nivel.
En la capa fisica, el rendimiento es medido generalmente en términos de la relacién
senial a interferencia més ruido (SINR) en los nodos. Cuando los nodos de la red

responden a los cambios percibidos en la (SINR) adaptando su senal, se produce un
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proceso de toma de decisiones en la capa fisica. Un ejemplo es el denominado “Juego
de Interferencia” que se desarrolla en la siguiente seccion.

Otros juegos se desarrollan a nivel del control de acceso al medio. En esta capa, usua-
rios egoistas buscan maximizar su utilidad mediante la obtenciéon de una proporcion
arbitraria del acceso al canal. Esta accion, sin embargo, disminuye la capacidad de
otros usuarios de acceder al canal, por ejemplo en el juego Aloha Ranurado, que fue
presentado anteriormente en el 2 .

Como parte de esta tesis se ha analizado la posibilidad de adaptar el protocolo MAC
802.11 para su uso en comunicaciones cuanticas [5]. Cabe aclarar que las familias
IEEE 802.11 son los principales estdandares que definen las caracteristicas una red
LAN inalambrica. En ellos se encuentran las especificaciones tanto fisicas como a ni-
vel MAC (Medium Access Control), que hay que tener en cuenta a la hora de imple-
mentar una red de drea local inaldmbrica [81]. En este trabajo, proponemos un nuevo
método de control de acceso al medio capaz de ser utilizado tanto en comunicaciones
cuanticas como clasicas. Dado que, las comunicaciones cuanticas prometen maneras
seguras para enviar informacién valiosa, seran necesarias redes de dispositivos cuanti-
cos y métodos de control de acceso al medio que eviten la pérdida de informacién. Por
otro lado, como las colisiones excesivas son frecuentes en redes inalambricas clasicas
congestionadas, hemos sacado provecho del paralelismo cuantico y el entanglement
cuantico multipartito para disenar una subcapa MAC que proporciona los dispositivos

de un acceso eficiente y equitativo al canal.

LALOHA ranurado es un protocolo alternativo al protocolo Aloha original que consiste en dividir
el tiempo en intervalos discretos, llamados ranuras, correspondientes cada uno a la longitud de una
trama. Este método mejora en rendimiento al ALOHA puro (ya que algunas colisiones son evitadas)
y se utiliza un reloj que marca los comienzos de las ranuras (o intervalos). Solamente se permite
transmitir una trama al comienzo de una ranura y, si la estacion se encuentra en mitad de ella,
deberd esperar hasta el comienzo de la siguiente para enviar datos, ver [80] para mayor informacién.
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5.2.1. Juego de Interferencia

Los juegos de interferencia son utilizados para modelar redes inalambricas debi-
do a que permiten caracterizar muy bien su entorno. En estos sistemas, multiples
transmisores (nodos de una red) con distintos incentivos y con libertad de elegir los
parametros de operacién comparten el medio. Como se puede observar en la figu-
ra (5.1) que modela de forma genérica el canal, la potencia transmitida por cada
transmisor hacia un determinado receptor no solo actia sobre éste, sino que, también
contribuye al nivel de interferencia en los otros receptores [82]. En dicho modelo, la
senal se propaga desde cada antena transmisora a cada una de las antenas receptoras,
lo que permite representar la transmision a través de una matriz, a la que llamaremos
aqui H, cuyos elementos h;; representan la transferencia entre la antena emisora i y
la antena receptora j. En consecuencia, la correcta decodificacion de la senal en un
enlace dependerd de la relacién senal a ruido e interferencia (SINR) recibida. De esta
forma, se considera que la transmision de un nodo es satisfactoria cuando la amplitud
de la senal captada por el receptor es mayor que la suma de las senales que recibe de
los otros jugadores, méas el ruido ambiental. Por ltimo, es importante observar que el
rendimiento particular de cada jugador dependerd no solo de sus decisiones sino tam-
bién de las decisiones tomadas por el resto. Para ilustrar esto, pensemos por ejemplo
que una estrategia posible seria transmitir con la mayor potencia posible. Esta estra-
tegia, si bien podria asegurar al jugador una transmision exitosa, el excesivo consumo
de energia acortaria criticamente la duracion de la bateria, sin considerar el perjuicio
de esta decision sobre los otros usuarios. Por otra parte, si todos los jugadores eligen

esta misma estrategia también el éxito de la transmisién estaria comprometido. En
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resumen, la interferencia mutua creada se traducird en un rendimiento global por
debajo del 6ptimo, asi también como un consumo innecesario de energia y/o fallas de
transmision. Un juego de este tipo se presenté en el capitulo (2) como ejemplo de la
utilidad de la teoria de juegos. En aquella oportunidad, como dato relevante se ob-

servo que el nivel 6ptimo de Pareto no garantiza el menor consumo posible de energia.

Figura 5.1: Modelo de Interferencia

Suponga un escenario [83] en el cual los usuarios operan sobre un total de K
canales de ancho Af. Se asume aqui que el usuario 7 tiene permitido transmitir una
potencia total P; la cual distribuira en los distintos canales. De esta forma, el vector
de potencias que puede transmitir cada jugador es p; = (p;(1), ..., p;(K)) € [0, P,]¥,
donde py, es la potencia transmitigl{a en el canal k. Dada la caracteristica no cooperativa
del juego, se cumple la igualdad Z pi(k) = P;, es decir que todos los usuarios desearan

k=1

aprovechar al méaximo su potencia. Por tultimo, la utilidad de los jugadores se mide

por medio de la expresion

| hid *pi (k)
> |hijP*pi(k) + n(k)

JFi

K
C'(py,...py) = D _logs | 1+ , (5.2.1)
k=1

donde C" es la capacidad [84] disponible para el jugador i dada la distribucién de
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potencias py, ..., py. El término n(k) representa el ruido externo presente en cada
receptor. En consecuencia C = {C',...,CN} es el vector de pagos, mientras que
las estrategias de los jugadores estan representadas por la manera en que decidan
distribuir su potencia en los distintos canales.

El juego de Interferencia Gaussiano es un juego no-cooperativo de N jugadores. Este
modela el proceso de usuarios independientes tratando de optimizar su velocidad de
transferencia de datos de manera independiente en condiciones de potencia limitada y
de interferencia de los otros usuarios. La técnica de llenado iterativo (Iterative Water
Filling (IWF)), es una estrategia muy conocida de distribucién suboptima del espectro
en la cual cada usuario ajusta sucesivamente su espectro de potencia considerando
a la interferencia de los otros usuarios como ruido. Bajo ciertas condiciones, este
proceso iterativo converge a un punto fijo que es precisamente el equilibrio de Nash
del juego de interferencia, ver [82]. Sin embargo, este método no siempre resulta bien
para todos los usuarios, es mas, existen casos en los cuales es posible otro esquema
de distribucion de potencia, donde, aun actuando de manera egoista, los usuarios
obtienen mejores resultados. En [83], se analiza el desempeno de la estrategia IWF
para el caso N = 2, en cuyo caso se observa que, si bien hay canales en las cuales el
IWF es 6ptimo, en otros se produce la situacién conocida como Dilema del Prisionero
(DP). Cabe recordar que en el DP, el sistema tiene un equilibrio de Nash que no es
optimo, esto debido a la naturaleza no cooperativa de los usuarios. Sin embargo, un
mejor rendimiento es posible si se utilizan herramientas cuanticas, como se presenté en
el capitulo (2). En consecuencia, se propone aqui un modelo cuédntico de distribucién
de potencia como solucién para eliminar el dilema y alcanzar una reparticiéon de los

recursos mas eficiente y equitativa para todos los usuarios.
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Juego de interferencia Cuantico

Se describe aqui el juego de interferencia cuantico para un caso particular en el
que existen N = 2 usuarios y K = 2 canales. Al igual que en el caso clasico, el
canal se caracteriza a través de las matrices de transferencia H, cuyos elementos h;;
representan la transferencia entre la antena emisora i y la antena receptora j. En este

caso, las matrices que caracterizan el canal para cada frecuencia se definen en (5.2.2)

HOP = |HE)P = [}t ﬂ (5.2.2)

donde se ha considerado |hi2(k)|*> = |ho1(k)|> = h, siendo k = 1,2 las dos posibles
bandas de frecuencia compartidas por los usuarios. Ademads, se define ¥45 = |00)
como el estado inicial del sistema que corresponde a la “Seleccién de los usuarios”,
en el cual el qubit de la izquierda representa la seleccién del usuario A y el de la
derecha la seleccion del usuario B. Consideramos aqui que 0 equivale a “Cooperar” y
1 equivale a “No Cooperar”, de esta forma, |00) es, por ejemplo, el estado del sistema
cuando ambos optan por cooperar.

Las utilidades de los jugadores estan dadas por (5.2.1), donde se ha establecido que el
canal cumple con |hy2(k)|? = |ho1(k)|? = h siendo k = 1,2 las dos posibles bandas de
frecuencia compartidas por los usuarios. Ademads, se considera una situacion imparcial
en la que ambos tienen la misma limitacién de potencia P y donde la matriz de
distribucion de potencia se define de la siguiente manera,

11—« «
5.2.3
4 1_5] (5.2.3)

P.

para 0 < «, 3 < 1. De esta manera, las utilidades de los usuarios A y B para este

problema resultan:
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1 (1—a) 1 @
a1 Lo, 24
¢ 2l092< +SNR—1+ﬁ.h)+2logQ< +5NR‘1+(1—5)'h) o2

B

(1-5)
TSNRTr(1-a) h

SNR-! +a-h)

1 1
CP = 3 log, (1 )+ 3 log,(1 + (5.2.5)

donde SNR = P/N.

Recordemos el Dilema del Prisionero definido anteriormente, donde cada jugador
tiene dos opciones, cooperar (C) o no cooperar (D). Como se muestra en la tabla
(5.1), la suerte de cada jugador, depende de las decisiones que ambos tomen en cada
ocasion. Para que exista la situacion conocida como dilema del prisionero es requisito
que las utilidades percibidas por ellos en cada una de las combinaciones cumplan con
t>r>p>sy2r>t+s. Otras relaciones entre estas magnitudes conducen a otros
tipos de situaciones que no analizaremos aqui.

En este problema, se define cooperar al acto de transmitir en uno de los dos canales
por parte de un usuario, proveyendo al otro usuario de un canal libre de interferencia.
Por otra parte, cuando el usuario decide competir (no cooperar) distribuye su potencia
entre las dos bandas, de esta forma o y [ se interpreta como el nivel de competencia
de A y B respectivamente. Es decir, por ejemplo, que la completa cooperacién entre
ambos esta dada por a = § = 0.

Las filas de la tabla corresponden a las decisiones del jugador 1 y las columnas a las
decisiones del jugador 2. Las utilidades han sido representadas aqui de forma mas
general, el primer valor entre paréntesis corresponde a la utilidad percibida por el

jugador 1 y el segundo valor corresponde a la utilidad del jugador 2.
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D C
D | (p,p) | (t,5)
C | (s,t) | (r,r)

Cuadro 5.1: Matriz de pagos. Entre paréntesis, el primer valor corresponde a la utili-
dad percibida por el jugador 1 y el segundo valor corresponde a la utilidad el jugador
2. Las distintas opciones estan representadas por sus denominacién original en inglés:
r = reward, p = punishment, t = temptation, and s = sucker’s payoff.

t (temptation) es la utilidad de un jugador por desertar mientras el otro coopera.

r (reward) es la utilidad recibida por cada uno si los dos cooperan.

p (penalty) es la utilidad recibida por cada uno si los dos desertan.

s (sucker’s payoff) es la utilidad de un jugador por cooperar mientras el otro

deserta.

E prisionero clasico tiene una estrategia dominante que es (D, D), cuya recompen-
sa es (p,p), un equilibrio no éptimo ya que si ambos cooperaran (C, '), obtendrian
mayores utilidades (r,r). El equilibrio desfavorable se debe a que si solo uno de los
jugadores cambia su estrategia a C' mientras el otro mantiene la suya en D, el que
cambia sufre una disminucién en la utilidad percibida, por lo que, en promedio, ambos
prefieren no arriesgar y asegurarse una utilidad p < r antes que arriesgarse y recibir
s < p. Ademéds, la situacién (C,C) es muy inestable, ya que si uno de los jugadores
confia en que su “companero” va a cooperar su mejor opcion es traicionarlo D y
obtener la mejor utilidad posible t > 7.

Por otra parte, si se realiza un sistema de distribucién de potencia que trabaje bajo
las reglas de la mecanica cuantica, las condiciones cambian favorablemente para am-
bos usuarios. El circuito de la figura (5.2) muestra las distintas etapas del sistema de

seleccidn.
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0) ——] U | <
J = %(H®2 + iD®2) Jt = %(]@2 _ iD®2)
0) —— 13 .
[¥i) = |00) [¥e) = 100) +i[11) [¥7)

Figura 5.2: Circuito del Juego de Interferencia Cuantico

Como se puede observar, al estado inicial del sistema |00) se le aplica una trans-

formacién conocida por ambos jugadores que prepara el estado entangled |¢.). Sobre
este estado operan los usuarios a través de sus estrategias U; y Us, cuya expresion
matricial esta dada por (5.6.3) y por lo tanto dependeran de los pardmetros 0 < 6 < 7
y 0 < ¢ < /2 elegidos. Ademsés en la figura (5.4) presentamos un posible circuito
de la compuerta J, que como se observa consta de una compuerta Hadamard y una
compuerta c-U (6 U controlada). La compuerta U, en este caso, es (iX) donde X es
la compuerta NOT e i = ¢'™/2,
Uno de los problemas a los que nos enfrentamos al utilizar una computadora cuantica
para resolver un problema clasico, es la carga de los datos del problema. Es sabido
que para que las propiedades cudnticas de superposicién se mantengan es necesario
que el sistema esté aislado, es decir, que no haya interaccién con el medio, es por esto
que es necesario un procedimiento de carga de datos que no viole dicha condicién.
Chao-Yang Pang [85] presenté un esquema cuéntico de carga de datos para hacer
que una computadora cuantica sea compatible una memoria clasica. Dicho esquema,
permite cargar gran cantidad de datos en registros cudnticos al mismo tiempo.

(62'%05(9/2) sin(Q/Q)) (5.2.6)

—sin(0/2) € cos(0/2)

Las posibles combinaciones de U;(f, ¢) son infinitas, sin embargo, el subconjunto
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So =4{U(6,0)|0 € [0, 7]} retne el conjunto de estrategias cuyos resultados no exceden
lo que podria esperarse del modelo clasico. Por ejemplo, las estrategias clasicas puras

estan relacionadas con los siguientes operadores:

CEU(O,O)=<(1) S) y DEU(ﬂ',O):(Ol ;) (5.2.7)

En la figura (5.3) se presenta la utilidad del usuario B: Se marcan alli los casos
mas relevantes, tanto de acciones clasicas de los usuarios, que como es de esperar no
exhiben diferencias con respecto al modelo clasico tradicional, como asi también los

resultados de aplicar estrategias puramente cuanticas.

%
Utilidad del jugador B para; T=3.6803 R=3 323 P=2 3204 N=1 7451 ;:::aza

Cstretegia Usuerio & Extralegia Usmro B

Figura 5.3: Dilema del Prisionero: Para los cédlculos se consider6 una SNR = 20db
Jhi=hy=h=0225y a = =0,5. Con estos valores de los parametros se produce
el problema del dilema del prisionero para el cual la mejor solucién para los usuarios

es (Q,Q).

Claramente se puede apreciar que en este nuevo modelo surge una situacion que
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100) + 4[11)

[y |
10) X
Figura 5.4: Un ejemplo de circuito de J para generar el estado entangled [00) +4|11)

favorece a ambos usuarios cuando ambos aplican la estrategia cuantica (), cuya ex-
presién matricial es (5.2.8). Este es un equilibro en el sentido de Pareto, ya que
cualquier intento por mejorar sus recursos por parte de alguno de los usuarios ird en

el desmejoramiento del otro y por lo tanto es la situacion mas favorable para ambos.

Q=U(0,7/2) = (; O_) (5.2.8)

—1

Si bien, se ha analizado el caso en el que existen dos usuarios, los resultados se
pueden extender a casos de N > 2. Si bien el analisis que implica encontrar los
equilibrios en juegos de muchos jugadores resulta mas complejo, también resulta mas
interesante. En [86], por ejemplo los autores han demostrado que para el dilema del
prisionero cuantico de tres jugadores también es posible encontrar un equilibrio de
Nash con eficiencia de Pareto si el estado inicial estda completamente entangled. Como
se puede inferir facilmente, la existencia de un equilibrio tinico y éptimo es esencial

para la salud de la red en su conjunto.

5.3. Control de Acceso al Medio (MAC)

Un canal con acceso multiple refiere a muchos transmisores enviando a un tnico
receptor. La potencia de transmision puede variar con cada transmisor, pero el ancho

de banda del receptor se debe dividir entre los diferentes usuarios. Ejemplo de canales
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de multiple acceso incluyen una Eternet conectada a muchas computadoras, lineas de
telefonfa standard (que son multiplexadas en el tiempo entre muchas senales de voz),
y la transmisién entre un moévil y la estacién base en sistemas celulares. El objetivo
de las comunicaciones multiusuario es el de utilizar los recursos limitados del sistema
(potencia y ancho de banda) de manera eficiente creando la menor interferencia po-
sible entre usuarios.

El recurso de sistema més importante a distribuir es el ancho de banda, ya que este
es asignado por las comisiones de comunicaciones, y en general es escaso (o caro). El
ancho de banda se divide en canales, usando un método de canalizacién basado en

tiempo, frecuencia, o divisiéon de codigo.

5.4. Juego cuantico de las minorias

El juego de las minorias surge como un modelo simple de multiples agentes para
estudiar la toma de decisiones estrategias. En su versién clasica ha sido utilizada, por
ejemplo, como un modelo interactivo de vender y comprar en el mercado de valores
[87]. En su expresién més simple, en cada paso los agentes deben elegir independien-
temente entre un par de opciones descritas “0” y “1”. Como resultado, los agentes
que hayan elegido la opcién menos popular son recompensados con r = 1, mientras
los integrantes de la mayoria obtienen r = 0.

El juego ha ganado mucho interés debido a que se cree que éste captura una ca-
racteristica muy importante de los sistemas en los cuales los agentes compiten por
recursos limitados, tales como, operaciones en el mercado financiero 6 la eleccién de
la noche correcta para visitar un bar abarrotado de gente, [88], entre otras. Sin em-

bargo, como se presenta en [89], el juego de las minorias puede también ser de mucha
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utilidad en otras situaciones, tales como las redes de comunicaciones, y ya no solo
como método de analisis, sino que también es potencialmente ttil para desarrollar
algoritmos para el compartimiento de recursos.

Por otra parte, la teoria de juegos cuantica ha avanzado de manera promisoria en apli-
caciones relacionadas con el procesamiento de la informacién cudntica [90]. Asi mismo,
existen situaciones que involucran la interaccién competitiva de agentes donde el len-
guaje mas apropiado resulta ser el de la mecénica cuantica [4]. Las principales ventajas
surgen al compartir estados entangled que permiten el intercambio de informacion en-
tre usuarios. Las subastas cuanticas, las votaciones cuanticas, 6 las comunicaciones
cuanticas [91] son algunos ejemplos de esto.

En esta linea, en [92, 93| se presentan versiones cudnticas del juego de las minorfas,
donde, bajo ciertas condiciones, ofrecen mejoras respecto a la versién clasica. Con
base en estos antecedentes, en esta seccion analizamos la aplicacién del juego de las
minorias a la teoria de las comunicaciones. Si bien, por naturaleza la idea esta diri-
gida a la aplicacion en el terreno de las comunicaciones cuanticas, también se puede
pensar en un médulo cuantico capaz de controlar la distribucién de los recursos en
una red de comunicaciones tradicional, en el cual internamente gobiernen las leyes
de la fisica cuantica, pero que las entradas y salidas del mismo sean senales clasicas
[5]. A continuacién se presenta un ejemplo de aplicacion del juego de las minorias
como parte del diseno de un sistema de comunicaciones cudnticas, mas precisamente

el control de acceso al medio.
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5.5. Técnicas de la teoria de juegos aplicadas al
diseno de protocolos MAC cuanticos

En este trabajo se propuso un protocolo para compartir el acceso a medio cuanti-
co. El diseno utiliza las propiedades de la teoria de juegos para resolver las dificultades
que se presentan en las redes inaldmbricas, especialmente los problemas de colisién.
En la mayoria de las redes inaldmbricas los usuarios toman decisiones individuales sin
importar las decisiones de los demads, simplemente porque la informacién intercam-
biada por ellos es minima o inexistente, ocasionando una reducciéon en la capacidad
total del sistema. Por otra parte, las propiedades de auto organizacion del juego de
las minorias son adecuadas para modelar y resolver problemas de compartimiento de
recursos limitados. Asimismo, el protocolo MAC propuesto mejora al clasico incre-
mentando la probabilidad de evitar colisiones. En resumen, la propuesta contribuye no
solo al desarrollo de las redes cuanticas futuras sino también al desarrollo de técnicas

modernas de compartimiento de recursos en las redes actuales.

5.6. Descripcion de protocolo cuantico

El objetivo principal del protocolo de acceso es evitar, o al menos minimizar la
probabilidad de que dos o mas dispositivos transmitan simultaneamente y que sus da-
tos resulten danados (evitar colisiones). Para tratar con las caracteristicas dindmicas
de la topologia wireless, el modelo maneja el acceso al canal de dos modos diferentes,
dependiendo si la red es centralizada o distribuida. En pos de aprovechar ambas topo-
logias, el sistema se adapta de forma de discriminar si es necesario considerar una red
centralizada o descentralizada. En el primer caso, las decisiones son tomadas por el

Access Point (AP), mientras que en el segundo caso la coordinacién es reglamentada
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por un método cuantico de decision basado en la teoria de juegos. Cuando algunos
usuarios estan dentro del rango de alcance y otros no, el juego se establece entre los
primeros y aquel que fue autorizado por el AP., de esta forma, los usuarios de la red
son los jugadores, sus estrategias son transmitir o no transmitir en un intervalo de

tiempo particular y su objetivo es realizar una transmision exitosa.

Users explore the medium

Is medium
idle?

-
Users wait a random time

Is Binits
covering range?

AP relays out of range users

Y

Senders apply the ¢
QMAC algorithm

Figura 5.5: Diagrama de flujo del protocolo QMAC

Supongamos que el usuario A desea transmitir datos al usuario B. Entonces el
usuario A sensa la disponibilidad del canal, si éste no esta disponible, espera un
tiempo aleatorio y luego repite esta operacién. Si el medio esta libre, A busca a B.
Si B esta disponible, el transmisor crea un par EPR y envia una parte a B a través
del canal cuantico. Luego, por medio de un proceso de teleportacion la informacién
es compartida. Por otra parte, es posible que més de un usuario necesite transmitir
informacion a A, en este caso se deben establecer reglas de acceso. Esto quedara més
claro mas adelante cuando se presente el protocolo de acceso al medio.

En otro caso, cuando A no esta dentro del rango de alcance de B, comienza un
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modo de comunicacién orientada, en otras palabras, el AP toma el control. Este crea
un estado entangled W (5.6.1), con amplitudes a, b, ¢ que dependen de la prioridad
de cada usuario.

W) = a]001) + b/010) + ¢|100), (5.6.1)

Por ejemplo, el primer qubit del estado multipartito es del AP mientras que los
otros qubits son enviados a los usuarios. EI AP mide su qubit, si colapsa a cero, las
amplitudes de probabilidad determinan que usuario transmitird, y sera aquel que al
medir su qubit obtenga 1 como resultado. De esta manera, se evita en este protocolo

evitar las colisiones.

5.6.1. Control cuantico de acceso al medio

Asi como jugadores en un juego no-cooperativo, las decisiones y las consecuencias
de los nodos en una red ad-hoc tienen influencia en las decisiones y las consecuencias
de otros nodos de la red. Una version cuantica del “juego de las minorias” es pro-
puesto como modelo para describir la situacién de un grupo de usuarios tratando de
transmitir en una red ad-hoc.

Pensemos en el caso en que existen dos canales de comunicaciéon y dos usuarios,
antes de extender el andlisis al caso mas general en el que existan multiples usua-
rios y canales. Supongamos que dos usuarios a los que llamaremos Alice (A) y Bob
(B) desean transmitir un mensaje a través de dos canales, digamos 0 y 1, que por
simplicidad vamos a considerar que solo pueden transmitir uno a la vez. Lo mas
conveniente seria que en cada intervalo de tiempo los usuarios elijan transmitir por
distintos canales, lo que evitaria colisiones. Sin embargo, debido a que los usuarios

no tienen informacion de las decisiones e los otros, existe una probabilidad de que
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ambos elijan el mismo canal y estd dada por p, = p(A,0) - p(B,0)+p(A,1)-p(B,1),

donde p(i, j) significa que el jugador ¢ selecciona el canal j. Para el problema clasico,

1

la probabilidad de que A and B elijan el mismo canal alcanza su mdximo, 5, cuando

p(i,j) = 0,5.

El circuito de la figura 5.6, muestra el modelo de acceso al medio general para
N usuarios. El sistema cudntico se establece en el estado 1; = |00..,0). Luego, este
estado inicial del sistema es afectado por una transformacién J conocida por todos los
usuarios, la que prepara el estado entangled. Los usuarios producen la modificacién
de este estado el sistema realizando operaciones locales sobre los qubits que les fueron
asignados. Finalmente, el estado del sistema es disentangled, es nuevamente separable,
por medio de la compuerta J, evolucionando al estado ¥ que contiene la informacién
probabilistica de la asignacién canal-usuario. En lo que sigue daremos un ejemplo de

como esto funciona.

10) Uy <
L J Jt
10) Uy | <
[¥f)
i) =10---0)

Figura 5.6: Circuito de acceso al canal

Nuevamente consideremos que hay dos usuarios (A y B) y dos canales (0 y 1). La
entrada al sistema son dos qubits en estado |0). Luego de aplicar la compuerta , el
sistema queda en el estado ¢, = \%(\O)AO)B —|1) 4|1) 5)- Se puede verificar facilmente
que existe una estrategia que conduce a un estado éptimo del sistema cuando ambos

usuarios hacen uso de ella. Como se muestra en Fig. 5.6, cuando se aplica U = H,
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siendo H la compuerta Hadamard definida anteriormente, el estado final resulta:

_ (I Y (00— 1) _ (jo1) — [10))
o= (1) - (562

V2 V2

De este estado final surgen dos situaciones favorables e igualmente probables para
ambos usuarios, esto es: que el usuario A transmita en el canal 0 mientras B utiliza
el canal 1 (|01)), or que el usuario A elija transmitir en 1 mientras B elige el canal

0 (]10)). Bajo estas condiciones, se evita el peor caso, logrando que ambos usuarios

transmitan de manera satisfactoria con certeza.

(5.6.3)

€' cos e sin
U0, 6.7) :< (0/2) <e/2>>

esin(0/2) € cos(6/2)
5.6.2. Control de acceso para N usuarios

En lo que respecta al caso de N jugadores presentamos aqui dos modelos decision.
Al igual que en el modelo del farol [94], el primer modelo considera que los usuarios,
tienen 2 opciones, que en este caso son: acceder o no acceder a un unico canal de
comunicaciones. Mientras que en un segundo modelo, N usuarios deben elegir entre &
canales en los cuales se permite acceso solo a un usuario por intervalo de tiempo. En
el modelo que aqui presentamos, los usuarios no hacen uso de conocimientos adquiri-
dos con anterioridad. La eleccion clasica “1”7 corresponde a que el usuario en cuestién
decide transmitir en el canal y por el contrario “0” implica que decide no transmitir

en ese momento.

Supongamos ahora que N usuarios deciden transmitir en un canal dado con ca-

pacidad limitada. Como no todos pueden transmitir al mismo tiempo, tendran que
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decidir en cada momento si transmitir o no. Mientras menor sea la cantidad de usua-
rios usando el canal, mejor resultard la transmision, lo que da a las claras que estamos
frente a un problema de las minorias, que a diferencia de planteo iterativo clésico,
los usuarios tienen una sola oportunidad de elegir, es decir de aplicar su estrategia
U;. Las estrategias U;(6, ¢,v) se muestran en (5.6.3) y un posible circuito para la
compuerta que genera el estado entangled se muestra en la figura 5.7. El estado en-
tangled generado GHZ se presenta a continuacion y lleva su nombre debido a que fue
estudiado por primera vez en 1989 por D. Greenberger, M.A. Horne y Anton Zeilinger
en 1989 [95].

0" + )™
V2

En el caso clasico el equilibrio es trivial, ya que el mejor pago esperado que ob-

|GHZ) = (5.6.4)

tienen los usuarios resulta cuando sus decisiones se basan en el lanzamiento de una
moneda equilibrada. Por su parte, en el juego cuantico el equilibrio mas favorable
para los usuarios se obtiene cuando el nimero de éstos es par. Benjamin y Hay-
den [93] demostraron por ejemplo para el caso de N = 4 que existe una estrategia
Ui(m/2,—m/16,7/16) que si es aplicada por todos los usuarios conduce a un equilibrio
optimo, y con un pago esperado para cada usuario igual al doble del que podria ob-
tener un usuario clasico. Esto se traduce en el problema que tratamos aqui, en el que
los usuarios cudnticos tendran éxito en la transmisiéon con una probabilidad mayor,
ya que podran evitar colisiones con mas frecuencia. Esta optimizacion es producto
de la eliminaciéon de los estados para los cuales ninguno de los usuarios gana, esto
es aquellos donde todos los usuarios hacen la misma elecciéon o la elecciones estan

balanceadas. Esto solo es posible gracias al estado inicial entangled del sistema, que
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claramente no es posible en el caso clasico. Se puede demostrar que las estrategias

para N par mayor que 4 tienen la forma Uj(7/2, —4,d) con d = 7, [92].

0) ——R]

0) ———

Figura 5.7: Posible circuito para generar el estado entangled GHZ

Por 1ltimo planteamos aqui otro problema muy interesante que es el que involucra
a N usuarios que desean transmitir informacién, a través de N canales a una estacién
base, por ejemplo. Lo cierto es que varios usuarios pueden elegir el mismo canal,
siempre que no superen la capacidad del sistema. Dado que ninguno de los nodos de
la red conoce la intencién del otro, deben elegir en qué canal transmitir de manera
aleatoria. El pago, como una medida de la fiabilidad de la comunicacién, dependera de
cuantos usuarios seleccionen el mismo canal. Mientras méas lo elijan, menor serd el
pago obtenido. El peor caso es cuando todos eligen el mismo canal. La probabilidad
de que esto ocurra, en el caso clasico, esta dada por

N
En cambio, el mejor caso, que es cuando todos los usuarios eligen canales diferentes,

ocurre con una probabilidad dada por

NI

pb:W
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Sean ¢ = 0...N — 1 los indices correspondientes a los posibles canales que los usuarios
pueden utilizar para transmitir, mientras 7 = 1...N — 1 denotan los indices corres-
pondientes a los usuarios de la red. Si el usuario 0 elige transmitir a través del canal
19, €l usuario 1 elige el canal 7; y el usuario N — 1 elige 1y el estado del sistema se
describe |ig, i1, ...,iny_1). El sistema comienza en |00..,0) y mediante una compuerta
el transformacién se crea el estado inicial entangled |v;) de la ecuacién 5.6.5, que no

es otra cosa que la aplicacién de la transformada cudntica de Fourier (QFT).

=

|v:) = L wh | kk.. k) (5.6.5)

0

=

e
Il

e?™/N Se considera aqui que como todos los usuarios tienen como fin

donde wy =
comun el bienestar de la red, se presenta una situacion equitativa y todos eligen la

misma estrategia U. Los elementos de la matriz que representa al operador U tienen

la forma
1 i
Ujj = \/—N(WN) 5 (566)
donde 7,7 = 0,1,..., N — 1 Se puede demostrar que si todos los usuarios aplican

U, la transformacién realizada sobre el estado entangled hara que las amplitudes de
probabilidad asociadas a los estados mas desfavorables se desvanezcan, y por lo tanto
aumenten las otras amplitudes. Esto logra no solo evitar el caso mas desfavorable
para los usuarios de la red que se produce cuando todos eligen el mismo canal, sino
que también la probabilidad de tener un transmision con la mayor calidad esta dada

por la expresion

Si lo comparamos con el caso clasico es N veces mayor. Este fenémeno de amplificacion
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selectiva de las amplitudes de probabilidad comparte las mismas caracteristicas del
utilizado en el mercado de citas, cuando utilizamos el algoritmo de Grover como

método de busqueda.

5.7. Conclusiones del capitulo

Las investigaciones en computaciéon cudntica y comunicaciones cuanticas han cre-
cido rdpidamente en estos ultimos anos. Al mismo tiempo, se han desarrollado algo-
ritmos basados en la teoria de la mecanica cuantica para los propdsitos mas variados y
en diversas areas, tales como Economia, Sociologia, Biologia e Ingenieria, entre otras.
Por otra parte, las investigaciones relacionadas con la teoria de juegos han demos-
trado que puede ser usada para analizar la interaccién competitiva de los usuarios
que actian en las redes inalambricas reales. Asimismo, algunos modelos de juego
conocidos han sido utilizados como soluciones de problemas de acceso al medio en
redes de comunicaciones clasicas. En este capitulo la atencién estd centrada en los
sistemas de comunicaciones inaldmbricas multiusuario. En primer lugar se analizo el
problema del manejo de los recursos a nivel de la capa fisica de la estructura del
protocolo. Los problemas de interferencia, de asignacion de potencia y la distribucién
equitativa del espectro, son, como se ha detallado al principio de este capitulo, temas
de suma importancia. Tomando como base un juego de interferencia, se definié un
modelo cuantico para el problema de asignacion de potencia de multiples usuarios.
Se presentd un caso de dos usuarios en el cual surge el problema del prisionero y se
demostré que se puede obtener una mejor administracion de la energia si se utilizan
las propiedades de la mecanica cuantica. Quedod planteada la extension del problema

para multiples usuarios, que si bien es una tarea compleja, resulta interesante en pos
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de poder encontrar el equilibrio del problema.

Luego, presentamos una propuesta de soluciéon a nivel de acceso al medio, re-
lacionando su optimizacién con un problema de juego de la minoria cuantico. La
cuantizacion del juego de las minorias permite, en muchos casos, obtener resultados
que mejoran el maximo rendimiento que se puede obtener en el caso tradicional. En
el caso N = 2 los usuarios pueden hacer una transmisién exitosa, marcada por un
pago promedio 1, mientras que en el juego los jugadores clasicos sélo se puede llegar a
un pago maximo promedio igual a % En este caso, la recompensa debe ser entendida
como la probabilidad de una transmisiéon con éxito. Para el caso de N > 2 el mejor
de los casos no se alcanza, lo que significa que cuando todos los dispositivos decide
transmitir al mismo tiempo no se puede evitar. Sin embargo, los pagos esperados
superan al caso clasico cuando el niimero de usuarios, N, es un niimero par, y es igual
cuando el nimero de usuarios es impar. Por 1ltimo, para el caso en el que existan N
usuarios intentando transmitir en /N canales se presentd una solucién cuantica que no
solo evita que el peor caso se produzca, sino que también se mejore la probabilidad

de que a los usuarios se le presente el mejor caso.

5.8. Trabajo Futuro

Nuestra intencién es seguir desarrollando nuestros conocimientos en el area de los
algoritmos cudnticos, sobre todo en lo que respecta a las aplicaciones relacionadas con
las comunicaciones modernas, no solo como un aporte a las comunicaciones cuanticas
del futuro sino también a las comunicaciones clasicas emergentes. Por otra parte, es

necesario considerar que mientras no existan computadoras cuanticas sobre las cuales



131

volcar toda la bateria de software existente, resulta necesario que se desarrolle hard-
ware que sea capaz de emular el comportamiento de éstas. Como hemos mencionado
en su oportunidad, la tecnologia de arreglos de compuertas programables en campo
(FPGA) cuentan con una serie de ventajas que las hacen apropiadas para esta tarea,
es por eso parte de nuestra investigacion estara dirigida al diseno de hardware que

emulen circuitos cuanticos con ésta tecnologia.
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