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3.5. PFR del proceso JRS/MA con una entrada senoidal pura, con n =

10. Curva de simulación en negro, curva teórica en rojo. Cantidad
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Cantidad de ensayos por experimento: m = 100. Escala logaŕıtmica
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experimento: m = 100. Escala logaŕıtmica de frecuencia. . . . . . 57

3.30. PFR para entrada senoidal pura, con filtro MA, n = 1000, Ts = 6ms. 68

xii



3.31. PFR para una entrada senoidal pura, con muestreo uniforme, con

T = 6ms, filtro fir1 y n = 1000. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68

3.32. PFR para una entrada senoidal pura, con muestreo uniforme, con

T = 6ms, filtro fircls1 y n = 1000. . . . . . . . . . . . . . . . . . 69

3.33. PFR, entrada senoidal pura, MA con n = 10, para Tτ = 10TAD,

Tτ = TAD y Tτ = 0. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 72

3.34. PFR, entrada senoidal pura, MA con n = 10, para Tτ = 10TAD,
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Cantidad de ensayos por experimento: m = 100. . . . . . . . . . . 108

4.8. PFR del proceso RAAS/MA con una entrada senoidal pura, con

n = 10. Curva de simulación en negro, curva teórica en rojo. Can-
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Cantidad de ensayos por experimento: m = 100. Escala logaŕıtmica
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Cantidad de ensayos por experimento: m = 100. . . . . . . . . . . 122

4.23. PFR del proceso RAAS/fircls1 con una entrada senoidal pura,

con n = 1000. Curva de simulación en negro, curva teórica en rojo.
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6.3. JRS/MA, n = 10. Señal de entrada (arriba): Sinusoidal de 1V̂ y
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y 90, 9 Hz. Señal de salida (abajo). . . . . . . . . . . . . . . . . . . 156
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0, 1 Hz. Señal de salida (abajo). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 160
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y 181,8 Hz. Señal de salida (abajo). . . . . . . . . . . . . . . . . . 174
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soidal de 1V̂ y 10000 Hz. (La señal de entrada no se muestra). . . 179

6.42. Resultados experimentales (*) y curva teórica para RAAS/MA,
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6.46. JRS/fir1, n = 10. Se ñal de entrada (arriba): Sinusoidal de 1V̂ y
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0, 1 Hz. Señal de salida (abajo). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 193
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y 181, 8 Hz. Señal de salida (abajo). . . . . . . . . . . . . . . . . . 206
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6.85. RAAS/fir1, n = 1000. Señal de entrada (arriba): Sinusoidal de
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6.92. RAAS/fir1, n = 1000. Señal de entrada (arriba): Sinusoidal de
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Resumen

La teoŕıa clásica del muestreo uniforme establece que las señales a adquirir

deben poseer un ancho de banda limitado y menor que la mitad de la frecuencia

de muestreo (frecuencia de Nyquist). Si esta premisa no se cumple, se produce

una alteración irremediable del espectro original de la señal por aliasing. Las

soluciones convencionales consisten en limitar el ancho de banda con filtros anti-

aliasing o aumentar la frecuencia de muestreo. En muchas oportunidades esto no

es posible por lo que deben investigarse otras técnicas de adquisición y recupera-

ción de señales. Esto motivó el análisis y desarrollo de los métodos de muestreo

aleatorio, en sus dos variantes: Muestreo Aleatorio tipo Jitter (Jitter Random

Sampling, JRS) y Muestreo Aleatorio Aditivo Asincrónico (Random Additive

Asynchronic Sampling, RAAS). Se realizó una formulación anaĺıtica original de

ambos métodos, cuando se utilizan filtros de reconstrucción tipo FIR. Se lleva-

ron a cabo simulaciones que verificaron las ecuaciones teóricas desarrolladas. Se

elaboró un kit de simulación de técnicas de muestreo aleatorio en MATLAB. Se

implementaron evaluaciones experimentales que demostraron, por un lado, que

las ecuaciones teóricas desarrolladas son válidas y, por otro, que las técnicas de

muestreo aleatorio constituyen una solución interesante que permite eliminar los

filtros antialiasing y utilizar frecuencias de muestreo menores que la de frecuencia

de Nyquist.
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Nomenclatura

α Constante que indica la fracción del intervalo de mues-

treo que es aleatoria, α = Tτ

T
.

B Matriz de transformación del vector h al vector h#.

β Constante que indica el valor de frecuencia de la señal

senoidal de entrada, expresado en fracción de la frecuen-

cia de Nyquist, β = ω
Nf

.

CC Corriente continua.

DA Convertidor Digital Analógico.

DSP Digital Signal Processor.

δ(t) Delta de Dirac.

ensayo Medición de la salida del filtro luego de haber muestrea-

do aleatoriamente una entrada senoidal pura.

en Error en la salida de un filtrado, debido a la diferencia

entre las valores de un muestreo aleatorio y los valores

de un muestreo uniforme.

E[.] Esperanza matemática de una variable aleatoria.

εk Error entre las muestras provenientes del muestreo alea-

torio y las de un muestreo uniforme.

FIR Finite Impulse Response.

fc Frecuencia de corte de una función.
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fm Frecuencia media de muestreo.

fir1 Filtro pasabajos tipo FIR sintetizado por el método de

Ventana de Hamming.

fircls1 Filtro pasabajos tipo FIR sintetizado por el método de

Optimización por Mı́nimos Cuadrados.

fφ(φ) Pdf de la fase inicial de la señal x(t).

φ , Arg
[
H(ejωT )

]
Fase que produce un filtro h para una entrada senoidal

de frecuencia ω.

h0...hn−1 Coeficientes de un filtro h de caracteŕısticas FIR.

h Vector correspondiente a un filtro FIR, formado por los

coeficientes h0...hn−1.

H(z) Transformada z del vector h.

h# Vector equivalente que surge de alterar el filtro FIR a

través del muestreo aleatorio

h#
0 ...h#

n−1 Coeficientes del vector equivalente h#.

H#(z) Transformada z del vector h#.

Ĥ(z) Transformada z del vector ĥ, donde ĥ = hhT .

H@(z) Transformada z del vector h@, donde h@
k = h#

k−1.

JRS Jitter Random Sampling.

JRS/MA Proceso constituido por un muestreo aleatorio tipo JRS

seguido por un filtrado tipo Moving Average.

JRS/FIR Proceso constituido por un muestreo aleatorio tipo JRS

seguido por un filtrado tipo FIR.

m Número de ensayos que se realizan en cada experimento

durante las simulaciones.

MA Moving Average.
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norm1(h) Norma 1 del vector h.

norm2(h) Norma 2 del vector h.

Nf Frecuencia de Nyquist, es decir Nf = 2π
T

1
2

= π
T
.

N
S
(ω) Relación ruido señal para una dada frecuencia de entra-

da ω.

pdf Probability density function.

Pe(ω) Potencia media del error de salida debido al error en-

tre muestras del muestreo aleatorio y las del muestreo

uniforme.

Pν(ω) Potencia media de salida para una entrada senoidal de

frecuencia ω asumiendo muestreo uniforme.

PFR Power Frequency Response.

RAAS Random Additive Asynchronic Sampling.

RAAS/MA Proceso constituido por un muestreo aleatorio tipo

RAAS seguido por un filtrado tipo Moving Average.

RAAS/fir1 Proceso constituido por un muestreo aleatorio tipo

RAAS seguido por un filtrado tipo fir1.

RAAS/fircl1 Proceso constituido por un muestreo aleatorio tipo

RAAS seguido por un filtrado tipo fircl1.

s(t) Función de muestreo.

sinc (γ) Función definida como sin(πγ)
πγ

.

S/N Relación señal ruido.

TAD Tiempo de conversión analógico digital.

X(ω) Transformada de Fourier de la señal x(t).

X̂ Estimación de la función X(ω), para ω = 0.

x(t) Señal de entrada.
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xk,

..
xk, etc. Derivadas primera, segunda, etc. de xk respecto del

tiempo.

x̂k Muestras resultantes del muestreo aleatorio de la señal

de entrada.

µ Resultado obtenido luego de filtrar las muestras obteni-

das en el muestreo aleatorio.

var [.] Varianza de una variable aleatoria.

∗ Operación de convolución

‖h‖ =
∑n

k=1 hk Norma 1 del vector h.

‖h‖2 = 2

√
n∑

k=1

h2
n−k Norma 2 del vector h.
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Caṕıtulo 1

Introducción

Con el advenimiento de los sistemas digitales, fue necesario transformar las

variables analógicas del mundo real en variables discretas del mundo digital. Por

lo tanto surgieron los sistemas de adquisición analógico-digital que, actualmente,

son esenciales en los sistemas de medición, de automatización y de control. La

rápida evolución de los esquemas de procesamiento digital ha sido acompañada

por la aparición de nuevas técnicas de procesamiento y el desarrollo de nuevas

tecnoloǵıas donde los sistemas de conversión analógico-digital han sido claves.

Un sistema de adquisición está concebido normalmente para adquirir múlit-

ples canales analógicos. La estructura elemental de un sistema de adquisición

está formada por una etapa de acondicionamiento de señales por canal, y luego

un multiplexor y un único convertidor Analógico Digital. El funcionamiento de

esta estructura está basado en la teoŕıa del muestreo.

La teoŕıa del muestreo se sustenta en la periodicidad del muestreo, es decir

que se supone que los instantes de adquisición son periódicos. En estas condicio-

nes, dicha teoŕıa establece que las señales a adquirir deben poseer un ancho de

banda limitado y menor que la mitad de la frecuencia de muestreo (frecuencia de

Nyquist). Si esta premisa no se cumple, se produce una alteración irremediable

1
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del espectro original de la señal (efecto aliasing).

En los sistemas de adquisición de señales, la frecuencia de muestreo está res-

tringida principalmente por el tiempo de conversión del convertidor A/D. Además,

cuando un único conversor A/D debe atender a numerosos canales, la frecuencia

de muestreo máxima de cada señal es igual a la inversa del tiempo de conversión,

dividida por la cantidad de canales. Adicionalmente, la aplicación del multiplexa-

do impone una frecuencia de muestreo menor aún debido al tiempo de estableci-

miento que se necesita al multiplexar de un canal a otro [30]. Por otro lado, aún

en sistemas de adquisición muy rápidos y/o de pocos canales, la frecuencia de

muestreo se debe restringir cuando, periódicamente y durante cierto intervalo de

tiempo, las señales que se deben adquirir no está disponibles. Esto obedece a que

en dichos intervalos no es posible realizar la adquisición o sensado de las variables

del proceso y, en consecuencia, el propio proceso es el que impone la frecuencia

de muestreo. El rasgo común en estos casos es una frecuencia de muestreo que no

cumple con las premisas establecidas.

Bajo estas condiciones restrictivas de la frecuencia de muestreo, las señales a

adquirir pueden poseer un espectro que se extiende más allá de la frecuencia de

Nyquist. Un caso muy común es aquel en el que la señal posee un espectro útil de

baja frecuencia cuya frecuencia máxima sea efectivamente inferior a la frecuencia

de Nyquist sumado a un espectro de ruido de alta frecuencia. Como consecuencia

del espectro del ruido se produce aliasing.

La solución convencional a este problema es la utilización de filtros antialia-

sing. El objeto de los filtros antialising es atenuar lo más posible el contenido

armónico superior a la frecuencia de Nyquist. Los filtros antialiasing son analógi-

cos y se insertan en las etapas circuitales de acondicionamiento de las señales,

previas a la conversión analógico-digital. El diseño de un filtro antialiasing debe

considerar tres conceptos: la frecuencia máxima de la señal útil, la frecuencia de
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muestreo y la mı́nima atenuación que debe presentar el filtro para las compo-

nentes de aliasing, las que necesariamente existen ya que el filtro no es ideal.

Los filtros antialiasing están concebidos a partir de amplificadores operacionales

y poseen resistencias y capacitores que sirven para realizar el filtrado. Los filtros

antialiasing más simples requieren un amplificador operacional, dos resistencias y

dos capacitores por filtro si se implementan en versión diferencial. La implemen-

tación de este circuito implica una superficie de la placa electrónica que puede

ser significativa si la cantidad de canales es importante.

Los problemas mencionados motivaron el análisis de otros métodos de mues-

treo que, de alguna manera, permitan aumentar la frecuencia de utilización, eli-

minar los filtros antialiasing y reducir el tamaño de la electrónica.

1.1. Propuesta

En esta tesis se propone analizar, cuantificar e implementar técnicas de mues-

treo aleatorio, seguido del filtrado digital tipo FIR (Respuesta Finita al Impulso),

que atenúen los problemas anteriores.

El razonamiento que a priori llevó a proponer estos métodos se apoyó en el

análisis de un caso particular: el muestreo uniforme de una perturbación senoidal

cuya frecuencia es muy cercana a la de muestreo. En estas condiciones se podŕıa

inferir que el aliasing de baja frecuencia causado por la perturbación, se produce

en la medida en que las frecuencias sean cercanas, es decir cuando exista cierta

correlación entre la senoidal interferente y la función de muestreo. Una forma

intuitiva de reducir la correlación y, por lo tanto, mitigar el aliasing, consistiŕıa

en esparcir el espectro de la función de muestreo, lo cual se puede lograr, por

ejemplo, muestreando en forma aleatoria en lugar de uniforme. Luego, una vez
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reducido el aliasing, el ruido provocado por la propia aleatoriedad del muestreo

podŕıa ser atenuado por medio de un filtro de reconstrucción tipo pasa-bajos.

El propósito de la tesis es trabajar sobre las dos técnicas existentes de mues-

treo aleatorio: Muestreo Aleatorio tipo Jitter (Jitter Random Sampling, JRS)

y Muestreo Aleatorio Aditivo Asincrónico (Random Additive Asynchronic Sam-

pling, RAAS).

Los objetivos particulares de este trabajo de tesis son los siguientes:

Estudiar ambas técnicas de muestreo aleatorio, cuando se utilizan filtros de

reconstrucción tipo FIR.

Desarrollar las expresiones anaĺıticas necesarias para el diseño del sistema

de adquisición con muestreo aleatorio tipo JRS y RAAS seguido de FIR.

Aplicar las expresiones a fin de reducir el efecto aliasing en sistemas de

adquisición.

Comparar ambas técnicas, JRS y RAAS, y verificar cuál conviene según

sea la aplicación.

Elaborar un conjunto de rutinas para simular estas aplicaciones.

Implementar experimentalmente las técnicas mencionadas y verificar su de-

senvolvimiento.

1.2. Estructura de la tesis

En cuanto a la estructura de esta tesis, la misma está constituida por seis

caṕıtulos y dos apéndices. En el Caṕıtulo 1 se relatan los aspectos introductorios

y la justificación de la propuesta y, además, se esboza la solución para resolverlos.
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En el Caṕıtulo 2 se presenta la teoŕıa del muestreo uniforme y la del aleatorio. En

el Caṕıtulo 3 se desarrolla la formulación teórica de las expresiones que determi-

nan las caracteŕısticas del proceso de muestreo aleatorio del tipo Jitter Random

Sampling (JRS). En el Caṕıtulo 4 expone el desarrollo teórico de las ecuaciones

relacionadas con el muestreo aleatorio tipo Random Additive Asynchronic Sam-

pling (RAAS). En el Caṕıtulo 5 se describen los resultados obtenidos de comparar

los dos tipos de muestreo aleatorio abordados en los Caṕıtulos 3 y 4, para distin-

tos tipos de filtros. En el Caṕıtulo 6 se detallan los resultados experimentales que

confirman las simulaciones mostrados en los caṕıtulos anteriores. En el Caṕıtulo

7 se explicitan las conclusiones de esta tesis. Finalmente en el Caṕıtulo 8 se lista

la bibliografia utilizada. En el Apéndice 1 se muestran las simulaciones realizadas

y el conjunto de rutinas MATLAB que fueron utilizadas. En el Apéndice 2 se

describe el banco experimental basado en un DSP y los programas desarrolla-

dos para realizar las experiencias de verificación. Por último, en el Apéndice 3 se

documentan las publicaciones realizadas por el tesista en relación con el tema de

tesis.
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Antecedentes

2.1. Muestreo Uniforme

El muestreo uniforme es aquel en el que los tiempos de muestreo están uni-

formemente espaciados y, por lo tanto, la señal de muestreo es periódica. En

ingenieŕıa se suele modelar el muestreo de una función x(t) por medio de la mul-

tiplicación de x(t) por la función de muestreo. En el muestreo ideal, la función de

muestreo está definida como una secuencia de impulsos de Dirac. Por lo tanto, la

señal muestreada xk(t) está determinada por:

xk(t) = x(t).s(t) (2.1)

s(t) =
∑

k∈Z

δ(t − kT ) (2.2)

en donde Z representa el conjunto de los números naturales. Por lo tanto:

xk(t) = x(t)
∑

k∈Z

δ(t − kT ) (2.3)

6
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La transformada de Fourier de un tren de deltas resulta:

F

[
∑

k∈Z

δ(t − kT )

]
=

2π

T

∑

m∈Z

δ(ω +
2πm

T
) (2.4)

Dado que la multiplicación en el dominio del tiempo se transforma en convo-

lución en el dominio de la frecuencia, se llega a:

Xk(ω) = X(ω) ∗
2π

T

∑

m∈Z

δ(ω +
2πm

T
) =

2π

T

∑

m∈Z

X(ω +
2πm

T
) (2.5)

donde el śımbolo ∗ denota la operación de convolución.

Aśı, el proceso de muestreo resulta en una periodización de X(ω).

La reconstrucción de la x(t) se logra mediante un filtro Φ(ω) que elimine los

componentes de Xk(ω) para todo m excepto m = 0. Es decir:

Xrec(ω) = Φ(ω).
∑

m∈Z

X(ω +
2πm

T
) (2.6)

donde la reconstrucción perfecta es posible sólo si Φ(ω) es un pasabajos ideal (en

el tiempo, ϕ(t) = sin πt
πt

) y X(ω) = 0 para |ω| > π
T

(Criterio de Nyquist).

Por otro lado, si X(ω) 6= 0 para |ω| > π
T
, entonces la periodización de su

transformada de Fourier resulta en una superposición espectral que permanece

luego de la reconstrucción Φ(ω). Esta distorsión es imposible de eliminar y se

denomina aliasing. Esto se puede observar en la Fig. 2.1.

2.1.1. Aliasing en la medición de señales CC o baja fre-

cuencia inmersas en ruido impulsivo [20]

Se analiza el muestreo de una señal x(t) caracterizada por poseer un espectro

discreto, compuesta por una componente de CC más otras componentes que
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S( )w

p/T 2p/T 3p/T 4p/T-p/T-2p/T

w

X( )w

W-W
w

X ( )k w

w
p/T 2p/T 3p/T 4p/T-p/T-2p/T

X ( )k w

w
p/Tp/2T

Figura 2.1: Efecto aliasing.
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representan un ruido impulsivo:

x(t) = X(0) +
∞∑

q=1

X(q) cos(ωqt + φq) (2.7)

donde X(0) representa la componente de CC que se desea medir, la cual, en el

dominio del tiempo, está definida por:

X(0) = ĺım
τ→∞

1

τ

∫ +τ/2

−τ/2

x(t)dt (2.8)

En esta ecuación es necesario considerar el intervalo de medición τ tendiendo

a infinito, para definir uńıvocamente la cantidad a adquirir en sus muchas posi-

bles situaciones de interés práctico. En realidad, aunque es generalmente correcto

suponer que la señal x(t) puede ser descripta por la (2.7), no es necesariamen-

te cierto que sea estrictamente periódica, porque no es siempre cierto que las

frecuencias angulares posean submúltiplos comunes.

En la práctica, el intervalo de medición debe ser finito. Por lo tanto la inte-

gración a lo largo de un intervalo infinito, definido en la Ec. (2.8), es sustituido

por un filtro pasabajos, lo que resulta en una estimación X̂ de X(0) que, si bien

es próxima a X(0) poseerá desviaciones de lenta dinámica:

X̂ = X(0) ± ∆f(t) (2.9)

La operación de muestreo uniforme es descripta por la Ec. (2.1), donde la

función s(t) es periódica con todos los armónicos de igual amplitud. Como x(t)

también posee un espectro discreto (Ec.(2.7)), debido al producto x(t).s(t) pueden

existir componentes espectrales de muy baja frecuencia (o incluso CC), cuando

alguno de las componentes de x(t) posea frecuencias cercanas a la frecuencia de

muestreo o a un múltiplo de ella. La señal muestreada puede ser expresada de la
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forma:

x(t).s(t) =

[
X(0) +

∞∑

q=1

X(q) cos(ωqt + φq)

]
.

[
1 +

2

T

∞∑

m=1

cos(
m2π

T
t)

]

= X(0) +
∞∑

q=1

X(q) cos(ωqt + φq) +
2

T
X(0)

∞∑

m=1

cos(
m2π

T
t)+

∞∑

q=1

∞∑

m=1

X(q)

{
cos

[
(ωq +

m2π

T
)t + φq

]
+ cos [(Ωq − iΩs)t + φq]

}

(2.10)

En la Ec. (2.10) puede observarse la presencia de componentes con frecuencias

angulares ωq−
m2π

T
, que pueden ser próximas e incluso iguales a cero si la frecuencia

de muestreo no es mayor que dos veces el ancho de banda de x(t). Claramente,

las componentes espectrales pueden introducir una componente espúrea CC o de

baja frecuencia que no pueden ser eliminadas.

Este problema puede resolverse seleccionando la frecuencia de muestreo de

forma tal que el mı́nimo de ωq −
m2π

T
sea lo más grande posible. Esta operación

puede ser imposible ya que en general no se conoce a priori el contenido espectral

de x(t). La situación planteada es perfectamente probable en aquellas aplicaciones

donde el peŕıodo de muestreo no es lo suficientemente pequeño.

2.2. Muestreo Aleatorio

En los sistemas de adquisición se utiliza usualmente un equiespaciamiento

periódico entre las muestras. Como consecuencia la representación frecuencial

de las señales muestreadas es también periódica. Si bien el esquema tradicional

consistente en el muestreo uniforme cubre la mayor parte de las aplicaciones,

presenta limitaciones para otras aplicaciones como la mencionada en este trabajo.
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En estos casos, el muestreo irregular consistente en un planteo más general, donde

el muestreo de las señales no está restringido a uno temporalmente equiespaciado,

constituye una solución. La irregularidad en el muestreo puede ser determińıstica

o aleatoria; en el caso de la segunda, el muestreo se denomina aleatorio.

Si bien el muestreo aleatorio no es nuevo ya que existen varios autores que

han realizado aportes en este tema, todav́ıa no existe una teoŕıa suficientemente

desarrollada y menos aún criterios claros de diseño ingenieril. De todas maneras

existen ciertos conceptos relativamente bien establecidos como el hecho de que

las señales muestreadas aleatoriamente bajo ciertas condiciones, no presentan

aliasing. Por lo tanto, si la función de muestreo aleatorio está correctamente

definida, entonces las señales a adquirir y procesar pueden contener componentes

que excedan la frecuencia de Nyquist, sin producir distorsión apreciable. Este

hecho permitiŕıa ciertas ventajas de tipo práctico muy importantes como por

ejemplo la posibilidad de eliminar filtros antialiasing, o de operar con frecuencias

de muestreo más reducidas. En ambos ejemplos, la reducción de costos es evidente.

El muestreo aleatorio no contradice la teoŕıa del muestreo uniforme sino que la

extiende. En otras palabras, el muestreo uniforme es un caso particular del mues-

treo aleatorio. El tema del muestreo aleatorio fue abordado por múltiples autores

siendo los precursores Shapiro y Silverman [28] y Balakrishnan [3]. Según sea la

función de muestreo, la literatura plantea dos tipos de muestreo aleatorio: Ran-

dom Additive Asynchronic Sampling (RAAS) y Jitter Random Sampling (JRS).

En el primero los tiempos de muestreo aleatorios se van sumando, resultando un

esquema asincrónico [28]. En cambio en el JRS existe un marco sincrónico, con

un tiempo de muestreo sincrónico que es utilizado como base, al que se le suma

una aleatoriedad. El muestreo aleatorio tipo JRS fue tratado originalmente por

Balakrishnan [3], Brown [6] y Leneman [12]. Balakrishnan [3] y otros [32], [18],

[5], [7], [31], [9], [8], [1], [17] han recurrido al JRS para analizar la perturbación
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que provoca el jitter aleatorio que se produce en sistemas donde se requiere mues-

treo uniforme. Este tema es muy importante y existen autores que han estudiado

diferentes aspectos como el efecto del jitter que se produce en el reloj en circuitos

”sample and hold” [29] o en los convertidores A/D [11].

Las descripción matemática del muestreo aleatorio se basa en la Ec. (2.2),

modificada como sigue:

s(t) =
∞∑

k=−∞

δ(t − tk) (2.11)

En el desarrollo de un modelo generalizado del muestreo, se puede utilizar

una secuencia de puntos de muestreo {tk}. Para el caso particular del muestreo

JRS, la secuencia {tk} se construye a partir de la suma de un tiempo aleatorio y

un tiempo determińıstico, donde este último se incrementa en forma fija con un

peŕıodo T . Los tiempos de muestreo del JRS se pueden expresar como:

tk = kT + τk T > 0 k = 0, 1, 2, . . . (2.12)

donde {τk} es una familia de variables aleatorias independientes e idénticamente

distribuidas, con valor medio nulo.

Utilizando la Ec. (2.12), se obtiene:

xk(t) = x(t)
∞∑

k=0

δ (t − (kT + τk)) (2.13)

La Ec. (2.13) describe el modelo general de muestreo JRS, que expresa un

concepto más amplio que el del muestreo convencional. El muestreo equiespaciado

es sólo un caso particular del modelo general. El modelo general presentado es

independiente del tipo de señal. Tanto las señales determińısticas como aleatorias

pueden ser tratadas con este modelo.
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Si bien se desarrollarán las ecuaciones del modelo JRS destinado a la atenua-

ción del aliasing, el JRS está originalmente dirigido al análisis del problema de

las fluctuaciones del peŕıodo de muestreo en los casos del muestreo uniforme. En

rigor, las variaciones del tiempo de muestreo siempre están presentes, aunque en

la mayoŕıa de los casos el efecto puede considerarse despreciable. La importancia

del efecto de las fluctuaciones depende de la magnitud de las mismas y del tipo

de procesamiento que deba realizarse.

Ante la perspectiva de utilizar el JRS para eliminar el aliasing en la adquisi-

ción de señales, en la Fig. ?? se ilustran las pdf de los intervalos de muestreo tk

para k = 1, 2, 3, . . . Las pdf de los tiempos de muestreo se denotan con pk(t). El

conjunto de puntos de muestreo posee entonces una pdf que vale:

p(t) =
∞∑

k=1

pk(t)

En la Fig. ?? se puede apreciar la p(t), donde aparecen múltiples máximos

y mı́nimos. Se puede advertir de la figura que no existe igual probabilidad para

todos los instantes de muestreo, sino que la probabilidad es mayor alrededor

de los instantes kT . De esta forma algunas partes de la señal a adquirir serán

muestreadas con más probabilidad que otras, lo que no es deseable. Además,

este hecho conspira contra la necesidad de disponer de un muestreo que difiera

sustancialmente del clásico muestreo uniforme, a efectos de eliminar el efecto de

aliasing propio de este muestreo. Una forma de evitar este problema y disponer

de una p(t) constante para todos los puntos de muestreo es utilizar una pdf

tipo uniforme en los intervalos kT ± 0, 5T , como se muestra en la Fig. ??. Sin

embargo esta p(t) es imposible de obtener ya que seŕıa necesario disponer de una

frecuencia de muestreo infinita. Debe considerarse que para que se cumpla una

p(t) constante debe permitirse la existencia de instantes de muestreo contiguos sin
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Figura 2.2: Función densidad de probabilidad que caracteriza al muestreo aleato-
rio JRS.
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mediar tiempo entre ellos. Esto es tecnológicamente imposible, ya que el intervalo

mı́nimo entre puntos de muestreo debe ser nulo, es decir se requiere un peŕıodo

de muestreo nulo. Si bien este extremo no es posible, es necesario disponer de un

alto valor de aleatoriedad, es decir, el dominio de la variable aleatoria debe ser lo

más parecido posible al peŕıodo T . En otras palabras, la pdf debe ser:

f(τk) =
1

Tτ

con τk ∈

[
−

Tτ

2
,
Tτ

2

]
(2.14)

donde Tτ ≃ T .

Resumiendo, el JRS presenta las siguientes desventajas: 1) las variables alea-

torias {tk} deben poseer una distribución estrictamente uniforme dentro de los

intervalos; 2) los intervalos de tiempo entre los instantes de muestreo tk y tk+1

pueden ser muy pequeños.

En el caso del muestreo aleatorio aditivo asincrónico (RAAS), las adquisicio-

nes se realizan en los instantes:

tk = tk−1 + τk k = 0, 1, 2, . . . (2.15)

donde los τk son variables aleatorias.

Este esquema de muestreo aleatorio, propuesto por Shapiro y Silverman [28],

está basado en la suposición de que los sucesivos intervalos de muestreo son

estad́ısticamente independientes y poseen una distribución idéntica. Las propie-

dades estad́ısticas de cada intervalo de muestreo están determinadas por su valor

medio µ y su desviación estándar σ. En consecuencia la frecuencia media de

muestreo es 1
µ
.

Si se considera el intervalo de tiempo [0, tk], donde tk = τ1 + τ2 + · · · + τk, y

las variables aleatorias τ1, τ2, · · · τk están caracterizadas por sus respectivas pdfs
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t

p (t)1

t

p (t)2

t

p (t)3

t

p (t)7

t

p(t)

Figura 2.3: Función densidad de probabilidad del muestreo JRS, con una pdf
base uniforme.
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{pk(t)}, entonces se puede arribar a la conclusión siguiente. Si una variable alea-

toria [0, τk] representa el resultado neto de una suma lineal de k variables es-

tad́ısticamente independientes τ1, τ2,. . ., τk, entonces, independientemente de las

caracteŕısticas de las pdfs de las variables, la pdf de [0, τk] = τ1 + τ2 + · · · + τk,

se aproxima a una pdf normal a medida que k tiende a ∞, Teorema del Ĺımite

Central [26]. En consecuencia, en el caso del RAAS, aún cuando las pdfs de las

variables aleatorias τk sean de diferente tipo y con dominios temporales menores

que T , las condiciones del muestreo pueden ser satisfactorias.

Existen trabajos donde se realizaron estudios comparativos sobre estos dos

métodos, Bland et al [33]. Otros autores han propuesto métodos modificados de

los anteriores como Lo y Purvis que propusieron un RAAS modificado a efectos

de reducir la carga computacional [13].

La aplicación del muestreo aleatorio para eliminar el problema del aliasing

ante señales no limitadas en banda o ante sistemas de adquisición que no cumplen

con el teorema de Nyquist fue abordado por Beutler et al [4], Masry [14], Kan

et al [10] y de Waele et al [33]. Beutler desarrolló una formulación general del

proceso del muestreo aleatorio para eliminar el aliasing, y presentó criterios para

aplicar el RAAS a varios tipos de señales [4]. Masry analizó diferentes esquemas de

muestreo e investigó sus propiedades para eliminar el aliasing [14]. Con este mismo

concepto existen autores que han aplicado el muestreo aleatorio para reducir la

frecuencia equivalente de muestreo y por lo tanto han logrado reducir los costos

del hardware necesario [25], [24]

La reconstrucción con filtros digitales fue estudiada por Rogozhkin et al [27],

por Kan et al [10] y Tarckzynski et al [34].

La aplicación del muestreo aleatorio a la medición basada en una conversión no

lineal de las señales (vat́ımetros, volt́ımetros vectoriales), basada en un muestreo

RAAS, fue propuesta por [20], [16], [35] y [21].
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Además existen múltiples aplicaciones donde se ha utilizado el muestreo alea-

torio para la medición de espectros, como por ejemplo [23], [19], o para la con-

mutación aleatoria de capacitores en filtros basados conmutación de capacitores

[2].

Una de los dificultades observadas en la bibliograf́ıa es la inexistencia de un

análisis ingenieril aśı como de expresiones teóricas que contemplen esta orien-

tación. Por otra parte, tampoco existen expresiones anaĺıticas que contemplen

de manera general el comportamiento de un filtro FIR. En cuanto a la elección

del método, RAAS o JRS, si bien existen publicaciones que abordan la com-

paración de ambos esquemas de muestreo aleatorio, no existe una comparación

que contemple un rango amplio de frecuencias, ni existe una comparación que

incluya diversos tipos de filtros. En esta tesis se trata de dar respuestas a estos

problemas.



Caṕıtulo 3

Muestreo Aleatorio tipo Jitter

(Jitter Random Sampling, JRS)

En este caṕıtulo se desarrolla la formulación correspondiente al muestreo alea-

torio tipo jitter (JRS ), seguido de un filtro digital de reconstrucción de Respuesta

Finita al Impulso (Finite Impulse Response, FIR). En la Fig. 3.1 se muestra el

esquema del proceso. El objetivo es adquirir señales de baja frecuencia inmersas

en ruido. A efectos de evaluar el comportamiento de esta técnica, se considerarán

dos aspectos: 1) la atenuación del ruido de alta frecuencia, cuyo indicador será la

Respuesta en Frecuencia de Potencia (Power Frequency Response, PFR), cuyo

concepto se desarrolla más abajo. 2) La exactitud de la señal adquirida a bajas

frecuencias. En este último caso se aceptará que existe ruido equivalente al error

de medición producido por el propio método JRS/FIR, que es de baja frecuen-

cia, y se utilizará la relación señal ruido S/N como indicador. En la Tabla 3.1

se esquematiza lo mencionado. Se desarrollan en este caṕıtulo las formulaciones

anaĺıticas de PFR y S/N, las que son además contrastadas con resultados de

simulación.

19
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muestreo
JRS

filtro
FIR

x(t) xk

^ mk

Figura 3.1: JRS seguido por un filtro de reconstrucción FIR.

Tipo de análisis PFR S/N

Objeto cuantificar atenuación del
aliasing

cuantificar error producido
por el JSR

Señal analizada ruido señal útil
Rango de frecuencia altas frecuencias bajas frecuencias

Tabla 3.1: Análisis de error y atenuación en el JRS/FIR.

3.1. Desarrollo de la PFR

El objetivo de esta sección es demostrar que el aliasing producido por el ruido

de alta frecuencia puede ser sustancialmente atenuado por el proceso JRS/FIR.

Se asumirá que el ruido aplicado a la entrada es periódico, de frecuencia f , y se

obtendrá la potencia media de salida provocada por el ruido. Para ello se uti-

lizará la PFR (Power Frequency Response) que definimos como la relación de

potencias entre la salida y la entrada, en función de la frecuencia de la entra-

da. Esto significa que, dada una entrada senoidal de frecuencia f , la PFR(f)

será la atenuación de potencia causada por el JRS/FIR para dicha entrada. En

una primera etapa se considerará que la entrada es senoidal pura. Luego se ex-

tenderá el análisis para una entrada de cualquier tipo, con la sola salvedad de que

sea periódica. Finalmente se tratará el caso de una entrada formada por senos

no correlacionados, t́ıpico del ruido impulsivo o ruido blanco. En cada caso se

realizará el desarrollo general válido para cualquier filtro FIR, y luego se parti-

cularizará para filtros FIR espećıficos, en especial para el filtro Moving Average
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(MA).

3.2. JRS/FIR con entrada senoidal

El objeto de esta sección es encontrar una formulación que exprese la atenua-

ción de potencia del ruido de alta frecuencia. Se considerará un ruido de entrada

de tipo senoidal, x(t), dado por:

x(t) = A cos(ωt + φ) (3.1)

donde ω es la frecuencia angular y φ es la fase inicial.

La función de muestreo del JRS, s(t), se observa en la Fig. 3.2 y vale:

s(t) =
∞∑

k=1

δ(t − tk) (3.2)

tk = kT + τk (3.3)

donde τk es la parte aleatoria, T es el peŕıodo y, por lo tanto, kT es la parte

sincrónica del muestreo. La variable aleatoria τk posee una función densidad de

probabilidad (pdf) uniforme, Ec. (3.4).

fτk
(τk) =

1

Tτ

[−Tτ/2, Tτ/2] (3.4)

siendo Tτ ≤ T . Dado que τk puede variar entre −Tτ/2 y Tτ/2, el peŕıodo T

está constituido por una parte puramente aleatoria de extensión Tτ más otra

parte determińıstica asociada con el máximo tiempo de conversión, TAD , es decir

T = Tτ + TAD. El tiempo TAD se debe al tiempo de conversión AD y, si bien no

es deseable para los fines de esta propuesta, es inevitable.

Luego del proceso JRS, las muestras son:



Caṕıtulo 3. Muestreo Aleatorio tipo Jitter (Jitter Random Sampling, JRS) 22

(k-1)T

Tt

TAD

t

kT

TAD

(k+1)T

TAD

(k+2)T

TAD

función
de

muestreo

TtTt Tt

Figura 3.2: Función de muestreo en el JRS.

x̂k = A cos [ω (kT + τk) + φ] (3.5)

Las muestras son luego filtradas por un filtro FIR, resultando:

µ =
n∑

k=1

hn−kx̂k (3.6)

donde h0...hn−1 son los coeficientes del filtro y n es el orden del filtro.

Suponiendo que el proceso es ergódico, es decir, que se cumple que el promedio

del ensamble es igual al valor medio en el tiempo, entonces la varianza de la salida

es igual a la potencia promedio. La varianza de µ es:

E[µ2] = E




(

n∑

k=1

hn−kx̂k

)2


 . (3.7)

Se puede verificar algebraicamente que se cumple:

(
n∑

k=1

ak

)2

=
n∑

k=1

a2
k + 2

n−1∑

k=1

n∑

j=k+1

akaj. (3.8)
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Por lo tanto, incluyendo la Ec. (3.8) en la (3.7) resulta:

E[µ2] =
n∑

k=1

h2
n−kE

[
x̂k

2
]
+ 2

n−1∑

k=1

n∑

j=k+1

hn−khn−jE [x̂k x̂j] (3.9)

Dado que el sistema es ergódico, se puede demostrar que φ es una variable

aleatoria con pdf uniforme, fφ(φ) = 1
2π

en el dominio [0, 2π].

La obtención de la E[µ2] requiere el desarrollo de los términos de la Ec. (3.9).

La expresión del término E [x̂2
k] es:

E
[
x̂2

k

]
=

∞∫∫

−∞

fτk,ϕA2 cos2 [ω (kT + τk) + ϕ] dϕdτk =

=
A2

2πTτ

Tτ /2∫

−Tτ /2

2π∫

0

cos2 [ω (kT + τk) + ϕ] dϕdτk =
A2

2
(3.10)

donde la pdf fτk,ϕ se reemplazó por 1
2πTτ

, ya que τk, ϕ son variables independientes,

esto es, fτk,ϕ = fτk
fϕ. Además, el valor E [x̂k x̂j] en la Ec. (3.9) puede ser calculado

como:

E [x̂k x̂j] = E [A cos (ω (kT + τk) + ϕ) A cos (ω (jT + τj) + ϕ)] =

= A2

∞∫∫∫

−∞

fτk,τj ,ϕ cos [ω (kT + τk) + ϕ] cos [ω (jT + τj) + ϕ] dϕdτkdτj =

=
A2

2T 2
τ

∫∫ Tτ /2

−Tτ /2

cos [ωT (k − j) + τk − τj] dτkdτj =

=
A2

2T 2
τ

∫∫ Tτ /2

−Tτ /2

cos [δ + τk − τj] dτkdτj (3.11)

donde δ = ωT (k − j). El desarrollo de la formulación continúa como:
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E [x̂k x̂j] =
A2

4T 2
τ

∫∫ Tτ /2

−Tτ /2

[
eiδeiωτke−iωτj + e−iδe−iωτkeiωτj

]
dτkdτj =

=
A2

4iωT 2
τ

Tτ /2∫

−Tτ /2

{
eiδe−iωτj

[
eiωτk

]Tτ /2

−Tτ /2
− e−iδeiωτj

[
e−iωτk

]Tτ /2

−Tτ /2

}
dτj =

E [x̂k x̂j] =
A2

4iωT 2
τ

Tτ /2∫

−Tτ /2

eiδ
[
eiωTτ /2 − e−iωTτ /2

]
e−iωτjdτj+

−
A2

4iωT 2
τ

Tτ /2∫

−Tτ /2

e−iδ
[
e−iωTτ /2 − eiωTτ /2

]
eiωτjdτj (3.12)

Luego:

E [x̂k x̂j] = −
A2

4i2ω2T 2
τ

eiδ
(
eiωTτ /2 − e−iωTτ /2

) [
e−iωτj

]Tτ /2

−Tτ /2
+

−
A2

4i2ω2T 2
τ

e−iδ
(
e−iωTτ /2 − eiωTτ /2

) [
eiωτj

]Tτ /2

−Tτ /2
=

=
A2

4i2ω2T 2
τ

eiδ
(
eiωTτ /2 − e−iωTτ /2

) (
eiωTτ /2 − e−iωTτ /2

)
+

+
A2

4i2ω2T 2
τ

e−iδ
(
eiωTτ /2 − e−iωTτ /2

) (
eiωTτ /2 − e−iωTτ /2

)
(3.13)

Finalmente:

E [x̂k x̂j] =
2A2

ω2T 2
τ

sin2 (ωTτ/2) cos δ =
A2

2
sinc2 (fTτ ) cos δ

E [x̂k x̂j] =
A2

2
sinc2 (fTτ ) cos [ωT (k − j)] (3.14)
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Por lo tanto, la Ec. (3.9) resulta:

E[µ2] =
A2

2

n∑

k=1

h2
n−k + A2sinc2 (fTτ ) .

.
n−1∑

k=1

n∑

j>k

hn−khn−j cos [ωT (k − j)] (3.15)

La Ec. (3.15) puede ser reescrita como sigue:

E[µ2] =
A2

2
‖h‖2

2 + A2sinc2 (fTτ )
n∑

k=1

h#
n−k cos [ωTk] (3.16)

donde: ‖h‖2
2 =

n∑
k=1

h2
n−k es la norm2 del FIR h y h# es un vector conformado

como sigue:

h# = B.h (3.17)

donde:

B =





0 0 ... ... ... 0 h0

0 ... ... ... 0 h0 h1

... ... ... 0 h0 h1 h2

... ... ... ... ... ... ...

... 0 h0 h1 ... hn−4 hn−3

0 h0 h1 ... hn−4 hn−3 hn−2

0 0 0 0 0 0 0




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es decir





h#
0

h#
1

...

...

h#
n−3

h#
n−2

h#
n−1





=





0 0 ... ... ... 0 h0

0 ... ... ... 0 h0 h1

... ... ... 0 h0 h1 h2

... ... ... ... ... ... ...

... 0 h0 h1 ... hn−4 hn−3

0 h0 h1 ... hn−4 hn−3 hn−2

0 0 0 0 0 0 0









h0

h1

...

...

hn−3

hn−2

hn−1





(3.18)

El vector h# está constituido por los coeficientes del filtro equivalente, resul-

tado de la transformación expresada por la Ec. (3.18), donde h es el vector filtro

y B es la matriz que realiza la transformación citada. La construcción de B es

directa, como se puede apreciar en la Ec. (3.18). Desde un plano más formal, B

se construye a partir de una matriz C, tipo Toeplitz1, cuya primer columna es

el vector h y cuyos términos ci,j = 0 para todo i < j. Luego, permutando las

columnas de C, se obtiene una matriz A de forma tal que resulta ai,j = ci,n−j.

Finalmente, la matriz B se obtiene a partir de la matriz A pero haciendo nulos

los componentes de la fila n.

Finalmente, la Ec. (3.16) resulta:

E[µ2] =
A2

2
‖h‖2

2 + A2sinc2 (fTτ )
∣∣H#(z)

∣∣
z=ejωT cos (2πfTn + θ) (3.19)

donde H#(z) =
∑n

k=1 h#
k .z−k y θ = Arg

[
H#(ejωT )

]
.

La Ec. (3.19) representa la potencia de salida en función de la frecuencia de

la señal de entrada. Para obtener la PFR es necesario establecer la relación entre

1La matriz Toeplitz es una matriz cuadrada que posee valores constantes en las diagonales

de orientación arriba-izquierda hacia abajo-derecha.
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la potencia de salida y la de entrada, entonces:

PFR(f) = ‖h‖2
2 + 2sinc2 (fTτ )

∣∣H#(z)
∣∣
z=ejωT cos (2πfTn + θ) (3.20)

A efectos de realizar el análisis de la PFR, se toman los valores extremos de

frecuencia. A baja frecuencia:

PFR(f = 0) = ‖h‖2
2 + 2

∣∣H#(z)
∣∣
z=ejωT cos (θ) (3.21)

Para alta frecuencias

PFR(f = ∞) = ‖h‖2
2 (3.22)

Este último resultado es muy importante ya que denota la atenuación del

ruido de alta frecuencia, que es directamente la norm2 del filtro FIR. En cuanto

al diseño, es beneficioso elegir filtros que posean la menor norm2 posible. Todos

los filtros FIR poseen coeficientes cuya sumatoria (norm1) es igual a 1. En cambio

presentan diferentes norm2. Como se verá más adelante, el filtro Moving Average

(MA) es el que posee la mı́nima norm2.

3.3. JRS/MA con entrada senoidal

Para el caso particular del filtro MA, el vector h es h =

[
1
n

1
n

... 1
n

]T

.

Por lo tanto la salida es:

µ =
1

n

n∑

k=1

x̂k (3.23)

La norma ‖h‖2
2 = 1

n
y el vector h# resulta:
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



h#
0

h#
1

h#
2

...

h#
n−3

h#
n−2

h#
n−1





=





0 0 ... ... ... 0 1
n

0 ... ... ... 0 1
n

1
n

... ... ... 0 1
n

1
n

1
n

... ... ... ... ... ... ...

... 0 1
n

1
n

... 1
n

1
n

0 1
n

1
n

... 1
n

1
n

1
n

0 0 0 0 0 0 0









1
n

1
n

1
n

...

1
n

1
n

1
n





=





1
n2

2
n2

3
n2

...

n−2
n2

n−1
n2

0





(3.24)

La expresión general para los términos de h# es:

h#
k =

k + 1

n2
∀k < n − 1 (3.25)

h#
n−1 = 0

Por lo tanto, a partir de la Ec. (3.16), se arriba a la expresión del segundo

momento de µ que resulta:

E[µ2] =
A2

2n
+

A2

n2
sinc2 (fTτ )

n∑

k=2

(n + 1 − k) cos [ωTk] (3.26)

La PFR resulta entonces:

PFR(f) =
1

n
+

2

n2
sinc2 (fTτ )

n∑

k=2

(n + 1 − k) cos [ωTk] (3.27)

En la Fig. 3.3 se grafica la PFR para el proceso JSR/MA, con Tτ = 0, 010s

y T = 0, 011 s, para n, n = 10, n = 100 y n = 1000, con una entrada senoidal.

Se puede advertir la atenuación existente para frecuencias mayores a 80Hz, que

es constante e igual a 1
n
. También se nota la existencia de picos a f = 90, 9Hz y
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Figura 3.3: PFR del proceso JSR/MA, con una entrada senoidal, para n=10,
n=100 y n=1000. Escala lineal para la frecuencia.

181, 8Hz, que recuerdan a los picos de aliasing, pero en este caso con una amplitud

atenuada. Las frecuencias 90, 9Hz y 181, 8Hz coinciden con 1
T

y 2
T
, respectivamen-

te. En la Fig. 3.4 se grafican las mismas PFRs pero con la frecuencia en escala

logaŕıtmica, con el objeto de apreciar con más detalle los efectos en las bajas fre-

cuencias. Los picos que se producen en los múltiplos de la frecuencia de muestreo

promedio poseen una amplitud que va decreciendo con la frecuencia hasta desa-

parecer (por problemas de resolución en la escala logaŕıtmica de la frecuencia sólo

se aprecian los primeros múltiplos). Es importante notar que la amplitud de los

picos es mayor para los filtros de mayor n. Más aún, gran parte de la atenuación

de alta frecuencia que produce el JRS es deteriorada por el efecto de los picos.

Con el objeto de analizar con más detalle la formulación en los ĺımites de

frecuencia, se considera a continuación el caso particular en el que f → 0, es
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Figura 3.4: PFR del proceso JSR/MA, con una entrada senoidal, para n = 10,
n = 100 y n = 1000. Escala logaŕıtmica para la frecuencia.

decir cuando la frecuencia de la señal de entrada es sumamente baja:

PFR(0) =
1

n
+

2

n2

n∑

k=2

(n + 1 − k) =

=
1

n
+

2

n2

[
n∑

k=2

(n + 1) −
n∑

k=2

k

]
=

=
1

n
+

2

n2

[
(n − 1) (n + 1) −

n

2
(n + 1) + 1

]
(3.28)

donde el resultado de la segunda sumatoria surge de la expresión cerrada de la

serie aritmética
∑n

k=1 k, que vale n
2

(n + 1). Luego:
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PFR(0) =
1

n
+

2

n2

[
n2 − 1 −

n2

2
−

n

2
+ 1

]
=

=
1

n
+

2

n2

[
n2

2
−

n

2

]
=

=
1

n
+

1

n
(n − 1) = 1 (3.29)

Si consideramos el caso particular en el que f → ∞, sinc2 (fTτ ) = 0, entonces

PFR(∞) =
1

n

Se advierte que la atenuación está dada directamente por la norma 2, (que de-

nominamos norm2), del MA. Esta es la menor norm2 posible de todos los filtros

FIR ya que todos los coeficientes del MA son iguales de valor 1
n
. Esto significa

que, en cuanto a la magnitud de la atenuación del ruido de alta frecuencia, objeto

central de este análisis, el filtro FIR tipo MA es el recomendado.

Para evaluar la validez de la formulación desarrollada para el JSR/MA se

realizaron simulaciones experimentales en el entorno Matlab que consistieron en

el ingreso de una entrada senoidal pura que es muestreada aleatoriamente JSR

y luego pasada por un filtro MA. La salida constituye la estimación de la va-

riable que se desea obtener. Se realizaron experimentos, donde cada experimento

constó de m ensayos. Luego de los m ensayos se calculó la varianza de la esti-

mación del experimento. Esta varianza, asumiendo que la entrada es una señal

eléctrica senoidal, constituye la potencia media de la señal a la salida del pro-

ceso. Cada experimento se realizó a una determinada frecuencia de entrada y se

simuló sobre un amplio rango de frecuencias, por lo que se arribó a la PFR. El

espectro de frecuencias contemplado fue de 10−3 a 105 Hz, expresado en forma
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logaŕıtmica, con la frecuencia discretizada en pasos de 0, 01 década, lo que re-

sulta en una secuencia de frecuencias {fk} de 800 componentes. En cada ensayo

se midió la variable de salida µi, obtenida a partir de una entrada senoidal de

amplitud unitaria, frecuencia fk y fase φ. La fase φ es una variable aleatoria con

pdf uniforme en el dominio [0, 2π].

En cada experimento se calculó el promedio de las µi del ensamble, conside-

rando que el sistema es ergódico. Para obtener la estimación en cada ensayo, µi,

se aplicó el muestreo aleatorio JRS, y se utilizó el filtro de reconstrucción de

orden n, por lo que se necesitó generar variables aleatorias τj, con j = 1, 2, ..., n.

Para cada componente de la secuencia {fk} se implementó un experimento, cons-

tituido por 100 ensayos, donde i = 1, 2, ..., 100 denota el número de cada ensayo.

A continuación se expresan con mayor claridad los términos utilizados:

Experimento: consiste en m ensayos.

Ensayo: medición de la salida del filtro MA, µ, luego de haber muestreado

aleatoriamente una entrada senoidal pura de frecuencia f y fase φ.

m: número de ensayos para cada experimento

Conjunto (de Experimentos): conjunto de experimentos realizados para un

conjunto de frecuencias de manera de cubrir un rango amplio de las mismas.

En la Fig. 3.5 se presenta la PFR obtenida de la simulación realizada con un

MA de orden n = 10, Tτ = 10ms y TAD = 1ms, donde el número de ensayos fue

m = 100. En la misma figura se ha graficado la curva teórica correspondiente a

la Ec. (3.27). Se han realizado simulaciones también para n = 100 y n = 1000,

que se muestran en las Figs. 3.6 y 3.7, respectivamente. Se observa en las tres

figuras que las gráficas de las simulaciones concuerdan sustancialmente con las

curvas teóricas, lo que valida, por lo menos para el caso de un JSR/MA, n = 10,

n = 100 y n = 1000, la formulación desarrollada. A efectos de corroborar las for-

mulaciones para un rango más extendido de frecuencias, las mismas simulaciones
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se graficaron en escala logaŕıtmica de frecuencia en un rango que va de 10−3 hasta

105 Hz. Las Figs. 3.8, 3.9 y 3.10 muestran estas gráficas; se observa nuevamente

que las simulaciones coinciden con las formulaciones. Es necesario destacar que

estas simulaciones constituyen una corroboración experimental confiable, excep-

to por la resolución en la frecuencia. Evidentemente, el espacio entre puntos de

simulación debe ser tal que no se pierdan valores importantes. Por otro lado un

espacio de frecuencia muy pequeño entre puntos de simulación haŕıa computacio-

nalmente muy costosa la simulación. Se optó por realizar las simulaciones con

un espacio de ∆f = 0,01Hz en las figuras mencionadas. De esta forma se pu-

dieron simular todas las curvas en un amplio rango de frecuencias, pero a costa

de haber perdido algunos valores importantes. En particular no se observan los

picos presentes en los mútiplos de la frecuencia equivalente de muestreo, esto es

f = 90, 9Hz, 181, 8Hz, ... Por lo tanto se han realizado simulaciones adicionales

con una resolución mucho mayor pero en un rango de frecuencias muy pequeño

alrededor del pico de 90, 9Hz, por ejemplo. El resultado se muestra en la Fig.

3.11, donde se puede observar el pico, lo que valida los resultados teóricos.
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Figura 3.5: PFR del proceso JRS/MA con una entrada senoidal pura, con n =
10. Curva de simulación en negro, curva teórica en rojo. Cantidad de ensayos por
experimento: m = 100.
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Figura 3.6: PFR del proceso JRS/MA con una entrada senoidal pura, con n =
100. Curva de simulación en negro, curva teórica en rojo. Cantidad de ensayos
por experimento: m = 100.
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Figura 3.7: PFR del proceso JRS/MA con una entrada senoidal pura, con n =
1000. Curva de simulación en negro, curva teórica en rojo. Cantidad de ensayos
por experimento: m = 100.
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Figura 3.8: PFR del proceso JRS/MA con una entrada senoidal pura, con n =
10. Curva de simulación en negro, curva teórica en rojo. Cantidad de ensayos por
experimento: m = 100. Escala logaŕıtmica de frecuencia.
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Figura 3.9: PFR del proceso JRS/MA con una entrada senoidal pura, con n =
100. Curva de simulación en negro, curva te órica en rojo. Cantidad de ensayos
por experimento: m = 100. Escala logaŕıtmica de frecuencia.
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Figura 3.10: PFR del proceso JRS/MA con una entrada senoidal pura, con
n = 1000. Curva de simulación en negro, curva teórica en rojo. Cantidad de
ensayos por experimento: m = 100. Escala logaŕıtmica de frecuencia.
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Figura 3.11: PFR del proceso JRS/MA con una entrada senoidal pura, con
n = 1000. Ampliación de la curva alrededor de f = 90, 9Hz. Curva de simulación
en negro, curva teórica en rojo. Cantidad de ensayos por experimento: m = 100.
Escala logaŕıtmica de frecuencia.
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3.4. JRS/FIR con entrada senoidal

A continuación se graficarán las PFRs resultantes de aplicar la Ec. (3.20) a

otros filtros FIR a efectos de verificar la pertinencia de las expresiones teóricas

desarrolladas. En particular se utilizará el pasabajos sintetizado por el método

V entana de Hamming [22], obtenido desde las toolbox del MATLAB. El filtro

se llamará de ahora en más según su denominación MATLAB, fir1. Se utili-

zará, además otro filtro pasabajos, en este caso sintetizado por el método de

Optimización por mı́nimos cuadrados, también obtenido desde MATLAB, que

se llamará fircls1. En las Figs. 3.12 y 3.13 se observan las PFRs correspondientes

al filtro fir1, y en las Figs. 3.14 y 3.15 al filtro filcls1.

Se aprecia la menor atenuación que se obtiene en los procesos JRS/fir1 y

JRS/fircls1 respecto del JRS/MA. Aunque por otra parte se logra una mayor

selectividad que puede ser importante en el diseño para aplicaciones donde la

frecuencia de ruido de alta frecuencia y la de la señal útil no están muy alejadas.

En cuanto a la corroboración experimental por medio de simulaciones, se

presentan las gráficas del proceso JRS/fir1 en las Figs. 3.16, 3.17 y 3.18, y del

JRS/fircls1 en las Figs. 3.23, 3.24 y 3.25, para el rango de frecuencias entre 1

y 250Hz, en una escala lineal. Para corroborar los resultados en un rango de

frecuencias más extendido, se presentan las simulaciones entre 10−3 y 105Hz, en

una escala logaŕıtmica en las Figs. 3.19, 3.20, 3.21 y 3.22, para JRS/fir1, y las

Figs. 3.26, 3.27, 3.28 y 3.29 para JRS/fircls1.
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Figura 3.12: PFR del proceso JSR/fir1, con una entrada senoidal, para n = 10,
n = 100 y n = 1000. Escala lineal de frecuencia.
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Figura 3.13: PFR del proceso JSR/fir1, con una entrada senoidal, para n = 10,
n = 100 y n = 1000. Escala logaŕıtmica de frecuencia.
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Figura 3.14: PFR del proceso JSR/fircls1, con una entrada senoidal, para n =
10, n = 100 y n = 1000. Escala lineal de frecuencia.
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Figura 3.15: PFR del proceso JSR/fircls1, con una entrada senoidal, para n =
10, n = 100 y n = 1000. Escala logaŕıtmica de frecuencia.
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Figura 3.16: PFR del proceso JRS/fir1 con una entrada senoidal pura, con
n = 10. Curva de simulación en negro, curva teórica en rojo. Cantidad de ensayos
por experimento: m = 100.
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Figura 3.17: PFR del proceso JRS/fir1 con una entrada senoidal pura, con
n = 100. Curva de simulación en negro, curva teórica en rojo. Cantidad de ensayos
por experimento: m = 100.
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Figura 3.18: PFR del proceso JRS/fir1 con una entrada senoidal pura, con
n = 1000. Curva de simulación en negro, curva teórica en rojo. Cantidad de
ensayos por experimento: m = 100.
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Figura 3.19: PFR del proceso JRS/fir1 con una entrada senoidal pura, con
n = 10. Curva de simulación en negro, curva teórica en rojo. Cantidad de ensayos
por experimento: m = 100. Escala logaŕıtmica de frecuencia.
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Figura 3.20: PFR del proceso JRS/fir1 con una entrada senoidal pura, con
n = 100. Curva de simulación en negro, curva teórica en rojo. Cantidad de ensayos
por experimento: m = 100. Escala logaŕıtmica de frecuencia.
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Figura 3.21: PFR del proceso JRS/fir1 con una entrada senoidal pura, con
n = 1000. Curva de simulación en negro, curva teórica en rojo. Cantidad de
ensayos por experimento: m = 100. Escala logaŕıtmica de frecuencia.
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Figura 3.22: PFR del proceso JRS/fir1 con una entrada senoidal pura, con
n = 1000. Ampliación alrededor de f = 90, 9Hz. Curva de simulación en negro,
curva teórica en rojo. Cantidad de ensayos por experimento: m = 100. Escala
logaŕıtmica de frecuencia.
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Figura 3.23: PFR del proceso JRS/fircls1 con una entrada senoidal pura, con
n = 10. Curva de simulación en negro, curva teórica en rojo. Cantidad de ensayos
por experimento: m = 100.
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Figura 3.24: PFR del proceso JRS/fircls1 con una entrada senoidal pura, con
n = 100. Curva de simulación en negro, curva teórica en rojo. Cantidad de ensayos
por experimento: m = 100.
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Figura 3.25: PFR del proceso JRS/fircls1 con una entrada senoidal pura, con
n = 1000. Curva de simulación en negro, curva teórica en rojo. Cantidad de
ensayos por experimento: m = 100.
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Figura 3.26: PFR del proceso JRS/fircls1 con una entrada senoidal pura, con
n = 10. Curva de simulación en negro, curva teórica en rojo. Cantidad de ensayos
por experimento: m = 100. Escala logaŕıtmica de frecuencia.

Hasta aqúı se han desarrollado las expresiones anaĺıticas de la PFR, para

FIR, en particular para MA, fir1 y fircls1, con una perturbación senoidal pura.

Este análisis puede extenderse a la existencia de una señal periódica cualquiera,

constituida por una serie de armónicas.
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Figura 3.27: PFR del proceso JRS/fircls1 con una entrada senoidal pura, con
n = 100. Curva de simulación en negro, curva teórica en rojo. Cantidad de ensayos
por experimento: m = 100. Escala logaŕıtmica de la frecuencia.
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Figura 3.28: PFR del proceso JRS/fircls1 con una entrada senoidal pura, con
n = 1000. Curva de simulación en negro, curva teórica en rojo. Cantidad de
ensayos por experimento: m = 100. Escala logaŕıtmica de frecuencia.
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Figura 3.29: PFR del proceso JRS/fircls1 con una entrada senoidal pura, con
n = 1000. Ampliación alrededor de f = 90,9Hz. Curva de simulación en negro,
curva teórica en rojo. Cantidad de ensayos por experimento: m = 100. Escala
logaŕıtmica de frecuencia.
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3.5. JRS/FIR aplicado a un ruido periódico

Con el objeto de dar más generalidad a la formulación del proceso, se tratará el

caso de cualquier señal periódica, sin restringir al caso particular de un seno. Se

tiene una señal periódica x(t), desarrollada por serie de Fourier:

x(t) =
∞∑

h=1

(Ah sin hωt + Bh cos hωt) (3.30)

Dado que el proceso de muestreo puede comenzar en cualquier momento ti,

la Ec. (3.30) se modifica como:

x(t) =
∞∑

h=1

[Ah sin hω (t − ti) + Bh cos hω (t − ti)] =

=
∞∑

h=1

[Ah sin (hωt − hϕi) + Bh cos (hωt − hϕi)] (3.31)

donde ϕi = ωti.

Luego del JRS, las muestras quedan:

x̂k =
∞∑

h=1

[Ah sin (hωkT + hωτk − hϕi) + Bh cos (hωkT + hωτk − hϕi)] (3.32)

Luego las muestras son filtradas con un FIR y el resultado es:

µ =
n∑

k=1

hn−kx̂k (3.33)

donde n es el orden del FIR.
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El término E [x̂2
k] en la Ec. (3.9) se puede expresar como:

E
[
x̂2

k

]
=

∞∫

−∞

fτk,ϕi

(
∞∑

h=1

{Ah sin [hω (kT + τk) − hϕi] + Bh cos [hω (kT + τk) − hϕi]}

)2

dϕidτk

=
1

2πTτ

Tτ /2∫

−Tτ /2

2π∫

0

(
∞∑

h=1

{Ah sin [hω (kT + τk) − hϕi] + Bh cos [hω (kT + τk) − hϕi]}

)2

dϕidτk

(3.34)

El cuadrado de la serie infinita de (3.34) produce términos sin2, cos2 y sin cos.

La integral a lo largo de ϕi, desde 0 a 2π, de los términos sin cos es nula, por lo

tanto:

E
[
x̂2

k

]
=

1

2πTτ

∫ Tτ /2

−Tτ /2

∞∑

h=1

{A2
h

∫ 2π

0

sin2 [hωkT + hωτk − hϕi] dϕi+

+ B2
h

∫ 2π

0

cos2 [hωkT + hωτk − hϕi] dϕi}dτk (3.35)

donde la pdf conjunta, fτk,ϕi
, fue reemplazada por 1

2πTτ
, ya que τk y ϕi son inde-

pendientes, esto es, fτk,ϕi
= fτk

fϕi
. Operando:

E
[
x̂k

2
]

=
1

2πTτ

∫ Tτ /2

−Tτ /2

(
∞∑

h=1

A2
hπ + B2

hπ

)
dτk =

1

2

m∑

h=1

(
A2

h + B2
h

)

Además, los términos E [x̂k x̂j], con k 6= j, en la Ec. (3.9) pueden ser calculados

como:
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E [x̂k x̂j] =
1

2πT 2
τ

∫ Tτ /2

−Tτ /2

∫ Tτ /2

−Tτ /2

∫ 2π

0

∞∑

h1=1

{Ah1
sin [h1ω (kT + τk) − h1ϕi] + Bh1

cos [h1ω (kT + τk) − h1ϕi]} .

.
∞∑

h2=1

{Ah2
sin [h2ω (jT + τj) − h2ϕi] + Bh2

cos [h2ω (jT + τj) − h2ϕi]} dϕidτkdτj

(3.36)

El producto de las dos sumatorias en (3.36) genera términos que, integrados

a lo largo de ϕi desde 0 a 2π, son cero, excepto para h1 = h2. Operando:

E [x̂k x̂j] =
1

T 2
τ

∫ Tτ /2

−Tτ /2

∫ Tτ /2

−Tτ /2

∞∑

h=1

{(
A2

h

2
+

B2
h

2

)
cos hω [(k − j) T + (τk − τj)]

}
dτkdτj =

=
1

T 2
τ

∞∑

h=1

{(
A2

h

2
+

B2
h

2

) ∫ Tτ /2

−Tτ /2

∫ Tτ /2

−Tτ /2

cos hω [(k − j) T + (τk − τj)] dτkdτj

}

(3.37)

Desarrollando como en las Ecs. (3.11), (3.12), (3.13) y (3.14):

E [x̂k x̂j] =
1

2

∞∑

h=1

(
A2

h + B2
h

)
sinc2(fhTτ ) cos [hω (k − j) T ]
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Por lo tanto, la Ec. (3.9) resulta:

E[µ2] =
1

2

∞∑

h=1

(
A2

h + B2
h

) n∑

k=1

h2
n−k + 2

n−1∑

k=1

n∑

j>k

hn−khn−jE [x̂k x̂j] =

=
1

2

∞∑

h=1

(
A2

h + B2
h

) n∑

k=1

h2
n−k+

+
∞∑

h=1

(
A2

h + B2
h

)
sinc2(fhTτ )

n−1∑

k=1

n∑

j>k

hn−khn−j cos hω (k − j) T =

=
1

2

∞∑

h=1

(
A2

h + B2
h

)
‖h‖2

2 +
1

T 2
τ

∞∑

h=1

(
A2

h + B2
h

)
sinc2(fhTτ )

n∑

q=1

h#
n−q cos [hωTq] =

=
1

2

∞∑

h=1

(
A2

h + B2
h

)
{
‖h‖2

2 + 2 sinc2(fhTτ )
n∑

q=1

h#
n−q cos [hωTq]

}

E[µ2] =
1

2

∞∑

h=1

C2
h

{
‖h‖2

2 + 2 sinc2(fhTτ )
n∑

q=1

h#
n−q cos [hωTq]

}
(3.38)

donde C2
h = A2

h + B2
h. Finalmente, la Ec. (3.38) se puede expresar como:

E[µ2] =
1

2

∞∑

h=1

C2
h

[
‖h‖2

2 + 2 sinc2(fhTτ )
∣∣H#(z)

∣∣
z=ejωhT cos (hωTn + θ1)

]
(3.39)

donde H#(z) =
∑n

q=1 h#
q .z−q, θ1 = Arg

[
H#(ejωhT )

]
.

La Ec. (3.39) representa la potencia media de salida, para el caso general de

una serie de armónicas. En cuanto a la PFR, ésta se expresa en la Ec. (3.40):

PFR(f) = ‖h‖2
2 +

∑∞
h=1 C2

h sinc2(fhTτ )
∣∣H#(z)

∣∣
z=ejωhT cos (hωTn + θ1)

∑∞
h=1

C2
h

2

(3.40)

donde los Ch son las amplitudes de las componentes armónicas h.

A partir de las (3.20) y (3.40) se puede observar que, para f → ∞, la PFR

vale ‖h‖2
2 tanto para una armónica como para el caso general. Se concluye que,

a altas frecuencias la atenuación de potencia es constante e igual a la norm2 del
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vector FIR.

3.6. JRS/MA aplicado a un ruido periódico

Reemplazando en la Ec. (3.38) los h#
n−q por sus valores ya obtenidos en la Ec.

(3.25) y la norm2 por su valor, se arriba a:

E[µ2] =
1

2

∞∑

h=1

C2
h

{
1

n
+ 2 sinc2(fhTτ )

n∑

q=2

n − q + 1

n2
cos [hωTq]

}
(3.41)

Por lo tanto, a partir de la Ec. (3.16) se obtiene la expresión del segundo

momento de µ que resulta:

E[µ2] =

∑∞
h=1 C2

h

2n
+

∑∞
h=1 C2

h

n2
sinc2 (fhTτ )

n∑

k=2

(n + 1 − k) cos [hωTq] (3.42a)

Luego, la PFR vale:

PFR(f) =
1

n
+

2
∑∞

h=1 C2
h sinc2 (fhTτ )

∑n
k=2 (n + 1 − k) cos [hωTq]

n2
∑∞

h=1 C2
h

(3.43a)

Si consideramos el caso particular en el que f → ∞, sinc2 (fTτ ) = 0, por lo

que PFR(f = ∞) = 1
n

que es la norm2 del filtro MA.

Luego, para el caso particular en el que f → 0, es decir cuando la frecuencia

de la señal de entrada es sumamente baja:

PFR(f = 0) =
1

n
+

2

n2

n∑

k=2

(n + 1 − k)
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luego, operando como se realizó con las Ecs. (4.33) y (4.34), se llega a PFR(f =

0) = 1.

3.7. JRS/FIR aplicado a entradas senoidales no

correlacionadas

El objetivo de esta sección es abordar el caso de una entrada que es la suma

de dos señales senoidales no correlacionadas. Este caso se puede luego generalizar

y aplicar a situaciones de ruido impulsivo o ruido blanco.

Sea x(t) una entrada dada por:

x(t) = A1 cos(ω1t + φ1) + A2 cos(ω2t + φ2) (3.44)

donde ω1 y ω2 son las frecuencias angulares, y φ1 y φ2 son las fases iniciales. Con-

siderando un proceso ergódico, φ1 y φ2 son variables aleatorias con pdf uniforme,

Ec. (3.45).

fφ1
(φ1) = fφ2

(φ2) =
1

2π
[−π, π] (3.45)

Luego del JRS, las muestras son:

x̂k = A1 cos [ω1 (kT + τk) + φ1] + A2 cos [ω2 (kT + τk) + φ2] (3.46)

Las muestras son luego filtradas con el FIR y el resultado es:

µ =
n∑

k=1

hn−kx̂k (3.47)
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A fin de obtener la varianza, E [µ2], se utiliza la Ec. (3.9). El valor E [x̂2
k] para

este proceso puede ser expresado como:

E
[
x̂2

k

]
=

∫∫∫ ∞

−∞

fτk,φi1,φi2
{A1 cos [ω1 (kT + τk) + φ1] + A2 cos [ω2 (kT + τk) + φ2]}

2

dφ1dφ2dτk =

=
1

4π2Tτ

∫ Tτ

0

∫ 2π

0

∫ 2π

0

{A1 cos [ω1 (kT + τk) + φ1] + A2 cos [ω2 (kT + τk) + φ2]}
2 dφ1dφ2dτk

=
1

4π2Tτ

∫ Tτ

0

∫ 2π

0

∫ 2π

0

A2
1 cos2 [ω1 (kT + τk) + φ1] +

+ 2A1A2 cos [ω1 (kT + τk) + φ1] cos [ω2 (kT + τk) + φ2] +

A2
2 cos2 [ω2 (kT + τk) + φi2] dφ1dφ2dτk

=
A2

1

2
+

A2
2

2
+

1

4π2Tτ

∫ Tτ

0

∫ 2π

0

∫ 2π

0

2A1A2 cos [ω1 (kT + τk) + φ1] cos [ω2 (kT + τk) + φ2] dφ1dφ2dτk

=
A2

1

2
+

A2
2

2
+

A1A2

2π2Tτ

∫ Tτ

0

∫ 2π

0

∫ 2π

0

cos [ω1 (kT + τk) + φi1] cos [ω2 (kT + τk) + φi2] dφi1dφi2dτk

=
A2

1

2
+

A2
2

2
+

A1A2

2π2Tτ

∫ Tτ

0

sin [ω1 (kT + τk) + φ1]
2π
0 sin [ω2 (kT + τk) + φ2]

2π
0 dτk

=
A2

1

2
+

A2
2

2
+

A1A2

2π2Tτ

∫ Tτ

0

0dτk =
A2

1

2
+

A2
2

2
(3.48)

donde la pdf conjunta, fτk,φi1,φi2
, se reemplazó por 1

4π2Tτ
, ya que τk, φi1, φi2 son

v. a. independientes, es decir, fτk,φi1,φi2
= fτk

fφi1
fφi2

. Además, el valor esperado
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E [x̂k x̂j] de la Ec. (3.9) se puede calcular como:

E [x̂k x̂j] = E[{A1 cos [ω1 (kT + τk) + φ1] + A2 cos [ω2 (kT + τk) + φ2]}

{A1 cos [ω1 (jT + τj) + φ1] + A2 cos [ω2 (jT + τj) + φ2]}]

=

∫∫∫∫ ∞

−∞

fτk,τj ,φ1,φ2
{A1 cos [ω1 (kT + τk) + φ1] + A2 cos [ω2 (kT + τk) + φ2]}

{A1 cos [ω1 (jT + τj) + φ1] + A2 cos [ω2 (jT + τj) + φ2]} dφ1dφ2dτkdτj

=
1

4π2T 2
τ

Tτ∫

0

Tτ∫

0

2π∫

0

2π∫

0

{A1 cos [ω1 (kT + τk) + φ1] + A2 cos [ω2 (kT + τk) + φ2]}

{A1 cos [ω1 (jT + τj) + φ1] + A2 cos [ω2 (jT + τj) + φ2]} dφ1dφ2dτkdτj

=
1

4π2T 2
τ

Tτ∫

0

Tτ∫

0

2π∫

0

2π∫

0

{A2
1 cos [ω1 (kT + τk) + φ1] cos [ω1 (jT + τj) + φ1] +

+ A1A2 cos [ω1 (kT + τk) + φ1] cos [ω2 (jT + τj) + φ2] +

+ A2A1 cos [ω2 (kT + τk) + φ2] cos [ω1 (jT + τj) + φ1] +

+ A2
2 cos [ω2 (kT + τk) + φ2] cos [ω2 (jT + τj) + φ2]}dφ1dφ2dτkdτj

=
A2

1

2
sinc2 (f1Tτ ) cos [ω1T (k − j)] +

A2
2

2
sinc2 (f2Tτ ) cos [ω2T (k − j)]

(3.49)

Por lo tanto, la E[µ2] resulta:

E[µ2] =

(
A2

1

2
+

A2
2

2

) n∑

k=1

h2
n−k+

+
A2

1

2
sinc2 (f1Tτ )

n−1∑

k=1

n∑

j>k

hn−khn−j cos [ω1T (k − j)] +

+
A2

2

2
sinc2 (f2Tτ )

n−1∑

k=1

n∑

j>k

hn−khn−j cos [ω2T (k − j)] (3.50)
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La Ec. (3.50) se puede escribir como:

E[µ2] =
(
A2

1 + A2
2

) ‖h‖2
2

2
+

A2
1

2
sinc2 (f1Tτ )

n∑

q=1

h#
n−q cos [ω1Tq] +

+
A2

2

2
sinc2 (f2Tτ )

n∑

q=1

h#
n−q cos [ω2Tq] (3.51)

Finalmente, la Ec. (3.51) se puede expresar como:

E[µ2] =
(
A2

1 + A2
2

) ‖h‖2
2

2
+

+ A2
1sinc2 (f1Tτ )

∣∣H#(z)
∣∣
z=ejω1T cos (2πf1Tn + θ1) +

+ A2
2sinc2 (f2Tτ )

∣∣H#(z)
∣∣
z=ejω2T cos (2πf2Tn + θ2) (3.52)

donde H#(z) =
∑n

k=1 h#
k .z−k, θ1 = Arg

[
H#(ejω1T )

]
y θ2 = Arg

[
H#(ejω2T )

]
.

La Ec. (3.52) representa la potencia de salida, para una entrada compuesta

por dos armónicos no correlacionados. Los resultados obtenidos en las Ecs. (3.51)

y (3.52) pueden generalizarse para q armónicos como se aprecia en las Ecs. (3.53)

y (3.54):

E[µ2] =

q∑

p=1

C2
p

[
‖h‖2

2

2
+

1

2
sinc2 (fpTτ )

n∑

q=1

h#
n−q cos (ωpTq)

]
(3.53)

E[µ2] =

q∑

p=1

C2
p

[
‖h‖2

2

2
+ sinc2 (fpTτ )

∣∣H#(z)
∣∣
z=ejωpT cos (2πfpTn + θp)

]
(3.54)

Se puede observar que las Ecs. (3.53) y (3.54) son coincidentes con las Ecs.

(3.38) y (3.39), respectivamente.

Por lo tanto, las conclusiones ya arribadas para el caso de una entrada periódi-

ca se extienden también para el caso de entradas senoidales no-correlacionadas.
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En el caso particular del J.R.S., filtrado con MA, con entradas senoidales no

correlacionadas, los resultados son también coincidentes con los arribados en el

caso de entradas periódicas.

3.8. Análisis de la PFR

En las Figs. 3.30, 3.31 y 3.32 se muestran las PFRs del muestreo uniforme se-

guido de FIR, para MA, fir1 y fircls1 (los dos últimos obtenidos en MATLAB),

respectivamente. Se pueden comparar estas figuras con las Figs. 3.4, 3.13 y 3.15,

correspondientes al JRS, y observar que las respuestas coinciden para frecuen-

cias bajas; luego, a frecuencias mayores la evolución es diferente. A frecuencias

medias, se denota la evolución t́ıpica de un cero y a altas frecuencias muestran

el valor correspondiente a la ‖h‖2
2. Tanto en medias como en altas frecuencias

se aprecia el efecto del muestreo aleatorio, que en principio parece deteriorar la

respuesta en frecuencia, pero que realmente permite atenuar los picos propios del

muestreo uniforme. En la respuesta del muestreo aleatorio desaparece el efecto

de repetición del filtro en la frecuencia, mostrando en cambio una atenuación

que se mantiene constante, aunque de valor no despreciable. En la Ec. (3.20), el

efecto del muestreo aleatorio se hace evidente a través del término sinc2 (fTτ ).

Está claro que si Tτ se hace cero, la aleatoriedad desaparece y, en la fórmula,

sinc2 (fTτ ) = 1, con lo que la ecuación describe la respuesta del filtro digital

convencional con muestreo uniforme.

Del análisis comparativo de los filtros, en el marco de esta propuesta donde

se aplica el muestreo aleatorio, surge que en altas frecuencias el Moving Average

(MA) es la mejor opción, ya que posee una mayor atenuación de las perturbacio-

nes. Esto se debe a que su norma segunda es la mı́nima, ya que los coeficientes



Caṕıtulo 3. Muestreo Aleatorio tipo Jitter (Jitter Random Sampling, JRS) 68

10
−3

10
−2

10
−1

10
0

10
1

10
2

10
3

10
4

10
5

−70

−60

−50

−40

−30

−20

−10

0

Frecuencia [Hz]

P
F

R
 [d

B
]

Figura 3.30: PFR para entrada senoidal pura, con filtro MA, n = 1000, Ts = 6ms.
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Figura 3.31: PFR para una entrada senoidal pura, con muestreo uniforme, con
T = 6ms, filtro fir1 y n = 1000.
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Figura 3.32: PFR para una entrada senoidal pura, con muestreo uniforme, con
T = 6ms, filtro fircls1 y n = 1000.

hi son todos iguales y de valor 1
n
, sabiendo que en todo filtro FIR, la suma de

los coeficientes debe ser igual a la unidad.

A pesar del mejor desenvolvimiento del MA en altas frecuencias, otros filtros

FIR presentan una mejor selectividad, que puede ser explotada cuando la aplica-

ción requiere una menor distancia frecuencial entre la banda pasante y la banda

de atenuación.

En cuanto a la implementación, la del MA es la menos compleja ya que

todos sus coeficientes son iguales; incluso el algoritmo puede realizarse en forma

recursiva, lo que permite un procesamiento más simple aún.
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3.9. Grado de aleatoriedad

En esta propuesta de muestreo aleatorio existe aún cierto grado de correlación,

el cual depende de la relación Tτ

TAD
. Cuanto menor sea esta relación menos aleatorio

es el muestreo, es decir más se acerca al muestreo uniforme. En las Figs. 3.33 y 3.34

se muestra la PFR para el filtro MA, con n = 10, para tres casos: (a) Tτ/TAD =

10, (b) Tτ/TAD = 1 y (c) Tτ/TAD = 0. Para Tτ/TAD = 0 la PFR presenta picos

a las frecuencias que son múltiplos de la frecuencia de muestreo. Más aún, la

PFR es significativamente menor en el muestreo uniforme que en el aleatorio,

excepto en las regiones alrededor de las frecuencias múltiplos de la frecuencia

de muestreo. En estas regiones el efecto de la perturbación es muy importante

y su eliminación es el objetivo de este trabajo. Un resultado interesante que se

observa en las Figs. 3.33 y 3.34, aunque más claramente en la última, es que la

PFR tiende a la norm2 del vector filtro, para todos los casos en los que Tτ 6= 0.

Las curvas mostradas en las figuras se realizaron con la condición de que la

frecuencia media de muestreo, E[fm] = TAD + Tτ , sea constante a efectos de

que en todos los casos la frecuencia de corte del filtro sea la misma, fc = cte.

Sin embargo, en el caso real de una aplicación tecnológica la única restricción

es el tiempo de adquisición, TAD. Luego, una nueva comparación se realiza bajo

este condicionamiento diferente, donde (a) Tτ/TAD = 10, (b) Tτ/TAD = 1 y

(c) Tτ/TAD = 0, lo que resulta en (a) E[fm] = 11TAD, (b) E[fm] = 2TAD y

(c) E[fm] = TAD, respectivamente. De esta forma la fc, que es proporcional a

la E[fm], resulta mayor a medida que el grado de aleatoriedad es menor. Este

concepto se corrobora a través de las Figs. 4.29 y 4.30, y es importante ya que

el diseño y las prestaciones del sistema podŕıan mejorar más si la E[fm] fuese

mayor.
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Otro aspecto importante de las figuras del JRS/MA con n = 10, es la exis-

tencia de picos que deterioran la deseada atenuación producida por el JRS en

medias y altas frecuencias. Estos picos son mayores a medida que el grado de

aleatoriedad disminuye, acercándose al comportamiento del muestreo uniforme,

como se observa en las figuras anteriores. Las graficaciones efectuadas, no sólo

para n = 10 sino también para n = 100 y n = 1000, permiten arribar a la Tabla

3.2 donde se expresa la atenuación ideal dada por la norm2 comparada con una

menor atenuación obtenida en los picos en las altas frecuencias. Se puede inferir

de la Tabla 3.2 que los resultados son poco satisfactorios para Tτ muy pequeños

(Tτ = TAD/2 y Tτ = TAD) ya que la atenuación medida es muy baja (entre 1, 5

y 4dB). En contraste, para Tτ = 10TAD, los valores obtenidos presentan una ate-

nuación aceptable. En virtud de su comportamiento, se concluye que el JRS/MA

sólo es recomendable para grados de aleatoriedad altos (Tτ ≥ 5TAD).

Otro aspecto interesante que surge de la Tabla 3.2 es que los resultados para

n = 100 y para n = 1000 difieren en sólo 3dB. Esto significa que, a pesar de

aumentar en 10 veces el orden del filtro de reconstrucción, no se observa una

ventaja apreciable en n = 1000. Por otra parte, al pasar de n = 100 a n = 1000,

la fc se reduce 10 veces y la implementación se hace más complicada ya que se

requiere mayor memoria.

En las Tablas 3.3 y 3.4, se muestran los resultados correspondientes a los

filtros fir1 y fircls1, respectivamente, para n = 10, n = 100 y n = 1000. Para

estos filtros se infiere, al igual que con el MA, que sólo se puede utilizar esta

técnica para grados de aleatoriedad Tτ ≥ 5TAD. Adicionalmente, se observa que

el filtro MA presenta una atenuación levemente mejor que la de los filtros fir1 y

fircls1, sumado a la mayor facilidad de implementación propia del filtro MA ya

que permite una ejecución recursiva.

Como conclusión final, se afirma que el grado de aleatoriedad debe fijarse
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Figura 3.33: PFR, entrada senoidal pura, MA con n = 10, para Tτ = 10TAD,
Tτ = TAD y Tτ = 0.

como Tτ ≥ 5TAD para los tres tipos de FIR estudiados, el filtro más conveniente

es el MA, y la mayor complejidad de filtros con n = 1000, no justifica la pequeña

mejora de atenuación respecto de n = 100.

Tτ 0 0, 5TAD TAD 5TAD 10TAD ∞
Atenuación (n = 10) 0 −1, 5 −3, 3 −8, 7 −9, 55 −10
Atenuación (n = 100) 0 −1,6 −3, 8 −13, 5 −17, 2 −20
Atenuación (n = 1000) 0 −1, 7 −4, 0 −14, 3 −19, 7 −30

Tabla 3.2: JRS/MA, Atenuación mı́nima en alta frecuencia (durante peor pico).
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Figura 3.34: PFR, entrada senoidal pura, MA con n = 10, para Tτ = 10TAD,
Tτ = TAD y Tτ = 0. Escala logaŕıtmica de f .

Tτ 0 0, 5TAD TAD 5TAD 10TAD ∞
Atenuación (n = 10) 0 −1, 4 −3, 1 −7, 7 −8, 4 −8, 8
Atenuación (n = 100) 0 −1, 6 −3, 8 −13, 0 −16, 2 −18, 4
Atenuación (n = 1000) 0 −1, 6 −3, 9 −14, 2 −19, 6 −28, 4

Tabla 3.3: JRS/fir1, Atenuación mı́nima en alta frecuencia (durante peor pico).

Tτ 0 0, 5TAD TAD 5TAD 10TAD ∞
Atenuación (n = 10) 0 −1, 3 −3, 0 −7, 3 −7, 9 −8, 3
Atenuación (n = 100) 0 −1, 5 −3, 7 −12, 9 −16, 2 −18, 4
Atenuación (n = 1000) 0 −1, 6 −3, 8 −14, 1 −19, 4 −28, 4

Tabla 3.4: JRS/fircls1, Atenuación mı́nima en alta frecuencia (durante peor pico).
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Figura 3.35: PFR, entrada senoidal pura, MA con n = 10, para Tτ = 10TAD

(Tτ = 10ms, TAD = 1ms), Tτ = TAD (Tτ = 1ms, TAD = 1ms) y Tτ = 0 (TAD =
1ms). En todos los casos TAD es el mismo.
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Figura 3.36: PFR, entrada senoidal pura, MA con n = 10, para Tτ = 10TAD

(Tτ = 10ms, TAD = 1ms), Tτ = TAD (Tτ = 1ms, TAD = 1ms) y Tτ = 0 (TAD =
1ms). En todos los casos TAD es el mismo. Escala logaŕıtmica de frecuencia.
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3.10. Desarrollo de la relación señal ruido

El objetivo en esta sección es evaluar el error equivalente producido por el pro-

ceso JRS/FIR en el rango de bajas frecuencias que es donde existen las señales

útiles que se quieren adquirir. A los efectos de determinar tal error se desarro-

llará la relación S/N. Se supone que la señal de entrada x(t) es diferenciable. Por

lo tanto, la salida del muestreo JRS, x̂k, puede ser expandida por Taylor como:

x̂k = x(kT + τk) = xk +
τk

1!

.
xk +

τ 2
k

2!

..
xk +

τ 3
k

3!

...
xk + · · · (3.55)

Se define el error εk como la diferencia entre las muestras x̂k provenientes del

JRS y las xk provenientes de un muestreo uniforme:

εk , x̂k − xk = τk
.
xk +

τ 2
k

2!

..
xk +

τ 3
k

3!

...
xk + · · · (3.56)

Por otro lado, el error de la Ec. (3.56), al pasar por el filtro FIR, resulta en

un error de salida en:

en =
n∑

k=1

hn−kεk (3.57)

y

E [en] =
n∑

k=1

hn−kE [εk] (3.58)

E
[
e2

n

]
= E2 [en] +

n∑

k=1

h2
n−k.var [εk] (3.59)

donde

var [εk] = E
[
(εk − E [εk])

2] = E
[
ε2

k

]
− E2 [εk]

La Ec. (3.59) surge como sigue:
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var [en] = E
[
e2

n

]
− E2 [en] =⇒

E
[
e2

n

]
= var [en] + E2 [en] (3.60)

Por otra parte:

var [en] = E
[
(en − E [en])2] =

= E




(

n∑

k=1

hn−kεk −
n∑

k=1

hn−kE [εk]

)2


 =

= E




{

n∑

k=1

hn−k. (εk − E [εk])

}2


 =

= E




n∑

k=1

h2
n−k. (εk − E [εk])

2 +
n∑

k=1

n∑

i=1
i6=k

hn−k. (εk − E [εk]) .hn−i. (εi − E [εi])





donde εk y εi son variables aleatorias independientes. Luego:

var [en] =
n∑

k=1

h2
n−k.E

[
(εk − E [εk])

2]+
n∑

k=1

n∑

i=1
i6=k

hn−k.E [εk − E [εk]] .hn−i.E [εi − E [εi]]

(3.61)

y como E [εk − E [εk]] = E [εi − E [εi]] = 0, entonces:

var [en] =
n∑

k=1

h2
n−k.E

[
(εk − E [εk])

2] =
n∑

k=1

h2
n−k.var [εk] (3.62)

Finalmente, aplicando la Ec. (3.62) en la Ec. (3.60), queda demostrada la

(3.59).
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A fin de arribar a E [en] y E [e2
n], Ecs. (3.58) y (3.59), respectivamente, se

deben obtener E [εk] y E [ε2
k]. De la Ec. (3.56):

E [εk] =
.
xkE [τk] +

1

2

..
xkE

[
τ 2
k

]
+ · · · (3.63)

E
[
ε2

k

]
=

.
x

2
kE

[
τ 2
k

]
+ [

1

4

..
x

2
k +

1

6

.
xk

...
xk]E

[
τ 4
k

]
+ · · · (3.64)

Se considerará una entrada cosenoidal, x(t) = A cos (ωt), con 0 ≤ ω ≤ Nf ,

donde:

Nf =
π

T
rad / s

es la frecuencia de Nyquist y las derivadas son
.
x(t) = −ωA sin (ωt),

..
x(t) =

−ω2A cos (ωt),
...
x(t) = ω3A sin (ωt),· · · . La pdf de τk está dada por la Ec. (3.4) y

los momentos de τk son: E [τk] = 0, E [τ 2
k ] = T 2

τ

12
y E [τ 4

k ] = T 4
τ

80
. Por lo tanto, las

Ecs. (3.63) y (3.64) pueden ser reescritas como:

E [εk] = −
ω2T 2

τ

24
A cos (kωT ) + · · · (3.65)

E
[
ε2

k

]
=

ω2T 2
τ

12
A2 sin2 (kωT ) +

ω4T 4
τ

80
A2

[
1

4
cos2 (kωT ) −

1

6
sin2 (kωT )

]
+ · · ·

(3.66)

Además, si consideramos ω y Tτ en términos de Nf y T , respectivamente,

ω = βNf = βπ/T y Tτ = αT :

E [εk] = −
(βαπ)2

24
A cos (kωT ) + · · · (3.67)
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E
[
ε2

k

]
=

(βαπ)2

12
A2 sin2 (kωT ) +

(βαπ)4

80
A2

[
1

4
cos2 (kωT ) −

1

6
sin2 (kωT )

]
+ · · ·

(3.68)

Las Ecs. (3.67) y (3.68) son series infinitas que, si βα ≤ 0, 05, pueden ser

truncadas, resultando las Ecs. (3.69) y (3.70):

E [εk] ≃ −
(βαπ)2

24
A cos (kωT ) (3.69)

E
[
ε2

k

]
≃

(βαπ)2

12
A2 sin2 (kωT ) +

(βαπ)4

80
A2

[
1

4
cos2 (kωT ) −

1

6
sin2 (kωT )

]

(3.70)

Por lo tanto E [en] es:

E [en] = −
(βαπ)2

24
A

n∑

k=1

hn−k cos (kωT ) (3.71)

y E [e2
n] es:

E
[
e2

n

]
= E2 [en] +

n∑

k=1

h2
n−k.

{
E

[
ε2

k

]
− E2 [εk]

}
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o

E
[
e2

n

]
= E2 [en] +

n∑

k=1

h2
n−kE

[
ε2

k

]
−

n∑

k=1

h2
n−kE

2 [εk] ≃

≃ E2 [en] +

+
n∑

k=1

h2
n−k

{
(βαπ)2

12
A2 sin2 (kωT ) +

(βαπ)4

80
A2

[
1

4
cos2 (kωT ) −

1

6
sin2 (kωT )

]}
+

(3.72)

−

n∑

k=1

h2
n−k

[
−

(βαπ)2

24
A cos (kωT )

]2

=

= E2 [en] +

+
n∑

k=1

h2
n−kA

2

{
(βαπ)2

12
sin2 (kωT ) +

(βαπ)4

80

[(
1

4
−

5

36

)
cos2 (kωT ) −

1

6
sin2 (kωT )

]}

(3.73)

= E2 [en] +
n∑

k=1

h2
n−kA

2

{
(βαπ)2

12
sin2 (kωT ) +

(βαπ)4

80

[
1

9
cos2 (kωT ) −

1

6
sin2 (kωT )

]}

(3.74)

= E2 [en] + A2

[
(βαπ)2

24
−

(βαπ)4

2880

]
n∑

k=1

h2
n−k+

+ A2

[
−

(βαπ)2

24
+

5 (βαπ)4

2880

]
n∑

k=1

h2
n−k cos (k2ωT ) (3.75)

A fin de encontrar expresiones más compactas para las Ecs. (3.71) y (3.75):

n∑

k=1

hn−k cos (kωT ) =
n∑

k=1

hn−k
ejkωT + e−jkωT

2
=

=
1

2
ejnωT

n∑

k=1

hn−k.e
−j(n−k)ωT +

1

2
e−jnωT

n∑

k=1

hn−k.e
j(n−k)ωT =

=
1

2
ejnωT [H(z)]z=ejωT +

1

2
e−jnωT [H(z)]z=e−jωT (3.76)
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donde H(z) =
∑∞

p=−∞ hpz
−p [?]. Continuando:

n∑

k=1

hn−k cos (kωT ) =
1

2
ejnωTH(ejωT ) +

1

2

(
ejnωT

)∗
H∗(ejωT ) =

= Re
[
ejnωTH(ejωT )

]
=

= Re
[∣∣ejnωT

∣∣ ∣∣H(ejωT )
∣∣ ∠nωT + φ

]
(3.77)

con φ , Arg
[
H(ejωT )

]
. Luego:

n∑

k=1

hn−k cos (kωT ) =
∣∣H(ejωT )

∣∣ cos (nωT + φ) (3.78)

Por lo tanto, las Ecs. (3.71) y (3.75) se reescriben como:

E [en] ≃ −
A

24
(βαπ)2

∣∣H(ejωT )
∣∣ cos (nωT + φ) (3.79)

E
[
e2

n

]
≃ E2 [en] + A2

[
(βαπ)2

24
−

(βαπ)4

2880

]
‖h‖2

2 +

+ A2

[
−

(βαπ)2

24
+

5 (βαπ)4

2880

] ∣∣∣Ĥ(ej2ωT )
∣∣∣ cos (2nωT + ϕ) (3.80)

donde ‖h‖2
2 ≡

∑∞
k=0 h2

k, Ĥ(z) ≡
∑n

k=1 h2
kz

−k y ϕ , Arg
[
Ĥ(ej2ωT )

]
.

Luego la relación N/S es:

N

S
(ω) , 10 log10 [Pe(ω)/Pν(ω)] dB (3.81)

donde Pe(ω) y Pν(ω) son las potencias medias de en y νn, respectivamente, para

una frecuencia de entrada ω. La señal νn es la salida de un FIR muestreado

uniformemente. Entonces:
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νn = A [H(z)]z=ejωT cos (nωT ) = A
∣∣H(ejωT )

∣∣ cos(nωT + φ) (3.82)

(νn)2 = A2
∣∣H(ejωT )

∣∣2 cos2(nωT + φ) (3.83)

Promediando (νn)2 a lo largo de un ciclo:

Pν(ω) =
A2

2

∣∣H(ejωT )
∣∣2 (3.84)

Similarmente:

Pe(ω) =
(βαπ)4

576

A2

2

∣∣H(ejωT )
∣∣2 + ‖h‖2

2 A2

[
(βαπ)2

24
−

(βαπ)4

2880

]
(3.85)

Las Ecs. (3.85) y (3.84) resultan:

Pe(ω) =
(βαπ)4

576
Pν(ω) + ‖h‖2

2 A2

[
(βαπ)2

24
−

(βαπ)4

2880

]
(3.86)

Por lo tanto, la relación N/S resulta:

N

S
(ω) = 10 log10





(βαπ)4

576
+

‖h‖2
2

[
(βαπ)2

12
− (βαπ)4

1440

]

|H(ejωT )|2




 dB (3.87)

Las Ecs. (3.86) y (3.87) pueden simplificarse si (βαπ)4

1440
≪ (βαπ)2

12
y (βαπ)4

576
≪

‖h‖2
2
(βαπ)2

24|H(ejωT )|2
, resultando:

Pe(ω) ≃
(βαπ)4

576
Pν(ω) + ‖h‖2

2 A2 (βαπ)2

24
(3.88)

N

S
(ω) = 10 log10

{
‖h‖2

2 (βαπ)2

12 |H(ejωT )|2

}
dB (3.89)

válidas para βα ≤ 0, 05. Por lo tanto la relación señal ruido es:
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Figura 3.37: Relación N/S, exacta, Ec. (3.87), y relación N/S aproximada, Ec.
(3.89). Condiciones: filtro MA, n = 10, JRS entrada senoidal pura, Tτ = 10ms,
TAD = 1ms.

S

N
(ω) ≃ 10 log10

{
12 |H(z)|2z=ejωT

‖h‖2
2 (βαπ)2

}
dB (3.90)

Las expresiones (3.87) y (3.89), con α = 0,9 y FIR tipo MA con n = 10,

son graficadas en la Fig. 3.37, donde se observa que ambas curvas coinciden para

frecuencias menores de 80Hz. De todas maneras, f = 80Hz representa un valor

de β = 1, 76, por lo que βα = 1, 58, que está fuera del rango de βα donde las

ecuaciones son válidas. Por lo tanto se verifica que la Ec. (3.89) es una correcta

aproximación de la Ec. (3.87). De aqúı en más se utilizará entonces la expresión

más simple dada por la Ec. (3.89) para representar la relación N/S, y la expresión

(3.90) para representar la relación S/N .

En la Fig. 3.38 se grafica la Ec. (3.90) y la simulación de la relación S/N . Se

puede observar que las dos curvas son muy aproximadas para frecuencias menores



Caṕıtulo 3. Muestreo Aleatorio tipo Jitter (Jitter Random Sampling, JRS) 84

10
−3

10
−2

10
−1

10
0

10
1

10
2

−60

−40

−20

0

20

40

60

80

100

Frecuencia [Hz]

S
/N

 [d
B

]

simulado 

analítico 

Figura 3.38: Relación S/N , Ec. (3.90), y relación S/N simulada. Condiciones:
filtro MA, n = 10, JRS entrada senoidal pura, Tτ = 10ms, TAD = 1ms.

de 2Hz, es decir para βα < 0, 044. Por lo tanto, a través de esta comparación

gráfica se verifica que la Ec. (3.90) es válida para calcular la relación S/N que

expresa el efecto del muestreo aleatorio JSR/MA sobre la señal de baja frecuencia

que se desea medir o adquirir. Adicionalmente, los resultados de la Fig. 3.38

demuestran que el error o ruido equivalente provocado por el método JSR/MA

es sumamente reducido en las frecuencias bajas.

La expresión (3.90), aśı como las curvas simuladas y graficadas están dando

cuenta del efecto que produce el muestreo aleatorio en el rango de las bajas

frecuencias que es la parte del espectro donde se requiere que el muestreo aleatorio

no altere la señal. Lo que se ha obtenido en la Ec. (3.90) es comparar la señal

muestreada uniformemente y luego filtrada por un MA, con la señal muestreada

con JRS y luego también filtrada por un MA. La diferencia entre ambas es

asumido como el ruido equivalente provocado por el JRS. La potencia de la
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señal muestreada uniformemente y luego filtrada por el MA constituye la señal

S, de la relación S/R, y la potencia del ruido provocado por el JRS es el R de

la relación S/R.

A efectos de comprender la magnitud del efecto del JSR en bajas frecuencias,

contemplado por la Ec. (3.90), se realiza a continuación una comparación del

mismo respecto del efecto atenuador producido por el propio filtro MA. En este

último caso se considera la potencia de la señal, S, como la de la señal sin filtrar

y la del ruido, N , como la de la diferencia entre las señales sin filtrar y filtrada.

En la Fig. 3.39 se observa la comparación entre la S/N debido exclusivamente

al filtro MA, y la S/R debida exclusivamente al JRS. Se puede observar que,

para le rango de validez de la Ec. (3.90), la S/R debido al JRS es alrdedor de

30dB mayor que la debida al filtrado MA. Por ende se concluye que los efectos

negativos que presenta el JRS a bajas frecuencias son despreciables.

Se han realizado los mismas comparaciones para otros filtros FIR, como fir1

y filclr1, con el objeto de verificar las conclusiones obtenidas para el JSR/MA.

La comparación de la expresión teórica (3.90) aplicada a un filtro fir1 con n = 10

y α = 0,9, con su simulación se muestra en la Fig. 3.40 y lo mismo para el filtro

firclr1 en la Fig. 3.41. Se verifica que la Ec. (3.90) coincide con las simulaciones

para f < 0, 4 Hz, lo que permite validar dichas expresiones también para los filtros

fir1 y firclr1.
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Figura 3.39: S/N con ruido provocado sólo por el método, S/N con error provo-
cado sólo por el filtro MA. Condiciones: filtro MA, n = 10, JRS entrada senoidal
pura, Tτ = 10ms, TAD = 1ms.
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Figura 3.40: Relación S/N , Ec. (3.90) y relación S/N simulada, para JRS/fir1,
n = 10, Tτ = 10ms y TAD = 1ms.
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Figura 3.41: Relación N/S, Ec. (3.87) y relación N/S simulada, para
JRS/fircls1, n = 10, Tτ = 10ms y TAD = 1ms.
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3.11. Conclusiones

En este caṕıtulo se trataron los siguientes temas:

Desarrollo de la PFR del proceso JRS/FIR, para una entrada senoidal.

Especialización de la formulación desarrollada para los procesos JRS/MA,

JRS/fir1 y JRS/fircls1, para una entrada senoidal.

Validación de las formulación en los procesos JRS/MA, JRS/fir1y JRS/fircls1,

para una entrada senoidal, a través de simulaciones.

Desarrollo de la PFR del proceso JRS/FIR, para una entrada periódica

cualquiera.

Desarrollo de la PFR del proceso JRS/FIR, para una entrada compuesta

por cosenos cuya correlación cruzada sea nula.

Análisis del efecto del grado de aleatoriedad sobre la PFR.

Desarrollo de la Relación Señal Ruido S/N para el rango de frecuencias

bajas, donde se supone que la señal de entrada no posee ruido.

Las conclusiones más importantes de este caṕıtulo son las siguientes:

El proceso JRS/FIR demostró ser útil en cuanto a la atenuación de los

efectos de aliasing producidos por las perturbaciones de alta frecuencia.

Las atenuaciones obtenidas a alta frecuencia son coincidentes con al norm2

del filtro de reconstrucción utilizado. Sin embargo, en el rango de frecuencia

donde interesa una buena atenuación aparece el efecto de picos, que dete-

rioran la atenuación buscada. Estos picos reducen el efecto antialiasing del

JRS cuando el orden del filtro es elevado o el grado de aleatoriedad es bajo.
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El filtro MA es el que produce la mayor atenuación en alta frecuencia debido

a su menor norm2.

En bajas frecuencias el JRS/FIR demostró no producir efectos apreciables

en las señales útiles que se desean adquirir. La demostración se realizó a

través del desarrollo de relación S/N . La relación S/N obtenida estable-

ció que los errores producidos por el muestreo aleatorio son incluso menores

que los que introduce el propio filtro de reconstrucción.



Caṕıtulo 4

Muestreo Aleatorio Aditivo

Asincrónico (Random Additive

Asynchronic Sampling, RAAS)

4.1. Introducción

En este caṕıtulo se desarrolla el muestreo aleatorio aditivo asincrónico (RAAS ),

con un filtro digital de reconstrucción tipo FIR. En la Fig. 4.1 se muestra un es-

quema del proceso. El objetivo es adquirir señales de baja frecuencia inmersas

en ruido. Al efecto de evaluar el comportamiento de esta técnica, se considerarán

dos aspectos: 1) la atenuación del ruido de alta frecuencia, cuyo indicador será la

Respuesta en Frecuencia de Potencia (Power Frequency Response, PFR). 2) La

exactitud de la señal adquirida a bajas frecuencias. En este último caso se acep-

tará que existe un error de medición en bajas frecuencias producido por el propio

método RAAS/FIR, y se utilizará la relación señal ruido S/N como indicador. Se

desarrolla en este caṕıtulo la formulación anaĺıtica de la PFR, que es además con-

trastada con resultados de simulación. En cuanto al S/N, debido a la complejidad

90
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Figura 4.1: RAAS seguido por un filtro de reconstrucción FIR.

matemática del proceso, se obtuvieron resultados a través de simulaciones.

4.2. Desarrollo de la PFR

A continuación se desarrolla la formulación matemática del problema. El análi-

sis se realiza para una señal de entrada senoidal pura, cuya expresión es:

x(t) = A cos(2πft + ϕ) (4.1)

donde A es la amplitud de la entrada senoidal, f es la frecuencia, ϕ la fase

aleatoria. Esta última posee una densidad de probabilidad uniforme en el entorno

[0, 2π].

El muestreo aleatorio propuesto es el Random Additive Asynchronic Sampling

(RAAS) cuya función de muestreo, s(t), se observa en la Fig. 4.2 y vale:

s(t) =
∞∑

k=1

δ(t − tk) (4.2)

tk =
k∑

p=1

Tp (4.3)

Tp = TAD + τp (4.4)

donde los Tp son los sucesivos ”peŕıodos” de muestreo, TAD es el mı́nimo intervalo

de muestreo que tecnológicamente permite el sistema (normalmente coincide con
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Figura 4.2: Función de muestreo RAAS.

el tiempo de adquisición) y τp es un tiempo aleatorio que posee una función de

densidad de probabilidad uniforme:

f(τp) =
1

Tτ

, [0, Tτ ] (4.5)

donde Tτ es el valor máximo de τp.

Se observa que la función de muestreo RAAS presenta un carácter acumula-

tivo del tiempo de muestreo, de alĺı el nombre en inglés additive.

Las muestras resultantes del muestreo aleatorio RAAS son:

x̂k = x(t).s(t) = A cos (ωtk + φ) = A cos

[
ω

(
k∑

p=1

(TAD + τp)

)
+ ϕ

]

= A cos

(
ωkTAD + ω

k∑

p=1

τp + ϕ

)
(4.6)

Por otra parte, se tiene un filtro cuya salida µ posee una expresión:

µ =
n∑

k=1

hn−kx̂k (4.7)

donde x̂k es el valor instantáneo de la señal de entrada en los instantes de muestreo

tk y los h0, h1, h2, h3,.... hn−1 son los coeficientes del filtro. Por lo tanto, al
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introducir la Ec. (4.6) en la (4.7), se obtiene

µ =
n∑

k=1

hn−kA cos

(
ωkTAD + ω

k∑

p=1

τp + ϕ

)
(4.8)

La Ec. (4.8) incluye n + 1 variables aleatorias: ϕ y los tiempos τk con p = 1 a

n.

A fin de caracterizar al proceso bajo estudio, se persigue determinar los mo-

mentos primero y segundo de µ. Dado que se trata de un sistema ergódico, el

momento primero expresa el valor medio, es decir, la componente CC resultante

del muestreo aleatorio de la perturbación y su posterior filtrado. El momento se-

gundo expresa la potencia eléctrica presente luego del proceso citado. En cuanto

al momento primero, la expresión del mismo es la siguiente:

E[µ] =

∞∫

−∞

∞∫
· · ·

∫

−∞

µfϕ,fϕ,τ1,τ2,...,τn
dϕdτ1dτ2 · · · dτn (4.9)

donde fϕ,τ1,τ2,...,τn es la pdf de µ y ϕ es la fase. Las variables aleatorias ϕ,

τ1, τ2, ..., τn son estad́ısticamente independientes. Por esta razón, la función den-

sidad de probabilidad conjunta se puede expresar como:

fϕ,τ1,τ2,...,τn = fϕfτ1fτ2 · · · fτn (4.10)

Reemplazando las pdfs de ϕ, τ1, τ2, ..., τn en (4.10), se obtiene:

fϕ,τ1,τ2,...,τn =
1

2πT n
τ

(4.11)

La introducción de (4.8) y (4.11) en (4.9) resulta en:
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E[µ] =
A

2πT n
τ

Tτ∫
· · ·

∫

0

2π∫

0

n∑

k=1

hn−k cos

(
ωkTAD + ω

k∑

p=1

τp + ϕ

)
dϕdτ1dτ2 · · · dτn

(4.12)

La Ec. (4.12) se puede expresar como:

E[µ] =
A

2πT n
τ

n∑

k=1

hn−k

Tτ∫
· · ·

∫

0

2π∫

0

cos

(
ωkTAD + ω

k∑

p=1

τp + ϕ

)
dϕdτ1dτ2 · · · dτk

(4.13)

donde la integral:

π∫

−π

cos

(
ωkTAD + ω

k∑

p=1

τp + ϕ

)
dϕ = 0

Por lo tanto, la solución de la Ec. (4.13) es:

E[µ] = 0 (4.14)

De acuerdo con la (4.14), el resultado del valor esperado, para cualquier h, TAD

y Tτ resulta ser 0. Es decir entonces, que tanto el muestreo uniforme (Tτ = 0)

como el aleatorio proveen resultados satisfactorios en cuanto a la media de la

estimación.

A fin de probar que el muestreo aleatorio produce mejores resultados que el

uniforme, se utilizará la PFR, que ya fue definida en el caṕıtulo anterior. La

expresión de la PFR se desarrolla a continuación para el caso del RAAS, con

entrada senoidal pura, aplicando un filtro de reconstrucción general tipo FIR.

La expresión de la PFR es la relación entre la potencia de la salida del proceso y

la de entrada. La potencia de salida es:



Caṕıtulo 4. Muestreo Aleatorio Aditivo Asincrónico (Random Additive
Asynchronic Sampling, RAAS) 95

E[µ2] = E




(

n∑

k=1

hn−kx̂k

)2


 (4.15)

Se puede verificar algebraicamente que se cumple:

(
n∑

k=1

ak

)2

=
n∑

k=1

a2
k + 2

n−1∑

k=1

n∑

j>k

akaj. (4.16)

Por lo tanto, incluyendo la Ec. (4.16) en la (4.15) resulta:

E[µ2] =
n∑

k=1

h2
n−kE

[
x̂k

2
]
+ 2

n−1∑

k=1

n∑

j>k

hn−khn−jE [x̂k x̂j] (4.17)

La obtención de la E[µ2] requiere el desarrollo de los términos de la Ec. (4.17).

A tal efecto se comienza con el término E [x̂2
k]:

E
[
x̂2

k

]
=

∞∫∫

−∞

fϕ,τ1,τ2,...,τk
A2 cos2

(
ωkTAD + ω

k∑

p=1

τp + ϕ

)
dϕdτ1dτ2 · · · dτk

=
A2

2πT k
τ

Tτ∫

0

· · ·

Tτ∫

0

2π∫

0

cos2

(
ωkTAD + ω

k∑

p=1

τp + ϕ

)
dϕdτ1dτ2 · · · dτk

=
A2

2πT k
τ

Tτ∫

0

· · ·

Tτ∫

0

2π∫

0

1

2

[
1 + cos

(
2ωkTAD + 2ω

k∑

p=1

τp + 2ϕ

)]
dϕdτ1dτ2 · · · dτk

=
A2

2πT k
τ

Tτ∫

0

· · ·

Tτ∫

0

πdτ1dτ2 · · · dτk =
A2

2T k
τ

Tτ∫

0

· · ·

Tτ∫

0

dτ1dτ2 · · · dτk =
A2

2

(4.18)

donde la pdf fϕ,τ1,τ2,...,τk
se reemplazó por 1

2πT k
τ
, ya que fϕ,τ1,τ2,...,τk

= fτ1fτ2 . . . fτk
fϕ

porque τ1τ2 . . . τk, ϕ son variables independientes.

Por otro lado, el valor E [x̂k x̂j] en la Ec. (4.17) puede ser calculado como:
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E [x̂k x̂j] = E

[
A cos

(
ωkTAD + ω

k∑

p=1

τp + ϕ

)
.A cos

(
ωjTAD + ω

j∑

p=1

τp + ϕ

)]

= A2

∞∫∫∫

−∞

fϕ,τ1,τ2,...,τk,...,τj
cos

(
ωkTAD + ω

k∑

p=1

τp + ϕ

)
.

. cos

(
ωjTAD + ω

j∑

p=1

τp + ϕ

)
dϕdτ1dτ2...dτk...dτj

=
A2

2πT j
τ

∫
· · ·

∫ Tτ

0

∫ 2π

0

cos [α + ϕ] cos [β + ϕ] dϕdτ1dτ2...dτk...dτj

(4.19)

donde α = ωkTAD + ω
k∑

p=1

τp y β = ωjTAD + ω
j∑

p=1

τp. Continuando:

E [x̂k x̂j] =
A2

4πT j
τ

∫
· · ·

∫ Tτ

0

∫ 2π

0

[cos (α + β + 2ϕ) + cos (α − β)] dϕdτ1dτ2...dτk...dτj

(4.20)

En particular se analiza la integral sobre ϕ:

∫ 2π

0

[cos (α + β + 2ϕ) + cos (α − β)] dϕ =

=

[
1

2
sin (α + β + 2ϕ) + ϕ cos (α − β)

]2π

0

= 2π cos (α − β)
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Por lo tanto

E [x̂k x̂j] =
A2

2T j
τ

∫
· · ·

∫ Tτ

0

cos

(
ωkTAD + ω

k∑

p=1

τp − ωjTAD − ω

j∑

p=1

τp

)
dτ1dτ2...dτk...dτj

=
A2

2T j
τ

∫
· · ·

∫ Tτ

0

cos

[
ω (k − j) TAD + ω

(
k∑

p=1

τp −

j∑

p=1

τp

)]
dτ1dτ2...dτk...dτj

=
A2

2T j
τ

∫
· · ·

∫ Tτ

0

cos

[
ω (k − j) TAD − ω

j∑

p=k+1

τp

]
dτ1dτ2...dτk...dτj

=
A2

2T
(j−k)
τ

∫
· · ·

∫ Tτ

0

cos

[
ω (k − j) TAD − ω

j∑

p=k+1

τp

]
dτk+1...dτj

=
A2

2T
(j−k)
τ

∫
· · ·

∫ Tτ

0

cos

[
δ − ω

j∑

p=k+1

τp

]
dτk+1...dτj (4.21)

donde δ = ωTAD (k − j). El desarrollo de la formulación continúa como:

E [x̂k x̂j] =
A2

4T
(j−k)
τ

∫
· · ·

∫ Tτ

0

[
eiδe−iωτk+1 . . . e−iωτj + e−iδeiωτk+1 . . . eiωτj

]
dτk+1...dτj

=
A2

4 (iωTτ )
j−k

∫
· · ·

∫ iωTτ

0

[
eiδe−γk+1 . . . e−γj + e−iδeγk+1 . . . eγj

]
dγk+1...dγj

=
A2

4 (iωTτ )
j−k

[
(−1)j−k eiδe−γk+1 . . . e−γj + e−iδeγk+1 . . . eγj

]iωTτ

0

=
A2

4 (iωTτ )
j−k

[
eiδ

(
1 − e−iωTτ

)j−k
+ e−iδ

(
eiωTτ − 1

)j−k
]

(4.22)
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Expresando la Ec. (4.22) por medio de funciones trigonométricas se obtiene

la Ec. (4.23):

E [x̂k x̂j] =
A2

(
eiω Tτ

2 − e−iω Tτ
2

)j−k

4 (iωTτ )
j−k

[
eiδe−iω Tτ

2
(j−k) + e−iδeiω Tτ

2
(j−k)

]

=
A2 (2)j−k

4 (ωTτ )
j−k

(
eiω Tτ

2 − e−iω Tτ
2

)j−k

(2i)j−k

[
eiδe−iω Tτ

2
(j−k) + e−iδeiω Tτ

2
(j−k)

]

=
A2 (2)j−k

4 (ωTτ )
j−k

sinj−k (ωTτ/2)
[
eiδe−iω Tτ

2
(j−k) + e−iδeiω Tτ

2
(j−k)

]

=
A2

4
sincj−k (fTτ )

[
eiδe−iω Tτ

2
(j−k) + e−iδeiω Tτ

2
(j−k)

]

=
A2

2
sincj−k (fTτ )

[
eiωTAD(k−j)e−iω Tτ

2
(j−k) + e−iωTAD(k−j)eiω Tτ

2
(j−k)

]

2

=
A2

2
sincj−k (fTτ ) cos

[
ω (k − j)

(
TAD −

Tτ

2

)]
(4.23)

Por lo tanto:

E[µ2] =
n∑

k=1

h2
n−k

A2

2
+ 2

n−1∑

k=1

n∑

j>k

hn−khn−j
A2

2
sincj−k (fTτ ) cos

[
ω (k − j)

(
TAD −

Tτ

2

)]

=
A2

2

{
n∑

k=1

h2
n−k + 2

n−1∑

k=1

n∑

j>k

hn−khn−j sincj−k (fTτ ) cos

[
ω (k − j)

(
TAD −

Tτ

2

)]}

=
A2

2

{
‖h‖2

2 + 2
n∑

k=2

h#
n−k sinck−1 (fTτ ) cos [ω(k − 1) (TAD + Tτ/2)]

}

=
A2

2

{
‖h‖2

2 + 2
n−1∑

k=1

h#
n−k−1 sinck (fTτ ) cos [ω(k) (TAD + Tτ/2)]

}
(4.24)

donde h# es el vector obtenido a través de las Ecs. (3.17) y (3.18).

Finalmente la PFR se obtiene dividiendo la Ec. (4.24) por la potencia de

entrada, resultando:
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PFR = ‖h‖2
2 + 2

n−1∑

k=1

h#
n−k−1 sinck (fTτ ) cos [ωk (TAD + Tτ/2)] (4.25)

La Ec. (4.25) puede reescribirse de la siguiente manera:

PFR = ‖h‖2
2 + 2

n−1∑

k=1

h@
n−k cos [ωk (TAD + Tτ/2)] (4.26)

donde cada término h@
n−k = h#

n−k−1. sinck (fTτ ), es decir, h@
k = h#

k−1 sincn−k (fTτ ).

De esta forma la Ec. (4.26) puede expresarse como:

PFR = ‖h‖2
2 + 2

∣∣H@(z)
∣∣
z=ejω(TAD+Tτ /2) cos [nω (TAD + Tτ/2) + θ] (4.27)

donde H@(z) =
∑n

k=1 h@
k .z−k y θ = Arg

[
H@(ejω(TAD+Tτ /2))

]
.

A fin de comprender más la PFR resultante, se especializará la misma en los

puntos extremos de frecuencia. A muy baja frecuencia, f → 0:

PFR(0) = ‖h‖2
2 + 2

∣∣H@(z)
∣∣
z=1

cos [θ] = ‖h‖2
2 + 2

n−1∑

k=1

h#
n−k−1 (4.28)

Para altas frecuencias:

PFR(∞) = ‖h‖2
2

ya que los h@
k son nulos porque todos son múltiplos de sinc(fTs).
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4.3. RAAS/MA aplicado a una entrada senoi-

dal

Para el caso particular del filtro MA, el vector h es h =

[
1
n

1
n

... 1
n

]T

.

Por lo tanto la salida es:

µ =
1

n

n∑

k=1

x̂k (4.29)

La norma ‖h‖2
2 = 1

n
y el vector h# resulta:





h#
0

h#
1

h#
2

...

h#
n−3

h#
n−2

h#
n−1





=





0 0 ... ... ... 0 1
n

0 ... ... ... 0 1
n

1
n

... ... ... 0 1
n

1
n

1
n

... ... ... ... ... ... ...

... 0 1
n

1
n

... 1
n

1
n

0 1
n

1
n

... 1
n

1
n

1
n

0 0 0 0 0 0 0









1
n

1
n

1
n

...

1
n

1
n

1
n





=





1
n2

2
n2

3
n2

...

n−2
n2

n−1
n2

0





(4.30)

por lo que los términos de h# se pueden expresar como:

h#
k =

k + 1

n2
∀k < n − 1 (4.31)

h#
n−1 = 0

Luego, los términos de h@ son:

h@
k =

k

n2
sincn−k(fTτ ) 0 ≤ k ≤ n − 1
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Figura 4.3: PFR de RAAS/MA, con entrada senoidal pura, TAD = 1ms, Tτ =
10ms, n = 10, n = 100 y n = 1000.

Por lo tanto, a partir de la Ec. (4.26) se arriba a la expresión del segundo momento

de µ que resulta:

PFR =
1

n
+

2

n2

n−1∑

k=1

(n − k) sinck (fTτ ) cos [ωk (TAD + Tτ/2)] (4.32)

La (4.32) indica que la PFR depende del número de muestras del filtro MA,

de la frecuencia de la perturbación y de los peŕıodos TAD y Tτ .

La Fig. 4.3 grafica la PFR dada por la (4.32) como una función de la fre-

cuencia f . La Fig. 4.4 grafica la misma expresión pero en función del logaritmo

de la frecuencia. De esta manera es posible observar lo que ocurre en todo el ran-

go de frecuencias. La PFR de (4.32) presenta un mı́nimo en aproximadamente

1
2(Tτ+2TAD)

.
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Figura 4.4: PFR de RAAS/MA, con entrada senoidal pura, TAD = 1ms, Tτ =
10ms, n = 10, n = 100 y n = 1000. Escala logaŕıtmica de frecuencia.

Con el objeto de analizar con más detalle la formulación en los ĺımites de

frecuencia, se considera a continuación el caso particular en el que f → 0, es

decir cuando la frecuencia de la señal de entrada es sumamente baja:

PFR(0) =
1

n
+

2

n2

n−1∑

k=1

(n − k)

=
1

n
+

2

n2

[
n−1∑

k=1

n −
n−1∑

k=1

k

]

=
1

n
+

2

n2

[
(n − 1) n −

n

2
(n + 1) + n

]
(4.33)

donde el resultado de la segunda sumatoria surge la expresión cerrada para la

serie aritmética
∑n

k=1 k que vale n
2

(n + 1). Luego, continuando el desarrollo:
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PFR(0) =
1

n
+

2

n2

[
n2 − n −

n2

2
−

n

2
+ n

]

=
1

n
+

2

n2

[
n2

2
−

n

2

]

=
1

n
+

1

n
(n − 1) = 1 (4.34)

Si consideramos el caso particular en el que f → ∞, sinck (fTτ ) = 0, entonces

PFR(∞) =
1

n

Se advierte que la atenuación es directamente la norm2 del MA. Esta es la

menor norm2 posible de todos los filtros FIR ya que todos los coeficientes del

MA son iguales de valor 1
n
. Esto significa que, en cuanto a la magnitud de la

atenuación del ruido de alta frecuencia, objeto central de este análisis, el filtro

FIR tipo MA es el recomendado. Es interesante notar además que la PFR es igual

a la inversa del número de muestras del filtro MA, tal cual ocurre en el caso de

ruido blanco gaussiano muestreado en forma uniforme [26]. Más aún, la función

representada por (4.32) no presenta los picos caracteŕısticos del solapamiento de

espectros a ninguna frecuencia. Consecuentemente, es posible estimar el valor de

baja frecuencia ya que la atenuación está apropiadamente reducida para todas

las frecuencias.

Luego, a partir de la PFR, relacionada directamente con la varianza, y de la

función de densidad de probabilidad de la estimación, se puede obtener la pro-

babilidad de que el error se sitúe entre ciertos ĺımites. Asumiendo que la función

densidad de probabilidad de la estimación es gaussiana, es posible establecer,

con una probabilidad del 95 % que los márgenes del error serán ±2Γµ [15]. Si se

requiere un error menor se debeŕıa aumentar el número de muestras.
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Para evaluar la validez de la formulación desarrollada para el RAAS/MA se

realizaron simulaciones experimentales en el entorno Matlab que consistieron en

el ingreso de una entrada senoidal pura que es muestreada aleatoriamente RAAS

y luego pasada por un filtro MA. La salida constituye la estimación de la variable

que se desea obtener. Se realizaron experimentos, donde cada experimento cons-

tabó de m ensayos. Luego de los m ensayos se calculó la varianza de la estimación

del experimento. Esta varianza constituye la potencia eléctrica de la salida, por lo

que al ser dividida por la potencia de la entrada senoidal, se obtuvo la PFR. Cada

experimento se realizó a una determinada frecuencia de entrada y se simuló sobre

un amplio rango de frecuencias. El espectro de frecuencias contemplado fue de

10−3 a 105 Hz, expresado en forma logaŕıtmica, con la frecuencia discretizada en

pasos de 0, 01 década, lo que resulta en una secuencia de frecuencias {fk} de 800

componentes. En cada ensayo se midió la variable de salida µi, obtenida a partir

de una entrada senoidal de amplitud unitaria, frecuencia fk y fase φ. La fase φ

es una variable aleatoria con pdf uniforme en el dominio [0, 2π].

En cada experimento se calculó el promedio de las µi del ensamble, conside-

rando que el sistema es ergódico, es decir que el promedio del ensamble es igual

al valor medio en el tiempo. Para obtener la estimación en cada ensayo, µi, se

aplicó el muestreo aleatorio RAAS, y se utilizó el filtro de reconstrucción de orden

n, por lo que se necesitó generar variables aleatorias τj, con j = 1, 2, ..., n. Para

cada componente de la secuencia {fk} se implementó un experimento, constitui-

do por 100 ensayos, donde i = 1, 2, ..., 100 denota el número de cada ensayo. A

continuación se expresan con mayor claridad los términos utilizados:

Experimento: consiste en m ensayos.

Ensayo: medición de la salida del filtro MA, µ, luego de haber muestreado

aleatoriamente una entrada senoidal pura de frecuencia f y fase φ.

m: número de ensayos para cada experimento
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Conjunto (de Experimentos): conjunto de experimentos realizados para un

conjunto de frecuencias de manera de cubrir un rango amplio de las mismas.

En la Fig. 4.5 se presenta la PFR obtenida de la simulación realizada con un

MA de orden n = 10, Tτ = 10ms y TAD = 1ms, donde el múmero de ensayos fue

m = 100. En la misma figura se ha graficado la curva teórica correspondiente a la

Ec. (4.32). Se han realizado simulaciones también para n = 100 y n = 1000, que

se muestran en las Figs. 4.6 y 4.7, respectivamente. Se observa en las tres figuras

que las gráficas de las simulaciones concuerdan sustancialmente con las curvas

teóricas, lo que valida, por lo menos para el caso de un RAAS/MA, n = 10,

n = 100 y n = 1000, la formulación desarrollada. A efectos de corroborar las

formulaciones para un rango más extendido de frecuencias, se realizaron las mis-

mas simulaciones pero que se graficaron en escala logaŕıtmica de frecuencia en

un rango que va de 10−3 hasta 105 Hz. Las Figs. 4.8, 4.9 y 4.10 muestran estas

gráficas; se observa nuevamente que las simulaciones coinciden con las formulacio-

nes. Es necesario destacar que estas simulaciones constituyen una corroboración

experimental confiable ya que el único elemento que se simula es el muestreo alea-

torio, el cual se idealizó considerando un muestreo tipo delta, con la aleatoriedad

con pdf uniforme como se condicionó en el desarrollo teórico. La restricción de

estos experimentos a un muestreo idealizado tipo delta es aceptable ya que las

frecuencias de muestreo son suficientemente pequeñas.
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Figura 4.5: PFR del proceso RAAS/MA con una entrada senoidal pura, con
n = 10. Curva de simulación en negro, curva teórica en rojo. Cantidad de ensayos
por experimento: m = 100.
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Figura 4.6: PFR del proceso RAAS/MA con una entrada senoidal pura, con
n = 100. Curva de simulación en negro, curva teórica en rojo. Cantidad de ensayos
por experimento: m = 100.
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Figura 4.7: PFR del proceso RAAS/MA con una entrada senoidal pura, con
n = 1000. Curva de simulación en negro, curva teórica en rojo. Cantidad de
ensayos por experimento: m = 100.
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Figura 4.8: PFR del proceso RAAS/MA con una entrada senoidal pura, con
n = 10. Curva de simulación en negro, curva teórica en rojo. Cantidad de ensayos
por experimento: m = 100. Escala logaŕıtmica de frecuencia.
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Figura 4.9: PFR del proceso RAAS/MA con una entrada senoidal pura, con
n = 100. Curva de simulación en negro, curva teórica en rojo. Cantidad de ensayos
por experimento: m = 100. Escala logaŕıtmica de frecuencia.
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Figura 4.10: PFR del proceso RAAS/MA con una entrada senoidal pura, con
n = 1000. Curva de simulación en negro, curva teórica en rojo. Cantidad de
ensayos por experimento: m = 100. Escala logaŕıtmica de frecuencia.
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4.4. RAAS/fir1 y RAAS/fircl1 aplicados a una

entrada senoidal

A continuación se grafican las PFRs resultantes de utilizar filtros FIR a

efectos de verificar la pertinencia de las expresiones teóricas desarrolladas, Ec.

(4.27). El objeto es trabajar con filtros fir1 y fircls. El fir1 es un filtro pasabajos

sintetizado por el método V entana de Hamming [22], obtenido desde las tool-

box del MATLAB. El fircls1 es un filtro pasabajos sintetizado por el método de

Optimización por mı́nimos cuadrados, también obtenido desde MATLAB. En

las Figs. 4.11 y 4.12 se observan los resultados correspondientes al filtro fir1, y

en las Figs. 4.13 y 4.14 al filtro filcls1.

Se aprecia la menor atenuación que se obtiene en los procesos RAAS/fir1

y RAAS/fircls1 respecto del RAAS/MA. Aunque por otra parte se logra una

mayor selectividad que puede ser importante en el diseño paa aplicaciones donde

la frecuencia de ruido de alta frecuencia y la de la señal útil no están muy alejadas.

En cuanto a la corroboración experimental por medio de simulaciones, se

presentan las gráficas del proceso RAAS/fir1 en las Figs. 4.15, 4.16 y 4.17, y del

RAAS/fircls1 en las Figs. 4.18, 4.19 y 4.20, para el rango de frecuencias entre

1 y 250Hz, en una escala lineal. Para corroborar los resultados en un rango de

frecuencias más extendido, se presentan las simulaciones entre 10−3 y 105Hz, en

una escala logaŕıtmica en las Figs. 4.21, 4.22 y 4.23, para RAAS/fir1, y las Figs.

4.24, 4.25 y 4.26 para RAAS/fircls1.
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Figura 4.11: PFR del proceso RAAS/fir1, con una entrada senoidal, para n =
10, n = 100 y n = 1000.
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Figura 4.12: PFR del proceso RAAS/fir1, con una entrada senoidal, para n =
10, n = 100 y n = 1000. Escala logaŕıtmica de frecuencia.
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Figura 4.13: PFR del proceso RAAS/fircls1, con una entrada senoidal, para
n = 10, n = 100 y n = 1000.
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Figura 4.14: PFR del proceso RAAS/fircls1, con una entrada senoidal, para
n = 10, n = 100 y n = 1000. Escala logaŕıtmica de frecuencia.
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Figura 4.15: PFR del proceso RAAS/fir1 con una entrada senoidal pura, con
n = 10. Curva de simulación en negro, curva teórica en rojo. Cantidad de ensayos
por experimento: m = 100.
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Figura 4.16: PFR del proceso RAAS/fir1 con una entrada senoidal pura, con
n = 100. Curva de simulación en negro, curva teórica en rojo. Cantidad de ensayos
por experimento: m = 100.
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Figura 4.17: PFR del proceso RAAS/fir1 con una entrada senoidal pura, con
n = 1000. Curva de simulación en negro, curva teórica en rojo. Cantidad de
ensayos por experimento: m = 100.
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Figura 4.18: PFR del proceso RAAS/fir1 con una entrada senoidal pura, con
n = 10. Curva de simulación en negro, curva teórica en rojo. Cantidad de ensayos
por experimento: m = 100. Escala logaŕıtmica de frecuencia.
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Figura 4.19: PFR del proceso RAAS/fir1 con una entrada senoidal pura, con
n = 100. Curva de simulación en negro, curva teórica en rojo. Cantidad de ensayos
por experimento: m = 100. Escala logaŕıtmica de frecuencia.
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Figura 4.20: PFR del proceso RAAS/fir1 con una entrada senoidal pura, con
n = 1000. Curva de simulación en negro, curva teórica en rojo. Cantidad de
ensayos por experimento: m = 100. Escala logaŕıtmica de frecuencia.
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Figura 4.21: PFR del proceso RAAS/fircls1 con una entrada senoidal pura, con
n = 10. Curva de simulación en negro, curva teórica en rojo. Cantidad de ensayos
por experimento: m = 100.
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Figura 4.22: PFR del proceso RAAS/fircls1 con una entrada senoidal pura,
con n = 100. Curva de simulación en negro, curva teórica en rojo. Cantidad de
ensayos por experimento: m = 100.
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Figura 4.23: PFR del proceso RAAS/fircls1 con una entrada senoidal pura,
con n = 1000. Curva de simulación en negro, curva teórica en rojo. Cantidad de
ensayos por experimento: m = 100.
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Figura 4.24: PFR del proceso RAAS/fircls1 con una entrada senoidal pura, con
n = 10. Curva de simulación en negro, curva teórica en rojo. Cantidad de ensayos
por experimento: m = 100. Escala logaŕıtmica de frecuencia.
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Figura 4.25: PFR del proceso RAAS/fircls1 con una entrada senoidal pura,
con n = 100. Curva de simulación en negro, curva teórica en rojo. Cantidad de
ensayos por experimento: m = 100. Escala logaŕıtmica de frecuencia.
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Figura 4.26: PFR del proceso RAAS/fircls1 con una entrada senoidal pura,
con n = 1000. Curva de simulación en negro, curva teórica en rojo. Cantidad de
ensayos por experimento: m = 100. Escala logaŕıtmica de frecuencia.
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4.5. Grado de aleatoriedad

En esta propuesta de muestreo aleatorio existe aún cierto grado de correla-

ción, el cual depende de la relación Tτ

TAD
. Cuanto menor sea esta relación menos

aleatorio es el muestreo, es decir más se acerca al muestreo uniforme. En las Figs.

(4.27) y (4.28) se muestra la PFR para el filtro MA, con n = 10, para tres casos:

(a) Tτ/TAD = 10, (b) Tτ/TAD = 1 y (c) Tτ/TAD = 0. Para Tτ/TAD = 0 la PFR

presenta picos a las frecuencias que son múltiplos de la frecuencia de muestreo.

Más aún, la PFR es significativamente menor en el muestreo uniforme que en

el aleatorio, excepto en las regiones alrededor de las frecuencias múltiplos de la

frecuencia de muestreo. En estas regiones el efecto de la perturbación es muy im-

portante y su eliminación es el objetivo de este trabajo. Un resultado interesante

que se observa en las Figs. (4.27) y (4.28), aunque más claramente en la última,

es que la PFR tiende a la norm2 del vector filtro, para todos los casos en los que

Tτ 6= 0.

Las curvas mostradas en las figuras se realizaron con la condición de que la

frecuencia media de muestreo, E[fm] = TAD + Tτ/2, sea constante a efectos de

que en todos los casos la frecuencia de corte del filtro sea la misma, fc = cte.

Sin embargo, en el caso real de una aplicación tecnológica la única restricción

es el tiempo de adquisición, TAD. Luego, una nueva comparación se realizó bajo

este condicionamiento diferente, donde (a) Tτ/TAD = 10, (b) Tτ/TAD = 1 y

(c) Tτ/TAD = 0, lo que resulta en (a) E[fm] = 6TAD, (b) E[fm] = 3TAD/2 y

(c) E[fm] = TAD, respectivamente. De esta forma la fc, que es proporcional a

la E[fm], resulta mayor a medida que el grado de aleatoriedad es menor. Este

concepto se corrobora a través de las Figs. (4.29) y (4.30), y es importante ya

que el diseño y las prestaciones del sistema podŕıan mejorar más si la E[fm] fuese

mayor.
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Otro aspecto importante de las figuras del RAAS/MA con n = 10, es la

existencia de picos que deterioran la deseada atenuación producida por el RAAS

en medias y altas frecuencias. Estos picos son mayores a medida que el grado de

aleatoriedad disminuye, acercándose al comportamiento del muestreo uniforme,

como se observa en las figuras anteriores. Las graficaciones efectuadas, no sólo

para n = 10 sino también para n = 100 y n = 1000, permiten arribar a la Tabla

4.1 donde se expresa la atenuación ideal dada por la norm2 comparada con la

menor atenuación obtenida en los picos en las altas frecuencias. Se puede inferir

de la Tabla 4.1 que los resultados son muy similares para Tτ = 5TAD, 10TAD e

∞TAD, ya que presentan diferencias de menos de 1dB. en cambio para Tτ = TAD

ya existen alrededor de 4dB de diferencia, y para Tτ = TAD/2 esta diferencia se

ampĺıa a alrededor de 8dB.

En las Tablas 4.2 y 4.3, se muestran los resultados correspondientes a los

filtros fir1 y fircls1, respectivamente, para n = 10, n = 100 y n = 1000. Para

estos filtros se infiere, al igual que con el MA, que a partir de Tτ = 5TAD no

existe empeoramiento significativo de la atenuación, mientras que para Tτ = TAD

ya existen alrededor de 4dB de diferencia, y para Tτ = TAD/2 esta diferencia se

ampĺıa a alrededor de 8dB.

Se concluye entonces que el grado de aleatoriedad más adecuado es Tτ = 5TAD,

ya que se obtiene una buena atenuación con una fc relativamente elevada.

Otro resultado que se puede extraer de las tablas es que para n = 10 y Tτ

muy pequeño (Tτ = TAD/2), la atenuación es muy pobre, por lo que se concluye

la incoveniencia de utilizar el RAAS en estas condiciones.

Además, es interesante observar que cuando se comparan los resultados, bajo

condiciones tales que el n.Tτ sea el mismo, es decir la misma fc, la atenuación

menor se produce para n = 1000. Por ende, se concluye que es más conveniente

utilizar n = 1000 y Tτ = TAD/2 en lugar de n = 100 y Tτ = 5TAD, por ejemplo.
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Figura 4.27: PFR, entrada senoidal pura, MA con n = 10, para Tτ = 10TAD

(Tτ = 10ms, TAD = 1ms), Tτ = TAD (Tτ = 6ms, TAD = 3ms) y Tτ = 0 (TAD =
6ms). En todos los casos la E[fm] es la misma.
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Figura 4.28: PFR, entrada senoidal pura, MA con n = 10, para Tτ = 10TAD

(Tτ = 10ms, TAD = 1ms), Tτ = TAD (Tτ = 6ms, TAD = 3ms) y Tτ = 0 (TAD =
6ms). En todos los casos la E[fm] es la misma. Escala logaŕıtmica de f .
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Figura 4.29: PFR, entrada senoidal pura, MA con n = 10, para Tτ = 10TAD

(Tτ = 10ms, TAD = 1ms), Tτ = TAD (Tτ = 1ms, TAD = 1ms) y Tτ = 0 (TAD =
1ms). En todos los casos TAD es el mismo.
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Figura 4.30: PFR, entrada senoidal pura, MA con n = 10, para Tτ = 10TAD

(Tτ = 10ms, TAD = 1ms), Tτ = TAD (Tτ = 1ms, TAD = 1ms) y Tτ = 0 (TAD =
1ms). En todos los casos TAD es el mismo. Escala logaŕıtmica de frecuencia.



Caṕıtulo 4. Muestreo Aleatorio Aditivo Asincrónico (Random Additive
Asynchronic Sampling, RAAS) 133

Tτ 0, 5TAD TAD 5TAD 10TAD ∞
Atenuación (n = 10) −3, 2 −6, 5 −9, 3 −9, 65 −10
Atenuación (n = 100) −11, 55 −16, 2 −19, 2 −19, 6 −20
Atenuación (n = 1000) −21, 4 −26, 1 −29, 2 −29, 6 −30

Tabla 4.1: RAAS/MA, Atenuación mı́nima en alta frecuencia (durante peor pico).

Tτ 0, 5TAD TAD 5TAD 10TAD ∞
Atenuación (n = 10) −2, 3 −5, 3 −8, 1 −8, 4 −8, 8
Atenuación (n = 100) −9, 9 −14, 5 −17, 7 −18, 0 −18, 4
Atenuación (n = 1000) −20, 0 −24, 5 −27,6 −28, 0 −28, 4

Tabla 4.2: RAAS/fir1, Atenuación mı́nima en alta frecuencia (durante peor pico).

Tτ 0, 5TAD TAD 5TAD 10TAD ∞
Atenuación (n = 10) −2, 1 −4, 9 −7, 6 −7, 9 −8, 3
Atenuación (n = 100) −9, 9 −14, 5 −17, 6 −18, 0 −18, 4
Atenuación (n = 1000) −19, 8 −24, 5 −27, 7 −28, 0 −28, 4

Tabla 4.3: RAAS/fircls1, Atenuación mı́nima en alta frecuencia (durante peor
pico).
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4.6. Relación S/N en bajas frecuencias

A efectos de determinar el error que el método RAAS/MA produce sobre

la señal útil de baja frecuencia se realizaron simulaciones donde se obtuvo la

relación S/N equivalente. La simulación consistió en realizar la diferencia entre

la señal de salida del método RAAS/MA y la que se obtendŕıa de utilizar un

muestreo uniforme seguido por el filtro de reconstrucción MA; a esta diferencia

se la definió como el ruido producido por el RAAS en bajas frecuencias. Se

realizaron 100 experimentos para cada frecuencia, donde se calculó la potencia

del ruido como la varianza de la diferencia para cada frecuencia. Los resultados

se muestran en la Fig. 4.31, donde se grafica la S/N en función de la frecuencia

en una escala logaŕıtmica. A fin de poder calificar la bondad del método, se ha

comparado la S/N mencionada con la S/N equivalente de considerar que el filtro

MA introduce errores debido a la atenuación del propio filtro MA. En la misma

figura se observa esta S/N y se concluye que la S/N producida por el RAAS es

similar a la producida sólo por el MA.
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Figura 4.31: S/N con ruido provocado sólo por el método, S/N con error pro-
vocado sólo por el filtro MA. Condiciones: filtro MA, n = 10, RAAS entrada
senoidal pura, Tτ = 10ms, TAD = 1ms.
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4.7. Conclusiones

En este caṕıtulo se trataron los siguientes temas:

Desarrollo de la PFR del proceso RAAS/FIR, para una entrada senoidal.

Especialización de la formulación desarrollada en los procesos RAAS/MA,

RAAS/fir1 y RAAS/fircls1, para una entrada senoidal.

Validación de las formulación en los procesos RAAS/MA, RAAS/fir1y

RAAS/fircls1, para una entrada senoidal, a través de simulaciones.

Análisis del efecto del grado de aleatoriedad sobre la PFR.

Análisis de la Relación Señal Ruido S/N para el rango de frecuencias bajas,

donde se supone que la señal de entrada no posee ruido.

Las conclusiones más importantes de este caṕıtulo son las siguientes:

El proceso RAAS/FIR demostró ser útil en cuanto a la atenuación de los

efectos de aliasing producidos por las perturbaciones de alta frecuencia.

Las atenuaciones obtenidas a alta frecuencia son coincidentes con al norm2

del filtro de reconstrucción utilizado. Sin embargo, en el rango de frecuencia

donde interesa una buena atenuación aparece el efecto de picos, que dete-

rioran la atenuación buscada. Estos picos reducen el efecto antialiasing del

RAAS cuando el orden del filtro es elevado o el grado de aleatoriedad es

bajo. De todas formas, el efecto negativo de estos picos es sustancialmente

menor que en el JRS.

El filtro MA es el que produce la mayor atenuación en alta frecuencia debido

a su menor norm2.
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En bajas frecuencias el RAAS/FIR demostró no producir efectos aprecia-

bles en las señales útiles que se desean adquirir. La verificación se realizó a

través de las simulaciones de la relación S/N , que demostraron que los erro-

res producidos por el muestreo aleatorio son similares a los que introduce

el propio filtro de reconstrucción.



Caṕıtulo 5

Análisis comparativo de las

técnicas de muestreo aleatorio

5.1. Comparación JRS versus RAAS

El objeto es realizar comparaciones del comportamiento de los dos métodos

de muestreo aleatorio.

La función de muestreo, en el caso del RAAS, vale:

tk = tk−1 + τk (5.1)

La función de muestreo, en el caso del JRS, es:

tk = kT + τk (5.2)

donde T = Tτ + TAD. El tiempo TAD es el menor tiempo posible entre muestra y

muestra; su valor está limitado tecnológicamente por la implementación.

El estudio comparativo se realiza bajo las siguientes condiciones: 1) la función

densidad de probabilidad (pdf) de la variable aleatoria τk es uniforme. Para RAAS

138
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el dominio de τk es [TAD, Tτ + TAD]. Para JRS el dominio de τk es
[
−Tτ

2
, Tτ

2

]
.

Las formulaciones compactas de la PFR para cualquier filtro FIR, para JRS

y RAAS se transcriben en las (5.3) y (5.4), respectivamente.

PFR(f) = ‖h‖2
2 + 2sinc2 (fTτ )

∣∣H#(z)
∣∣
z=ejωT cos (2πfTn + θ) (5.3)

PFR(f) = ‖h‖2
2 + 2

∣∣H@(z)
∣∣
z=ejω(TAD+Tτ /2) cos [nω (TAD + Tτ/2) + θ] (5.4)

Las Ecs. (5.3) y (5.4) se pueden especializar para el caso de un filtro MA,

obteniendo las (5.5) y (5.6), respectivamente.

PFR(f) =
1

n
+

2

n2
sinc2 (fTτ )

n∑

k=2

(n + 1 − k) cos [ωTk] (5.5)

PFR(f) =
1

n
+

2

n2

n−1∑

k=1

(n − k) sinck (fTτ ) cos [ωk (TAD + Tτ/2)] (5.6)

Por lo tanto, con un filtro MA, se puede comparar la PFR para ambos méto-

dos, lo que se muestra en las Figs. 5.1, 5.2 y 5.3, para n = 10, 100, 1000, respecti-

vamente. En dichas figuras se representaron las ecuaciones correspondientes que

ya fueron validadas a través de simulaciones en los Caṕıtulos 3 y 4.

En las Figs. 5.4, 5.5 y 5.6 se muestran las comparaciones JRS vs RAAS para

el filtro fir1.

Finalmente en las Figs. 5.7, 5.8 y 5.9 se muestran las comparaciones JRS vs

RAAS para el filtro fircls1.

En las gráficas se puede observar que los comportamientos de ambos métodos

son similares en altas y bajas frecuencias. En altas frecuencias muestran el valor

correspondiente a la norma del filtro ‖h‖2
2 y, en frecuencias bajas evolucionan

igual que con el muestreo uniforme. Tanto en medias como en altas frecuencias se
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Figura 5.1: Comparación RAAS vs. JRS, con TAD = 1 ms y TS = 10 ms. Filtro
MA con n = 10.
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Figura 5.2: Comparación RAAS vs. JRS, con TAD = 1 ms y TS = 10 ms. Filtro
MA con n = 100.



Caṕıtulo 5. Análisis comparativo de las técnicas de muestreo aleatorio 141

10
−3

10
−2

10
−1

10
0

10
1

10
2

10
3

10
4

10
5

−60

−50

−40

−30

−20

−10

0

Frecuencia [Hz]

P
F

R
 [d

B
]

n=1000 

RAAS 

JRS 

Figura 5.3: Comparación RAAS vs. JRS, con TAD = 1 ms y TS = 10 ms. Filtro
MA con n = 1000.
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Figura 5.4: Comparación RAAS vs. JRS, con TAD = 1 ms y TS = 10 ms. Filtro
fir1 con n = 10.
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Figura 5.5: Comparación RAAS vs. JRS, con TAD = 1 ms y TS = 10 ms. Filtro
fir1 con n = 100.
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Figura 5.6: Comparación RAAS vs. JRS, con TAD = 1 ms y TS = 10 ms. Filtro
fir1 con n = 1000.
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Figura 5.7: Comparación RAAS vs. JRS, con TAD = 1 ms y TS = 10 ms. Filtro
fircls1 con n = 10.
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Figura 5.8: Comparación RAAS vs. JRS, con TAD = 1 ms y TS = 10 ms. Filtro
fircls1 con n = 100.
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Figura 5.9: Comparación RAAS vs. JRS, con TAD = 1 ms y TS = 10 ms. Filtro
fircls1 con n = 1000.

aprecia el efecto provocado por el muestreo aleatorio. Este efecto, que en principio

parece deteriorar la respuesta en frecuencia, es el que realmente permite atenuar

los picos producidos a frecuencias múltiplos de la de Nyquist en el muestreo

uniforme. Se observa que la frecuencia de corte del filtro equivalente es mayor

en el RAAS que en el JRS lo que puede interpretarse como una ventaja ya

que el filtro equivalente permite el paso de señales de mayor frecuencia en el

rango de bajas frecuencias. La mayor frecuencia de corte del RAAS se explica

a continuación. La frecuencia de corte de un MA, con muestreo uniforme, es

coincidente con la obtenida con muestreo aleatorio y vale:

fc = KE[fm] (5.7)
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donde fc es la frecuencia de corte del filtro, K es una constante y fm es la

frecuencia de muestreo. La E[fm] vale lo siguiente:

JRS E[fm] =
1

T
=

1

TAD + Tτ

(5.8)

RAAS E[fm] =
1

TAD + Tτ

2

(5.9)

Las Ecs. (5.7) y (5.8) muestran que la frecuencia de muestreo media es mayor

en el RAAS. En cambio ambos métodos difieren en las frecuencias medias, donde

el JRS posee una mayor atenuación hasta E[fm]/3, lo que puede considerarse

como una ventaja. Sin embargo, para el rango de frecuencias entre E[fm]/3 y

100E[fm]/3, el RAAS presenta una mayor atenuación.

Por otra parte, el JRS presenta picos en los múltiplos de la frecuencia equi-

valente de muestreo. La existencia de estos picos significa un deterioro de la

atenuación del efecto aliasing que se pretende reducir con el muestreo aleatorio.

El muestreo RAAS también presenta picos pero con amplitud menor que en el

JRS. En la Tabla 5.1 se reproducen los datos relevados en los Caṕıtulos 4 y 5,

para un filtro MA.

Tτ 0 0, 5TAD TAD 5TAD 10TAD ∞
JRS Atenuación (n = 10) 0 −1, 5 −3, 3 −8, 7 −9, 55 −10
JRS Atenuación (n = 100) 0 −1,6 −3, 8 −13, 5 −17, 2 −20
JRS Atenuación (n = 1000) 0 −1, 7 −4, 0 −14, 3 −19, 7 −30
RAAS Atenuación (n = 10) 0 −3, 2 −6, 5 −9, 3 −9, 65 −10
RAAS Atenuación (n = 100) 0 −11, 55 −16, 2 −19, 2 −19, 6 −20
RAAS Atenuación (n = 1000) 0 −21, 4 −26, 1 −29, 2 −29, 6 −30

Tabla 5.1: JRS/MA y RAAS/MA, Atenuación mı́nima en alta frecuencia (durante
peor pico).
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Los datos de la Tabla 5.1 correspondiente al MA permiten arribar a las si-

guientes conclusiones:

1. Para n = 10 ambos métodos presentan niveles similares de amplitud de

picos en 5TAD y 10TAD, es decir que se podŕıa usar indistintamente RAAS

o JRS con Tτ ≥ 5TAD.

2. Para n = 10 y n = 100 es concluyente la mayor atenuación del RAAS para

todos los grados de aleatoriedad.

3. El RAAS presenta valores similares de amplitud de pico para 5TAD y 10TAD,

lo que lleva a la elección de 5TAD debido al mejor comportamiento de la

frecuencia de corte.

En conclusión, si se requiere un nivel de atenuación menor de los −10dB,

entonces es necesario utilizar n = 100 o 1000, por lo que es sumamente conveniente

aplicar RAAS. En caso de requerirse atenuaciones menos exigentes que los 10dB,

entonces se puede utilizar indistintamente RAAS o JRS, con n = 10. En cuanto

al grado de aleatoriedad, en caso del JRS debe cumplirse que Tτ ≥ 5TAD. En el

caso de utilizarse RAAS, se puede aplicar cualquier combinación de n y grado de

aleatoriedad que cumpla con lo especificado.

Con el objeto de evaluar otros filtros como el fir1 y el fircls1, se realizaron

mediciones de atenuación en los picos también para estos filtros. En las Tablas 5.2

y 5.3 se muestran las mediciones realizadas para fir1 y fircls1, respectivamente,

tanto para JRS como para RAAS. Las conclusiones formuladas para el MA, se

pueden extender para estos filtros.
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Tτ 0 0, 5TAD TAD 5TAD 10TAD ∞
JRS Atenuación (n = 10) 0 −1, 4 −3, 1 −7, 7 −8, 4 −8, 8
JRS Atenuación (n = 100) 0 −1, 6 −3, 8 −13, 0 −16, 2 −18, 4
JRS Atenuación (n = 1000) 0 −1, 6 −3, 9 −14, 2 −19, 6 −28, 4
RAAS Atenuación (n = 10) 0 −2, 3 −5, 3 −8, 1 −8, 4 −8, 8
RAAS Atenuación (n = 100) 0 −9, 9 −14, 5 −17, 7 −18, 0 −18, 4
RAAS Atenuación (n = 1000) 0 −20, 0 −24, 5 −27,6 −28, 0 −28, 4

Tabla 5.2: JRS/fir1 y RAAS/fir1, Atenuación mı́nima en alta frecuencia (durante
peor pico).

Tτ 0 0, 5TAD TAD 5TAD 10TAD ∞
JRS Atenuación (n = 10) 0 −1, 3 −3, 0 −7, 3 −7, 9 −8, 3
JRS Atenuación (n = 100) 0 −1, 5 −3, 7 −12, 9 −16, 2 −18, 4
JRS Atenuación (n = 1000) 0 −1, 6 −3, 8 −14, 1 −19, 4 −28, 4
RAAS Atenuación (n = 10) 0 −2, 1 −4, 9 −7, 6 −7, 9 −8, 3
RAAS Atenuación (n = 100) 0 −9, 9 −14, 5 −17, 6 −18, 0 −18, 4
RAAS Atenuación (n = 1000) 0 −19, 8 −24, 5 −27, 7 −28, 0 −28, 4

Tabla 5.3: JRS/fircls1 y RAAS/fircls1, Atenuación mı́nima en alta frecuencia
(durante peor pico).



Caṕıtulo 6

Resultados Experimentales

6.1. Ensayos de validación de resultados teóri-

cos y de simulación

Se realizaron ensayos experimentales a fin de validar las expresiones teóricas

previamente desarrolladas. El objetivo de estos ensayos fue obtener la PFR para

distintos valores de frecuencia y comparar los puntos medidos con la PFR teóri-

ca. En los ensayos se adquirieron señales de tipo senoidal, con muestreo aleatorio,

JRS o RAAS, para luego procesarlas mediante filtros de reconstrucción, MA o

fir1. La salida del procesamiento fue luego convertida en una señal analógica a

través de un convertidor DA, la cual fue observada a través de un osciloscopio.

La adquisición, el procesamiento y la conversión DA fueron implementadas en

un DSP de Analog Devices, ADSP271. En el Apéndice 2 se presentan las carac-

teŕısticas básicas del DSP , los listados de los programas utilizados en el DSP y se

muestran las conexiones básicas realizadas para la implementación experimental.

Los ensayos se dividieron en doce grupos de manera de cubrir todas las com-

binaciones de tipo de muestreo (JRS o RAAS), tipo de filtro (MA o fir1) y

148
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orden del mismo (n = 10, 100 o 1000). En todos los casos los tiempos de mues-

treo fueron TAD = 1ms y Tτ = 10ms, la señal de entrada de amplitud 1V̂ y las

frecuencias fueron elegidas teniendo en cuenta los valores cŕıticos de las PFRs.

Adicionalmente, para todos los experimentos se realizó la medición de la po-

tencia de salida, a partir de la adquisición y procesamiento off-line de las señales

de salida.

6.1.1. Grupo 1: JRS/MA con n=10

El grupo 1 reúne los ensayos realizados con JRS/MA,con n = 10. Se reali-

zaron ensayos para f = 0, 1Hz, 4Hz, 8Hz, 90, 9Hz, 181, 8Hz, 1000Hz y 10000Hz.

En las Figs. 6.1, 6.2, 6.3, 6.4, 6.5, 6.6 y 6.7 se muestran las formas de onda de

las señales de entrada y de salida para f = 0, 1Hz, 4Hz, 8Hz, 90, 9Hz, 181, 8Hz,

1000Hz y 10000Hz, respectivamente. En la Fig. 6.1, donde la f = 0, 1Hz, se pue-

de apreciar que la salida copia a la entrada, lo cual se explica debido a la baja

frecuencia de la señal de entrada, para la cual la aleatoriedad del muestreo no

presenta efectos reales; por otra parte, el filtro MA posee una frecuencia de corte

que se encuentra en fc = E[fm]
3n

= 3, 03Hz, es decir más de una década superior a

la frecuencia de entrada. Para el caso donde f = 4Hz, Fig. 6.2, la salida presenta

cierta atenuación que obedece a la atenuación del filtro ya que la frecuencia es

muy cercana a fc. Aqúı se observa que el muestreo aleatorio tampoco presenta

efectos sobre la salida. Para frecuencias un poco mayores como f = 8Hz, Fig. 6.3,

la señal de entrada ha sufrido una gran atenuación, atribuible al propio filtro.

Todav́ıa no se observan efectos del muestreo aleatorio. En cambio para los otros

ensayos, f = 90, 9Hz, 181, 8Hz, 1000Hz y 10000Hz, Figs. 6.4, 6.5, 6.6 y 6.7, no se

observan vestigios de la señal de entrada, que a estas frecuencias puede conside-

rarse como una perturbación de entrada, pero como contrapartida existe un ruido
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que se origina exclusivamente en el método JRS. Las frecuencias f = 90, 9Hz y

181, 8Hz no fueron elegidas caprichosamente sino que coinciden con la existen-

cia de picos en la curva teórica. Sin embargo los picos mencionados no pudieron

observarse.

Las mediciones de potencia consistieron en adquirir 2500 puntos de la señal

de salida, espaciadas con un peŕıodo de 10ms, para los casos f = 0, 1Hz, 8Hz,

90, 9Hz, 181, 8Hz, 1000Hz y 10000Hz, y 0,4ms para f = 4Hz. Los datos obtenidos

fueron procesados off-line y los resultados se incluyeron en la Tabla A.1, luego

se graficaron junto con la curva teórica de PFR en la Fig. 6.8, donde se puede

apreciar la validez de la curva teórica.

Figura 6.1: JRS/MA, n = 10. Señal de entrada (arriba): Sinusoidal de 1V̂ y
0, 1 Hz. Señal de salida (abajo).

f [Hz] 0, 1 4 8 90, 9 181, 8 1,000 10,000
PFR [dB] −0, 19 −3, 29 −19, 29 −10, 82 −10, 35 −10, 18 −10, 63

Tabla 6.1: PFR vs. frecuencia. Condiciones: JRS/MA, n=10.
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Figura 6.2: JRS/MA, n = 10. Señal de entrada (arriba): Sinusoidal de 1V̂ y 4 Hz.
Señal de salida (abajo).

6.1.2. Grupo 2: RAAS/MA con n=10

El grupo 2 reúne los ensayos realizados con RAAS/MA de n = 10. Se rea-

lizaron ensayos para f = 0, 1Hz, 7Hz, 90, 9Hz, 181, 8Hz, 1000Hz y 10000Hz. En

las Figs. 6.9, 6.10, 6.11, 6.12 y 6.13 se muestran las formas de onda de las señales

de entrada y de salida para f = 0, 1Hz, 90, 9Hz, 181, 8Hz, 1000Hz y 10000Hz,

respectivamente. En la Fig. 6.9, donde la f = 0, 1Hz, se puede apreciar que la

salida copia a la entrada, lo cual se explica debido a la baja frecuencia de la señal

de entrada, para la cual la aleatoriedad del muestreo no presenta efectos reales;

por otra parte, el filtro MA posee una frecuencia de corte que se encuentra en

fc = E[fm]
3n

= 5, 55Hz, es decir más de una década superior a la frecuencia de

entrada. Para las frecuencias f = 90, 9Hz, 181, 8Hz, 1000Hz y 10000Hz, Figs.

6.10, 6.11, 6.12 y 6.13, no se observan vestigios de la señal de entrada, que a es-

tas frecuencias puede considerarse como una perturbación de entrada, pero como

contrapartida existe un ruido que se origina exclusivamente en el método RAAS.

Las mediciones de potencia consistieron en adquirir 2500 puntos de la señal
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Figura 6.3: JRS/MA, n = 10. Señal de entrada (arriba): Sinusoidal de 1V̂ y 8 Hz.
Señal de salida (abajo).

de salida, espaciadas con un peŕıodo de 10ms, para los casos f = 0, 1Hz, 90, 9Hz,

181, 8Hz, 1000Hz y 10000Hz, y 2ms para f = 7Hz. Los datos obtenidos fueron

procesados off-line y los resultados se incluyeron en la Tabla A.2, luego se grafi-

caron junto con la curva teórica de PFR en la Fig. 6.14, donde se puede apreciar

la validez de la curva teórica.
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Figura 6.4: JRS/MA, n = 10. Señal de entrada (arriba): Sinusoidal de 1V̂ y
90, 9 Hz. Señal de salida (abajo).

Figura 6.5: JRS/MA, n = 10. Señal de entrada (arriba): Sinusoidal de 1V̂ y
181, 8 Hz. Señal de salida (abajo).



Caṕıtulo 6. Resultados Experimentales 154

Figura 6.6: JRS/MA, n = 10. Señal de salida. Señal de entrada: Sinusoidal de

1V̂ y 1000 Hz. (La señal de entrada no se muestra).

Figura 6.7: JRS/MA, n = 10. Señal de salida. Señal de entrada: Sinusoidal de

1V̂ y 10000 Hz. (La señal de entrada no se muestra).



Caṕıtulo 6. Resultados Experimentales 155

10
−2

10
−1

10
0

10
1

10
2

10
3

10
4

10
5

−30

−25

−20

−15

−10

−5

0

5

Frequency [Hz]

O
ut

pu
t/I

np
ut

 P
ow

er
 [d

B
]

Figura 6.8: Resultados experimentales (*) y curva teórica para JRS/MA, n = 10,
Tτ = 10ms y TAD = 1ms.

Figura 6.9: RAAS/MA, n = 10. Señal de entrada (arriba): Sinusoidal de 1V̂ y
0, 1 Hz. Señal de salida (abajo).
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Figura 6.10: RAAS/MA, n = 10. Señal de entrada (arriba): Sinusoidal de 1V̂ y
90, 9 Hz. Señal de salida (abajo).

Figura 6.11: RAAS/MA, n = 10. Señal de entrada (arriba): Sinusoidal de 1V̂ y
181, 8 Hz. Señal de salida (abajo).
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Figura 6.12: RAAS/MA, n = 10. Señal de salida. Señal de entrada: Sinusoidal

de 1V̂ y 1000 Hz. (La señal de entrada no se muestra).

Figura 6.13: RAAS/MA, n = 10. Se ñal de salida. Señal de entrada: Sinusoidal

de 1V̂ y 10000 Hz. (La se ñal de entrada no se muestra).
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f [Hz] 0,1 7 90,9 181,8 1000 10000
PFR [dB] −0,15 −2,96 −10,77 −10,00 −9,93 −9,75

Tabla 6.2: PFR vs. frecuencia. Condiciones: RAAS/MA, n=10.
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Figura 6.14: Resultados experimentales (*) y curva teórica para RAAS/MA,
n = 10, Tτ = 10ms y TAD = 1ms.
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6.1.3. Grupo 3: JRS/MA, con n=100

El grupo 3 reúne a los ensayos realizados con JRS/MA, con n = 100. Se

realizaron ensayos para f = 0, 1Hz, 0, 4Hz, 10Hz, 90, 9Hz, 181, 8Hz, 1000Hz y

10000Hz. En las Figs. 6.15, 6.16, 6.17, 6.18, 6.19, 6.20 y 6.21 se muestran las

formas de onda de las señales de entrada y de salida para f = 0, 1Hz, 0, 4Hz,

10Hz, 90, 9Hz, 181, 8Hz, 1000Hz y 10000Hz, respectivamente. En la Fig. 6.15,

donde la f = 0, 1Hz, se puede apreciar que la salida copia a la entrada, lo cual

se explica debido a la baja frecuencia de la señal de entrada, para la cual la

aleatoriedad del muestreo no presenta efectos reales; por otra parte, el filtro MA

posee una frecuencia de corte fc = E[fm]
3n

= 0, 3Hz, que es superior a la frecuencia

de entrada. Para el caso donde f = 0, 4Hz, Fig. 6.16, la salida presenta una

atenuación cercana a los 3dB, que obedece a exclusivamente a la atenuación

del filtro ya que la frecuencia es muy cercana a fc. Aqúı también el muestreo

aleatorio no presenta efectos sobre la salida. Para frecuencias un poco mayores

como f = 10Hz, Fig. 6.17, la señal de entrada ha sufrido una gran atenuación,

atribuible al propio filtro. Todav́ıa no se observa el efecto del muestreo aleatorio.

En cambio para los otros ensayos, f = 90, 9Hz, 181, 8Hz, 1000Hz y 10000Hz,

Figs. 6.18, 6.19, 6.20 y 6.21, no se observan vestigios de la señal de entrada, que

a estas frecuencias puede considerarse como una perturbación de entrada, pero

como contrapartida existe un ruido que se origina exclusivamente en el método

JRS. Las frecuencias f = 90, 9Hz y 181, 8Hz se elegieron porque coinciden con

la existencia de picos en la curva teórica. Sin embargo los picos mencionados no

pudieron observarse.

Las mediciones de potencia consistieron en adquirir 2500 puntos de la señal

de salida, espaciadas con un peŕıodo de 10ms, para los casos f = 0, 1Hz, 10Hz,

90, 9Hz, 181, 8Hz, 1000Hz y 10000Hz, y 4ms para f = 4Hz. Los datos obtenidos
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fueron procesados off-line y los resultados se incluyeron en la Tabla A.3, luego

se graficaron junto con la curva teórica de PFR en la Fig. 6.22, donde se puede

apreciar la validez de la curva teórica.

Figura 6.15: JRS/MA, n = 100. Señal de entrada (arriba): Sinusoidal de 1V̂ y
0, 1 Hz. Señal de salida (abajo).
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Figura 6.16: JRS/MA, n = 100. Señal de entrada (arriba): Sinusoidal de 1V̂ y
0, 4 Hz. Señal de salida (abajo).
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Figura 6.17: JRS/MA, n = 100. Señal de entrada (arriba): Sinusoidal de 1V̂ y
10 Hz. Señal de salida (abajo).

f [Hz] 0,1 0,4 10 90,9 181,8 1000 10000
PFR [dB] −0,34 −3,27 −28,72 −21,11 −19,50 −20,90 −20,25

Tabla 6.3: PFR vs. frecuencia. Condiciones: JRS/MA, n=100.
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Figura 6.18: JRS/MA, n = 100. Señal de entrada (arriba): Sinusoidal de 1V̂ y
90, 9 Hz. Señal de salida (abajo).

Figura 6.19: JRS/MA, n = 100. Señal de entrada (arriba): Sinusoidal de 1V̂ y
181, 8 Hz. Señal de salida (abajo).
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Figura 6.20: JRS/MA, n = 100. Señal de salida. Señal de entrada: Sinusoidal de

1V̂ y 1000 Hz. (La señal de entrada no se muestra).

Figura 6.21: JRS/MA, n = 100. Señal de salida. Señal de entrada: Sinusoidal de

1V̂ y 10000 Hz. (La señal de entrada no se muestra).
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Figura 6.22: Resultados experimentales (*) y curva teórica para JRS/MA, n =
100, Tτ = 10ms y TAD = 1ms.
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6.1.4. Grupo 4: RAAS/MA, con n=100

El grupo 4 reúne los ensayos realizados con RAAS/MA, con n = 100. Se

realizaron ensayos para f = 0, 1Hz, 0, 7Hz, , 10Hz, 90, 9Hz, 181, 8Hz y 1000Hz.

En las Figs. 6.23, 6.24, 6.25, 6.26, 6.27 y 6.28 se muestran las formas de onda

de las señales de entrada y de salida para f = 0, 1Hz, 0, 7Hz, 10Hz, 90, 9Hz,

181, 8Hz y 10,000Hz, respectivamente. En la Fig. 6.23, donde la f = 0, 1Hz, se

puede apreciar que la salida copia a la entrada, lo cual se explica debido a la baja

frecuencia de la señal de entrada, para la cual la aleatoriedad del muestreo no

presenta efectos reales; por otra parte, el filtro MA posee una frecuencia de corte

fc ≃ E[fm]
3n

= 0, 55Hz, que es superior a la frecuencia de entrada. Para el caso

donde f = 0, 7Hz, Fig. 6.24, la salida posee una atenuación cercana a los 3dB

ya que la frecuencia es muy cercana a fc. El muestreo aleatorio aqúı tampoco

presenta efectos sobre la salida. Para la f = 10Hz la atenuación observada es

más pronunciada y se explica por la mayor atenuación del filtro y un aporte poco

significativo del muestreo RAAS, Fig. 6.25. Para las frecuencias f = 90, 9Hz,

181, 8Hz y 10,000Hz, Figs. 6.26, 6.27 y 6.28, no se observan vestigios de la señal

de entrada, que a estas frecuencias puede considerarse como una perturbación de

entrada, pero como contrapartida existe un ruido que se origina exclusivamente

en el método RAAS.

Las mediciones de potencia consistieron en adquirir 2500 puntos de la señal

de salida, espaciadas con un peŕıodo de 10ms, para los casos f = 0, 1Hz, 10Hz,

90, 9Hz, 181, 8Hz y 10,000Hz, y 2ms para f = 0, 7Hz. Los datos obtenidos fueron

procesados off-line y los resultados se incluyeron en la Tabla A.4, luego se grafi-

caron junto con la curva teórica de PFR en la Fig. 6.29, donde se puede apreciar

la validez de la curva teórica.
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Figura 6.23: RAAS/MA, n = 100. Señal de entrada (arriba): Sinusoidal de 1V̂ y
0, 1 Hz. Señal de salida (abajo).

f [Hz] 0, 1 0, 7 10 90, 9 181, 8 10,000
PFR [dB] −0, 21 −2, 67 −24, 00 −20, 82 −20, 43 −19, 58

Tabla 6.4: PFR vs. frecuencia. Condiciones: RAAS/MA, n=100.

Figura 6.24: RAAS/MA, n = 100. Señal de entrada (arriba): Sinusoidal de 1V̂ y
0, 7 Hz. Señal de salida (abajo).
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Figura 6.25: RAAS/MA, n = 100. Señal de entrada (arriba): Sinusoidal de 1V̂ y
10 Hz. Señal de salida (abajo).

Figura 6.26: IRAAS/MA, n = 100. Señal de entrada (arriba): Sinusoidal de 1V̂
y 90, 9 Hz. Señal de salida (abajo).
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Figura 6.27: RAAS/MA, n = 100. Señal de entrada (arriba): Sinusoidal de 1V̂ y
181, 8 Hz. Señal de salida (abajo).

Figura 6.28: RAAS/MA, n = 100. Señal de salida. Señal de entrada: Sinusoidal

de 1V̂ y 10000 Hz. (La señal de entrada no se muestra).



Caṕıtulo 6. Resultados Experimentales 170

10
−3

10
−2

10
−1

10
0

10
1

10
2

10
3

10
4

10
5

−30

−25

−20

−15

−10

−5

0

5

Frecuencia [Hz]

P
F

R
 [d

B
]

Figura 6.29: Resultados experimentales (*) y curva teórica para RAAS/MA,
n = 100, Tτ = 10ms y TAD = 1ms.
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6.1.5. Grupo 5: JRS/MA, con n=1000

El grupo 5 reúne los ensayos realizados con JRS/MA, con n = 1000. Se

realizaron ensayos para f = 0, 01Hz, 0, 04Hz, 7Hz, 90, 9Hz, 181, 8Hz, 1,000Hz

y 10,000Hz. En las Figs. 6.30, 6.31, 6.32, 6.33, 6.34, 6.35 y 6.36 se muestran

las formas de onda de las señales de entrada y de salida para f = 0, 01Hz,

0, 04Hz, 7Hz, 90, 9Hz, 181, 8Hz, 1,000Hz y 10,000Hz, respectivamente. En la Fig.

6.30, donde la f = 0, 01Hz, se puede apreciar que la salida copia a la entrada,

lo cual se explica debido a la baja frecuencia de la señal de entrada, para la

cual la aleatoriedad del muestreo no presenta efectos reales; por otra parte, el

filtro MA posee una frecuencia de corte fc = E[fm]
3n

= 0, 03Hz, que es superior

a la frecuencia de entrada. Para el caso donde f = 0, 04Hz, Fig. 6.31, la salida

presenta una atenuación cercana a los 3dB, que obedece a exclusivamente a la

atenuación del filtro ya que la frecuencia es muy cercana a fc. Aqúı también

el muestreo aleatorio no presenta efectos sobre la salida. Para frecuencias un

poco mayores como f = 7Hz, Fig. 6.32, la señal de entrada ha sufrido una gran

atenuación, atribuible al propio filtro. Todav́ıa no se observa el efecto del muestreo

aleatorio. En cambio para los otros ensayos, f = 90, 9Hz, 181, 8Hz, 1,000Hz y

10,000Hz, Figs. 6.33, 6.34, 6.35 y 6.36, no se observan vestigios de la señal de

entrada, que a estas frecuencias puede considerarse como una perturbación de

entrada, pero como contrapartida existe un ruido que se origina exclusivamente

en el método JRS. Las frecuencias f = 90, 9Hz y 181, 8Hz fueron elegidas porque

coinciden con la existencia de picos en la curva teórica. Sin embargo los picos

mencionados no pudieron observarse en los ensayos experimentales, lo que se

explica por la dificultad del sistema implementado (DSP ) en obtener exactamente

el valor T = 11, 00ms. Un error de sólo 0, 01ms respecto de los 11ms deseados ya

implica que el ensayo se estaŕıa realizando a una frecuencia que cae fuera del pico
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que se pretende observar experimentalmente.

Las mediciones de potencia consistieron en adquirir 2,500 puntos de la señal de

salida, espaciadas con un peŕıodo de 20ms, para los casos f = 0, 01Hz y 0, 04Hz, y

10ms para f = 7Hz, 90, 9Hz, 181, 8Hz, 1,000Hz y 10,000Hz. Los datos obtenidos

fueron procesados off-line y los resultados se incluyeron en la Tabla A.5, luego

estos valores se graficaron junto con la curva teórica de PFR en la Fig. 6.37,

donde se puede apreciar la validez de la curva teórica, excepto para los casos de

f = 90, 9Hz y 181, 8Hz, por las razones mencionadas.

Figura 6.30: JRS/MA, n = 1000. Señal de entrada (arriba): Sinusoidal de 1V̂ y
0, 01 Hz. Señal de salida (abajo).

f [Hz] 0, 01 0, 04 7 90, 9 181, 8 1,000 10,000
PFR [dB] −0, 76 −3, 28 −41, 30 −30, 26 −29, 64 −31, 83 −31, 88

Tabla 6.5: PFR vs. frecuencia. Condiciones: JRS/MA, n=1000.
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Figura 6.31: JRS/MA, n = 1000. Se ñal de entrada (arriba): Sinusoidal de 1V̂ y
0, 04 Hz. Señal de salida (abajo).

Figura 6.32: JRS/MA, n = 1000. Se ñal de entrada (arriba): Sinusoidal de 1V̂ y
7 Hz. Se ñal de salida (abajo).
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Figura 6.33: JRS/MA, n = 1000. Se ñal de entrada (arriba): Sinusoidal de 1V̂ y
90,9 Hz. Señal de salida (abajo).

Figura 6.34: JRS/MA, n = 1000. Se ñal de entrada (arriba): Sinusoidal de 1V̂ y
181,8 Hz. Señal de salida (abajo).
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Figura 6.35: JRS/MA, n = 1000. Se ñal de entrada (arriba): Sinusoidal de 1V̂ y
10,000 Hz. Señal de salida (abajo).

Figura 6.36: JRS/MA, n = 1000. Se ñal de entrada (arriba): Sinusoidal de 1V̂ y
10,000 Hz. Señal de salida (abajo).
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Figura 6.37: Resultados experimentales (*) y curva teórica para JRS/MA, n =
1000, Tτ = 10ms y TAD = 1ms.
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6.1.6. Grupo 6: RAAS/MA, con n=1000

El grupo 6 reúne los ensayos realizados con RAAS/MA, con n = 1000. Se

realizaron ensayos para f = 0, 01Hz, 0, 07Hz, 10Hz, 90, 9Hz, 181, 8Hz, 1,000Hz y

10,000Hz. En las Figs. 6.38, 6.39, 6.40 y 6.41, se muestran las formas de onda de

las señales de entrada y de salida para f = 0, 01Hz, 10Hz, 1,000Hz y 10,000Hz,

respectivamente. En la Fig. 6.38, donde la f = 0, 01Hz, se puede apreciar que la

salida copia a la entrada, lo cual se explica debido a la baja frecuencia de la señal

de entrada, para la cual la aleatoriedad del muestreo no presenta efectos reales;

por otra parte, el filtro MA posee una frecuencia de corte fc ≃
E[fm]

3n
= 0, 055Hz,

que es superior a la frecuencia de entrada. Para la f = 10Hz la atenuación

observada es más pronunciada y se explica por la mayor atenuación del filtro y

un aporte poco significativo del muestreo RAAS, Fig. 6.40. Para las frecuencias

f = 1,000Hz y 10,000Hz, Figs. 6.40 y 6.41, no se observan vestigios de la señal

de entrada, que a estas frecuencias puede considerarse como una perturbación de

entrada, pero como contrapartida existe un ruido que se origina exclusivamente

en el método RAAS.

Las mediciones de potencia consistieron en adquirir 2,500 puntos de la señal

de salida, espaciadas con un peŕıodo de 20ms para f = 0, 01Hz, y 10ms para

f = 0, 07Hz, 10Hz, 90, 9Hz, 181, 8Hz, 1,000Hz y 10,000Hz. Los datos obtenidos

fueron procesados off-line y los resultados se incluyeron en la Tabla A.6, luego

estos valores se graficaron junto con la curva teórica de PFR en la Fig. 6.42,

donde se puede apreciar la validez de la curva teórica.

f [Hz] 0, 01 0, 07 10 90, 9 181, 8 1,000 10,000
PFR [dB] −0, 19 −2, 83 −33, 94 −32, 27 −32, 21 −30, 01 −30, 87

Tabla 6.6: PFR vs. frecuencia. Condiciones: RAAS/MA, n=1000.
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Figura 6.38: RAAS/MA, n = 100. Señal de entrada (arriba): Sinusoidal de 1V̂ y
0, 01 Hz. Señal de salida (abajo).

Figura 6.39: IRAAS/MA, n = 100. Señal de entrada (arriba): Sinusoidal de 1V̂
y 10 Hz. Señal de salida (abajo).
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Figura 6.40: RAAS/MA, n = 1000. Señal de salida. Se ñal de entrada: Sinusoidal

de 1V̂ y 1000 Hz. (La señal de entrada no se muestra).

Figura 6.41: RAAS/MA, n = 1000. Se ñal de salida. Se ñal de entrada: Sinusoidal

de 1V̂ y 10000 Hz. (La señal de entrada no se muestra).
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Figura 6.42: Resultados experimentales (*) y curva teórica para RAAS/MA,
n = 1000, Tτ = 10ms y TAD = 1ms.
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6.1.7. Grupo 7: JRS/fir1, con n=10

El grupo 7 reúne los ensayos realizados con JRS/fir1, con n = 10. Se rea-

lizaron ensayos para f = 0, 1Hz, 6Hz, 20Hz, 30Hz, 90, 9Hz, 181, 8Hz, 1000Hz y

10000Hz. En las Figs. 6.43, 6.44, 6.45, 6.46, 6.47, 6.48, 6.49 y 6.50 se muestran

las formas de onda de las señales de entrada y de salida para f = 0, 1Hz, 6Hz,

20Hz, 30Hz, 90, 9Hz, 181, 8Hz, 1000Hz y 10000Hz, respectivamente. En la Fig.

6.43, donde la f = 0, 1Hz, se puede apreciar que la salida copia a la entrada, lo

cual se explica debido a la baja frecuencia de la señal de entrada, para la cual

la aleatoriedad del muestreo no presenta efectos reales; por otra parte, el filtro

fir1 posee una frecuencia de corte que se encuentra en fc = 2E[fm]
3n

= 6, 06Hz, es

decir más de una década superior a la frecuencia de entrada. Para el caso donde

f = 6Hz, Fig. 6.44, la salida presenta 3dB de atenuación ya que la frecuencia es

la fc. Aqúı también el muestreo aleatorio no presenta efectos sobre la salida. Para

frecuencias un poco mayores como f = 20Hz y 30Hz, Figs. 6.45 y 6.46, la señal

de entrada ha sufrido una gran atenuación, atribuible al propio filtro. Todav́ıa

no se observa el efecto del muestreo aleatorio. En cambio para los otros ensayos,

f = 90, 9Hz, 181, 8Hz, 1000Hz y 10000Hz, Figs. 6.47, 6.48, 6.49 y 6.50, no se

observan vestigios de la señal de entrada, que a estas frecuencias puede conside-

rarse como una perturbación de entrada, pero como contrapartida existe un ruido

que se origina exclusivamente en el método JRS. Las frecuencias f = 90, 9Hz y

181, 8Hz fueron elegidas porque coinciden con la existencia de picos en la curva

teórica. Sin embargo los picos mencionados no pudieron observarse debido a las

razones mencionadas anteriormente.

Las mediciones de potencia consistieron en adquirir 2500 puntos de la señal

de salida, espaciadas con un peŕıodo de 10ms, para los casos f = 0, 1Hz, 20Hz,

30Hz, 90, 9Hz, 181, 8Hz, 1000Hz y 10000Hz, y 2ms para f = 6Hz. Las muestras
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de la salida fueron procesados off-line y los resultados se incluyeron en la Tabla

A.7, luego estos valores se graficaron junto con la curva teórica de PFR en la

Fig. 6.51, donde se puede apreciar la validez de la curva teórica.

Figura 6.43: JRS/fir1, n = 10. Señal de entrada (arriba): Sinusoidal de 1V̂ y
0, 1 Hz. Señal de salida (abajo).

f [Hz] 0, 1 6 20 30 90, 9 181, 8 1000 10000
PFR [dB] −0, 15 −3, 06 −17, 34 −14, 17 −8, 31 −8, 47 −8, 90 −8, 67

Tabla 6.7: PFR vs. frecuencia. Condiciones: JRS/fir1, n=10.
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Figura 6.44: JRS/fir1, n = 10. Se ñal de entrada (arriba): Sinusoidal de 1V̂ y
6 Hz. Se ñal de salida (abajo).

Figura 6.45: JRS/fir1, n = 10. Se ñal de entrada (arriba): Sinusoidal de 1V̂ y
20 Hz. Se ñal de salida (abajo).
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Figura 6.46: JRS/fir1, n = 10. Se ñal de entrada (arriba): Sinusoidal de 1V̂ y
30 Hz. Se ñal de salida (abajo).

Figura 6.47: JRS/fir1, n = 10. Se ñal de entrada (arriba): Sinusoidal de 1V̂ y
90, 9 Hz. Señal de salida (abajo).
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Figura 6.48: JRS/fir1, n = 10. Se ñal de entrada (arriba): Sinusoidal de 1V̂ y
181, 8 Hz. Señal de salida (abajo).

Figura 6.49: JRS/fir1, n = 10. Se ñal de entrada (arriba): Sinusoidal de 1V̂ y
1000 Hz. Señal de salida (abajo).
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Figura 6.50: JRS/fir1, n = 10. Se ñal de salida. Señal de entrada: Sinusoidal de

1V̂ y 10000 Hz. (La señal de entrada no se muestra).
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Figura 6.51: Resultados experimentales (*) y curva teórica para JRS/fir1, n =
10, Tτ = 10ms y TAD = 1ms.
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6.1.8. Grupo 8: RAAS/fir1, con n=10

El grupo 8 reúne los ensayos realizados con RAAS/fir1, con n = 10. Se

realizaron ensayos para f = 0, 1Hz, 10Hz, 20Hz, 30Hz, 90, 9Hz, 181, 8Hz, 1000Hz

y 10000Hz. En las Figs. 6.52, 6.53, 6.54, 6.55, 6.56, 6.57 y 6.58 se muestran las

formas de onda de las señales de entrada y de salida para f = 0, 1Hz, 20Hz, 30Hz,

90, 9Hz, 181, 8Hz, 1000Hz y 10000Hz, respectivamente. En la Fig. 6.52, donde la

f = 0, 1Hz, se puede apreciar que la salida copia a la entrada, lo cual se explica

debido a la baja frecuencia de la señal de entrada, para la cual la aleatoriedad

del muestreo no presenta efectos reales; por otra parte, el filtro fir1 posee una

frecuencia de corte que se encuentra en fc = 2E[fm]
3n

= 11, 11Hz, es decir más de

dos décadas superior a la frecuencia de entrada. Para las frecuencias f = 20Hz

y 30Hz, Figs. 6.53 y 6.54, la atenuación es importante y se debe a la propia

respuesta del filtro. En estas frecuencias el muestreo aleatorio RAAS todav́ıa no

incide en la PFR. En cambio para las frecuencias f = 90, 9Hz, 181, 8Hz, 1000Hz

y 10000Hz, Figs. 6.55, 6.56, 6.57 y 6.58, no se observan vestigios de la señal de

entrada, que a estas frecuencias puede considerarse como una perturbación de

entrada, pero como contrapartida existe un ruido que se origina exclusivamente

en el método RAAS.

Las mediciones de potencia consistieron en adquirir 2500 puntos de la señal

de salida, espaciadas con un peŕıodo de 10ms, para los casos f = 0, 1Hz, 20Hz,

30Hz, 90, 9Hz, 181, 8Hz, 1000Hz y 10000Hz, y 2ms para f = 10Hz. Los valores

medidos fueron procesados off-line y los resultados se incluyeron en la Tabla A.8.

Luego estos valores se graficaron junto con la curva teórica de PFR en la Fig.

6.59, donde se puede apreciar la validez de la curva teórica.
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Figura 6.52: RAAS/fir1, n = 10. Señal de entrada (arriba): Sinusoidal de 1V̂ y
0, 1 Hz. Señal de salida (abajo).

f [Hz] 0, 1 10 20 30 90, 9 181, 8 1000 10000
PFR [dB] −0, 15 −2, 65 −10, 02 −12, 50 −8, 73 −9, 00 −8, 64 −8, 86

Tabla 6.8: PFR vs. frecuencia. Condiciones: RAAS/fir1, n=10.

Figura 6.53: RAAS/fir1, n = 10. Señal de entrada (arriba): Sinusoidal de 1V̂ y
20 Hz. Señal de salida (abajo).
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Figura 6.54: RAAS/fir1, n = 10. Señal de entrada (arriba): Sinusoidal de 1V̂ y
30 Hz. Señal de salida (abajo).

Figura 6.55: RAAS/fir1, n = 10. Señal de entrada (arriba): Sinusoidal de 1V̂ y
90, 9 Hz. Señal de salida (abajo).
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Figura 6.56: RAAS/fir1, n = 10. Señal de entrada (arriba): Sinusoidal de 1V̂ y
181, 8 Hz. Señal de salida (abajo).

Figura 6.57: RAAS/fir1, n = 10. Señal de salida. Señal de entrada: Sinusoidal

de 1V̂ y 1000 Hz. (La señal de entrada no se muestra).
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Figura 6.58: RAAS/fir1, n = 10. Señal de salida. Señal de entrada: Sinusoidal

de 1V̂ y 10000 Hz. (La señal de entrada no se muestra).
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Figura 6.59: Resultados experimentales (*) y curva teórica para RAAS/fir1,
n = 10, Tτ = 10ms y TAD = 1ms.
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6.1.9. Grupo 9: JRS/fir1, con n=100

El grupo 9 reúne los ensayos realizados con JRS/fir1, con n = 100. Se

realizaron ensayos para f = 0, 1Hz, 0, 6Hz, 4Hz, 40Hz, 90, 9Hz, 181, 8Hz, 1000Hz

y 10000Hz. En las Figs. 6.60, 6.61, 6.62, 6.63, 6.64, 6.65, 6.66 y 6.67 se muestran

las formas de onda de las señales de entrada y de salida para f = 0, 1Hz, 0, 6Hz,

4Hz, 40Hz, 90, 9Hz, 181, 8Hz, 1000Hz y 10000Hz, respectivamente. En la Fig.

6.60, donde la f = 0, 1Hz, se puede apreciar que la salida copia a la entrada, lo

cual se explica debido a la baja frecuencia de la señal de entrada, para la cual

la aleatoriedad del muestreo no presenta efectos reales; por otra parte, el filtro

fir1 posee una frecuencia de corte fc = 2E[fm]
3n

= 0, 6Hz, que es superior a la

frecuencia de entrada. Para el caso donde f = 0, 4Hz, Fig. 6.61, la salida presenta

una atenuación cercana a los 3dB, que obedece a exclusivamente a la atenuación

del filtro ya que la frecuencia es muy cercana a fc. Aqúı el muestreo aleatorio

tampoco presenta efectos sobre la salida. Para frecuencias un poco mayores como

f = 4Hz, Fig. 6.62, la señal de entrada ha sufrido una gran atenuación, atribuible

al propio filtro, aunque algo empeorada por el efecto del JRS. En cambio para

los otros ensayos, f = 40Hz, 90, 9Hz, 181, 8Hz, 1000Hz y 10000Hz, Figs. 6.63,

6.64, 6.65, 6.66 y 6.67, no se observan vestigios de la señal de entrada, que a estas

frecuencias puede considerarse como una perturbación de entrada, pero como

contrapartida existe un ruido que se origina exclusivamente en el método JRS.

Las frecuencias f = 90, 9Hz y 181, 8Hz fueron elegidas porque coinciden con la

existencia de picos en la curva teórica. Sin embargo los picos mencionados no

pudieron observarse.

Las mediciones de potencia consistieron en adquirir 2500 puntos de la señal

de salida, espaciadas con un peŕıodo de 10ms, para todos los casos. Los datos

obtenidos fueron procesados off-line y los resultados se incluyeron en la Tabla
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A.9, luego estos valores se graficaron junto con la curva teórica de PFR en la

Fig. 6.68, donde se puede apreciar la validez de la curva teórica.

Figura 6.60: JRS/fir1, n = 100. Señal de entrada (arriba): Sinusoidal de 1V̂ y
0, 1 Hz. Señal de salida (abajo).

f [Hz] 0, 1 0, 6 4 40 90, 9 181, 8 1000 10000
PFR [dB] −0, 22 −3, 04 −40, 57 −20, 09 −18, 56 −17, 28 −16, 63 −19, 81

Tabla 6.9: PFR vs. frecuencia. Condiciones: JRS/fir1, n=100.



Caṕıtulo 6. Resultados Experimentales 194

Figura 6.61: JRS/fir1, n = 100. Se ñal de entrada (arriba): Sinusoidal de 1V̂ y
0, 6 Hz. Señal de salida (abajo).

Figura 6.62: JRS/fir1, n = 100. Se ñal de entrada (arriba): Sinusoidal de 1V̂ y
4 Hz. Se ñal de salida (abajo).
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Figura 6.63: JRS/fir1, n = 100. Se ñal de entrada (arriba): Sinusoidal de 1V̂ y
40 Hz. Se ñal de salida (abajo).

Figura 6.64: JRS/fir1, n = 100. Se ñal de entrada (arriba): Sinusoidal de 1V̂ y
90, 9 Hz. Señal de salida (abajo).
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Figura 6.65: JRS/fir1, n = 100. Señal de entrada (arriba): Sinusoidal de 1V̂ y
181, 8 Hz. Señal de salida (abajo).

Figura 6.66: JRS/fir1, n = 100. Se ñal de salida. Señal de entrada: Sinusoidal

de 1V̂ y 1000 Hz. (La señal de entrada no se muestra).
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Figura 6.67: JRS/fir1, n = 100. Señal de salida. Señal de entrada: Sinusoidal de

1V̂ y 10000 Hz. (La señal de entrada no se muestra).
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Figura 6.68: Resultados experimentales (*) y curva teórica para JRS/fir1, n =
100, Tτ = 10ms y TAD = 1ms.
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6.1.10. Grupo 10: RAAS/fir1, con n=100

El grupo 10 reúne los ensayos realizados con RAAS/fir1, con n = 100. Se rea-

lizaron ensayos para f = 0, 1Hz, 1, 1Hz, 4Hz, 40Hz, 90, 9Hz, 181, 8Hz y 1,000Hz.

En las Figs. 6.69, 6.70, 6.71, 6.72, 6.73, 6.74 y 6.75 se muestran las formas de onda

de las señales de entrada y de salida para f = 0, 1Hz, 1, 1Hz, 4Hz, 40Hz, 90, 9Hz,

181, 8Hz y 1,000Hz, respectivamente. En la Fig. 6.69, donde la f = 0, 1Hz, se

puede apreciar que la salida copia a la entrada, lo cual se explica debido a la baja

frecuencia de la señal de entrada, para la cual la aleatoriedad del muestreo no

presenta efectos reales; por otra parte, el filtro fir1 posee una frecuencia de corte

fc ≃
2E[fm]

3n
= 1, 11Hz, que supera en más de una década a la frecuencia de entra-

da. Para el caso donde f = 1, 1Hz, Fig. 6.70, la salida presenta una atenuación

de 3dB ya que la frecuencia es fc. El muestreo aleatorio aqúı tampoco presenta

efectos sobre la salida. Para la f = 4Hz la atenuación observada es más pronun-

ciada y se explica por la mayor atenuación del filtro y un aporte poco significativo

del muestreo RAAS, Fig. 6.71. Para las frecuencias f = 40Hz, 90, 9Hz, 181, 8Hz

y 1,000Hz, Figs. 6.72, 6.73, 6.74 y 6.75 no se observan vestigios de la señal de

entrada, que a estas frecuencias puede considerarse como una perturbación de

entrada, pero como contrapartida existe un ruido que se origina exclusivamente

en el método RAAS.

Las mediciones de potencia consistieron en adquirir 2,500 puntos de la señal

de salida, espaciadas con un peŕıodo de 10ms, para los casos f = 0, 1Hz, 4Hz,

40Hz, 90, 9Hz, 181, 8Hz y 1,000Hz, y 2ms para f = 1, 1Hz. Los datos obtenidos

fueron procesados off-line y los resultados se incluyeron en la Tabla 6.10, luego

estos valores se graficaron junto con la curva teórica de PFR en la Fig. 6.76,

donde se puede apreciar la validez de la curva teórica.
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Figura 6.69: RAAS/fir1, n = 100. Señal de entrada (arriba): Sinusoidal de 1V̂
y 0, 1 Hz. Señal de salida (abajo).

f [Hz] 0, 1 1, 1 4 40 90, 9 181, 8 1000 10000
PFR [dB] −0, 19 −2, 99 −22, 73 −22, 21 −19, 39 −19, 42 −17, 17 −18, 11

Tabla 6.10: PFR vs. frecuencia. Condiciones: RAAS/fir1, n=100.

Figura 6.70: RAAS/fir1, n = 100. Señal de entrada (arriba): Sinusoidal de 1V̂
y 1, 1 Hz. Señal de salida (abajo).
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Figura 6.71: RAAS/fir1, n = 100. Señal de entrada (arriba): Sinusoidal de 1V̂
y 4 Hz. Señal de salida (abajo).

Figura 6.72: RAAS/fir1, n = 100. Señal de entrada (arriba): Sinusoidal de 1V̂
y 40 Hz. Señal de salida (abajo).
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Figura 6.73: RAAS/fir1, n = 100. Señal de entrada (arriba): Sinusoidal de 1V̂
y 90, 9 Hz. Señal de salida (abajo).

Figura 6.74: RAAS/fir1, n = 100. Señal de entrada (arriba): Sinusoidal de 1V̂
y 181, 8 Hz. Señal de salida (abajo).
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Figura 6.75: RAAS/fir1, n = 100. Señal de salida. Señal de entrada: Sinusoidal

de 1V̂ y 1000 Hz. (La señal de entrada no se muestra).
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Figura 6.76: Resultados experimentales (*) y curva teórica para RAAS/fir1,
n = 100, Tτ = 10ms y TAD = 1ms.
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6.1.11. Grupo 11: JRS/fir1, con n=1000

El grupo 11 reúne los ensayos realizados con JRS/fir1, con n = 1000. Se

realizaron ensayos para f = 0, 03Hz, 0, 06Hz, 0, 3Hz, 90, 9Hz, 181, 8Hz, 1,000Hz

y 10,000Hz. En las Figs. 6.77, 6.78, 6.79, 6.80, 6.81, 6.82 y 6.83 se muestran las

formas de onda de las señales de entrada y de salida para f = 0, 03Hz, 0, 06Hz,

0, 3Hz, 90, 9Hz, 181, 8Hz, 1,000Hz y 10,000Hz, respectivamente. En la Fig. 6.77,

donde la f = 0, 03Hz, se puede apreciar que la salida está levemente atenuada

respecto de la entrada, lo que se explica debido a la baja frecuencia de la mis-

ma, para la cual la aleatoriedad del muestreo no presenta efectos reales; por otra

parte, el filtro fir1 posee una frecuencia de corte fc = 2E[fm]
3n

= 0, 06Hz, que es

superior a la frecuencia de entrada. Para el caso donde f = 0, 06Hz, Fig. 6.78, la

salida presenta una atenuación cercana a los 3dB, que obedece a exclusivamente

a la atenuación del filtro ya que la frecuencia es practicamente fc. Aqúı el mues-

treo aleatorio tampoco presenta efectos sobre la salida. Para frecuencias un poco

mayores como f = 0, 30Hz, Fig. 6.79, la señal de entrada ha sufrido una gran

atenuación, atribuible al propio filtro. Todav́ıa no se observa el efecto del mues-

treo aleatorio. En cambio para los otros ensayos, f = 90, 9Hz, 181, 8Hz, 1,000Hz

y 10,000Hz, Figs. 6.80, 6.81, 6.82 y 6.83, no se observan vestigios de la señal de

entrada, que a estas frecuencias puede considerarse como una perturbación de

entrada, pero como contrapartida existe un ruido que se origina exclusivamente

en el método JRS. Las frecuencias f = 90, 9Hz y 181, 8Hz fueron elegidas porque

coinciden con la existencia de picos en la curva teórica. Sin embargo los picos

mencionados no pudieron observarse en los ensayos experimentales, lo que se ex-

plica por la dificultad del sistema implementado (DSP ) en obtener exactamente

el valor T = 11, 00ms. Un error de sólo 0, 01ms respecto de los 11ms deseados ya

implica que el ensayo se estaŕıa realizando a una frecuencia que cae fuera del pico
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que se pretende observar experimentalmente.

Las mediciones de potencia consistieron en adquirir 2,500 puntos de la señal

de salida, espaciadas con un peŕıodo de 20ms, para los casos f = 0, 03Hz y

0, 06Hz, y 10ms para el resto. Los datos obtenidos fueron procesados off-line y los

resultados se incluyeron en la Tabla 6.11, luego estos valores se graficaron junto

con la curva teórica de PFR en la Fig. 6.84, donde se puede apreciar la validez

de la curva teórica, excepto para los casos de f = 90, 9Hz y 181, 8Hz, por las

razones mencionadas.

Figura 6.77: JRS/fir1, n = 1000. Señal de entrada (arriba): Sinusoidal de 1V̂ y
0, 03 Hz. Señal de salida (abajo).

f [Hz] 0, 03 0, 06 0, 30 90, 9 181, 8 1,000 10,000
PFR [dB] −1, 05 −2, 98 −43, 36 −27, 51 −26, 56 −28, 63 −27, 42

Tabla 6.11: PFR vs. frecuencia. Condiciones: JRS/fir1, n=1000.
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Figura 6.78: JRS/fir1, n = 1000. Señal de entrada (arriba): Sinusoidal de 1V̂ y
0, 06 Hz. Señal de salida (abajo).

Figura 6.79: JRS/fir1, n = 1000. Señal de entrada (arriba): Sinusoidal de 2V̂ y
0, 3 Hz. Señal de salida (abajo).
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Figura 6.80: JRS/fir1, n = 1000. Señal de entrada (arriba): Sinusoidal de 1V̂ y
90, 9 Hz. Señal de salida (abajo).

Figura 6.81: JRS/fir1, n = 1000. Señal de entrada (arriba): Sinusoidal de 1V̂ y
181, 8 Hz. Señal de salida (abajo).
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Figura 6.82: JRS/fir1, n = 1000. Señal de entrada (arriba): Sinusoidal de 1V̂ y
1000 Hz. (La señal de entrada no se muestra).

Figura 6.83: JRS/fir1, n = 1000. Señal de entrada (arriba): Sinusoidal de 1V̂ y
10000 Hz. (La señal de entrada no se muestra).
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Figura 6.84: Resultados experimentales (*) y curva teórica para JRS/fir1, n =
1000, Tτ = 10ms y TAD = 1ms.
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6.1.12. Grupo 12: RAAS/fir1, con n=1000

El grupo 12 reúne los ensayos realizados con RAAS/fir1, con n = 1000.

Se realizaron ensayos para f = 0, 03Hz, 0, 10Hz, 1Hz, 10Hz, 90, 9Hz, 181, 8Hz,

1,000Hz y 10,000Hz. En las Figs. 6.85, 6.86, 6.87, 6.88, 6.89, 6.90, 6.91 y 6.92,

se muestran las formas de onda de las señales de entrada y de salida para las

frecuencias mencionadas. En la Fig. 6.85, donde la f = 0, 03Hz, se puede apreciar

que la salida copia a la entrada, lo cual se explica debido a la baja frecuencia de

la señal de entrada, para la cual la aleatoriedad del muestreo no presenta efectos

reales; por otra parte, el filtro fir1 posee una frecuencia de corte fc ≃ 2E[fm]
3n

=

0, 11Hz, que es superior a la frecuencia de entrada. Justamente, para f = 0, 1Hz,

que coincide practicamente con la frecuencia de corte, se observa en la Fig. 6.86

una atenuación de alrededor de 3dB. Para las frecuencias f = 1Hz y f = 10Hz la

atenuación observada es más pronunciada y se explica por la mayor atenuación

del filtro, donde además el efecto del muestreo RAAS, es despreciable, Figs. 6.87 y

6.88. Para las frecuencias 90, 9Hz, 181, 8Hz, 1,000Hz y 10,000Hz, Figs. 6.89, 6.90,

6.91 y 6.92, no se observan vestigios de la señal de entrada, que a estas frecuencias

puede considerarse como una perturbación de entrada, pero como contrapartida

existe un ruido que se origina exclusivamente en el método RAAS.

Las mediciones de potencia consistieron en adquirir 2,500 puntos de la señal

de salida, espaciadas con un peŕıodo de 20ms para f = 0, 03Hz, y 10ms para el

resto. Los datos obtenidos fueron procesados off-line y los resultados se incluyeron

en la Tabla 6.12, luego estos valores se graficaron junto con la curva teórica de

PFR en la Fig. 6.93, donde se puede apreciar la validez de la curva teórica.
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Figura 6.85: RAAS/fir1, n = 1000. Señal de entrada (arriba): Sinusoidal de 1V̂
y 0, 03 Hz. Señal de salida (abajo).

f [Hz] 0, 03 0, 10 1 10 90, 9 181, 8 1000 10000
PFR [dB] −0, 34 −2, 63 −33, 08 −33, 75 −26, 70 −26, 56 −28, 22 −27, 87

Tabla 6.12: PFR vs. frecuencia. Condiciones: RAAS/fir1, n=1000.
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Figura 6.86: RAAS/fir1, n = 1000. Señal de entrada (arriba): Sinusoidal de 1V̂
y 0, 10 Hz. Señal de salida (abajo).

Figura 6.87: RAAS/fir1, n = 1000. Señal de entrada (arriba): Sinusoidal de 1V̂
y 1 Hz. Señal de salida (abajo).
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Figura 6.88: RAAS/fir1, n = 1000. Señal de entrada (arriba): Sinusoidal de 1V̂
y 10 Hz. Señal de salida (abajo).

Figura 6.89: RAAS/fir1, n = 1000. Señal de entrada (arriba): Sinusoidal de 1V̂
y 90, 9 Hz. Señal de salida (abajo).
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Figura 6.90: RAAS/fir1, n = 1000. Señal de entrada (arriba): Sinusoidal de 1V̂
y 181, 8 Hz. Señal de salida (abajo).

Figura 6.91: RAAS/fir1, n = 1000. Señal de entrada (arriba): Sinusoidal de 1V̂
y 1000 Hz. (La señal de entrada no se muestra).
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Figura 6.92: RAAS/fir1, n = 1000. Señal de entrada (arriba): Sinusoidal de 1V̂
y 10000 Hz. (La señal de entrada no se muestra).
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Figura 6.93: Resultados experimentales (*) y curva teórica para RAAS/fir1,
n = 1000, Tτ = 10ms y TAD = 1ms.
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Conclusiones

Las conclusiones de esta tesis fueron las siguientes:

1. Se realizó un desarrollo anaĺıtico original de los métodos de muestreo alea-

torio tipo JRS y RAAS con filtros FIR en general.

2. Se obtuvieron resultados de simulaciones que verificaron las ecuaciones

teóricas desarrolladas. Se elaboró un kit de simulación de técnicas de mues-

treo aleatorio en MATLAB.

3. Se realizó un estudio comparativo de ambos métodos de muestreo aleatorio.

4. Las evaluaciones experimentales demostraron que el muestreo aleatorio es

aplicable. Las evaluaciones experimentales demostraron la validez de las

ecuaciones teóricas desarrolladas.

5. Se demostró que las técnicas de muestreo aleatorio son una solución para

eliminar los filtros antialiasing.

215
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7.1. Desarrollo anaĺıtico del JRS y RAAS

Se realizó el desarrollo anaĺıtico de las ecuaciones que gobiernan la PFR de los

métodos JRS/FIR y RAAS/FIR. El desarrollo fue abordado desde un marco

temporal, lo que permitió un comprensión mayor del problema. Las ecuaciones

fueron obtenidas a partir de bases estad́ısticas y algebraicas conocidas, aśı como

de conocimientos ingenieriles básicos, aunque requirieron cierta laboriosidad. En

ambos casos se analizó el problema desde dos planos, por un lado la magnitud de

la atenuación del aliasing y, por otro lado, el error que el método introduce en la

adquisición de las bajas frecuencias. En el primer caso se utilizó la PFR y en el

segundo se aplicó el concepto de la relación señal ruido S/R.

Los resultados obtenidos para la PFR se resumen en las Ecs. (7.1) y (7.2).

PFR(f) = ‖h‖2
2 + 2sinc2 (fTτ )

∣∣H#(z)
∣∣
z=ejωT cos (2πfTn + θ) (7.1)

donde H#(z) =
∑n

k=1 h#
k .z−k y θ = Arg

[
H#(ejωT )

]

PFR = ‖h‖2
2 + 2

∣∣H@(z)
∣∣
z=ejω(TAD+Tτ /2) cos [nω (TAD + Tτ/2) + θ] (7.2)

donde H@(z) =
∑n

k=1 h@
k .z−k y θ = Arg

[
H@(ejω(TAD+Tτ /2))

]
y cada término

h@
n−k = h#

n−k−1. sinck (fTτ ), es decir, h@
k = h#

k−1 sincn−k (fTτ ).

Las Ecs. (7.1) y (7.2) muestran la existencia de dos efectos: el producido

por la teoŕıa del muestreo convencional más el efecto propio de la aleatoriedad

incorporada a la función de muestreo. Más aún, en realidad estas ecuaciones

mostraron un mayor grado de generalidad que las del muestreo uniforme, ya que

para el caso particular en el que Tτ sea 0, coinciden con las del muestreo uniforme.
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En el caso del proceso JRS, los resultados teóricos se generalizaron a una

señal de entrada periódica, cuya forma de onda no esté restringida a una senoidal.

Inclusive se extendió más el desarrollo hacia el caso distintivo en el que la entrada

esté compuesta por cosenos no correlacionados (más propio de ruido impulsivo).

Ambos casos fueron representados por la Ec. (7.3).

PFR(f) = ‖h‖2
2 +

∑∞
h=1 C2

h sinc2(fhTτ )
∣∣H#(z)

∣∣
z=ejωhT cos (hωTn + θ1)

∑∞
h=1

C2
h

2

(7.3)

donde los Ch son las amplitudes de las componentes armónicas h para el caso

de la entrada periódica o de las componentes no correlacioandas para el caso del

ruido impulsivo.

Luego se especializó la formulación desarrollada para tres tipos de filtros: MA,

fir1 y fircls1, para una entrada senoidal. Los procesos JRS/FIR y RAAS/FIR

demostraron ser útiles en cuanto a la atenuación de los efectos de aliasing produ-

cidos por las perturbaciones de alta frecuencia.

Las atenuaciones obtenidas a alta frecuencia son coincidentes con la norm2 del

filtro de reconstrucción utilizado. Sin embargo, en el rango de frecuencia donde

interesa una buena atenuación, se observó el efecto de picos que deterioran la

atenuación buscada. Estos picos reducen el efecto antialiasing cuando el orden

del filtro es elevado o el grado de aleatoriedad es bajo. El efecto negativo de estos

picos es sustancialmente más importante en el JRS que en el RAAS.

En cuanto al filtro más conveniente, el MA es el que produce la mayor ate-

nuación en alta frecuencia, tanto para RAAS como para JRS, debido a su menor

norm2.

Respecto del grado de aleatoriedad y su influencia en ambos métodos. se

demostró que el mismo presenta un mayor efecto sobre el JRS que sobre el RAAS.
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Se verificó que el JRS requiere valores de Tτ mayores que 5TAD. Mientras que en

el RAAS se puede operar con relaciones menores.

En bajas frecuencias tanto el JRS/FIR como el RAAS/FIR demostraron

no producir efectos apreciables en las señales útiles que se desean adquirir. La

demostración del JRS/FIR se realizó a través del desarrollo de relación S/R. La

relación S/R obtenida estableció que los errores producidos por el muestreo alea-

torio son incluso menores que los que introduce el propio filtro de reconstrucción.

Dicha relación fue también verificada por medio de simulaciones. La validación

del RAAS/FIR se realizó también a través de las simulaciones de la relación

S/R, que demostraron que los errores producidos por el muestreo aleatorio son

incluso menores que los introducidos por el filtro de reconstrucción.

7.2. Simulaciones

Se validaron las formulaciones de la PFR de los procesos JRS/FIR y RAAS/FIR

para los tres tipos de filtro, para una entrada senoidal, a través de simulaciones.

Las simulaciones se realizaron en el ambiente MATLAB. Se desarrolló un con-

junto de rutinas que cubre dos modalidades. Por un lado se graficaron las formu-

laciones teóricas desarrolladas, para JRS y para RAAS, para los tres filtros MA,

fir1 y fircls1, aunque la rutina soporte cualquier otro filtro FIR. Por otro lado,

se realizaron simulaciones estad́ısticas en las que se generaban señales senoidales

de amplitud definida, con fase aleatoria, que fueron muestreadas aleatoriamente

según JRS o RAAS.

En el caso de las simulaciones estad́ısticas, la entrada senoidal pura fue mues-

treada aleatoriamente JRS o RAAS y luego pasada por un filtro sea MA, fir1 o

fircls1. La salida constituyó la estimación de la variable que se deseaba obtener.

Se realizaron experimentos, donde cada experimento constó de m ensayos. Luego
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de los m ensayos se calculó la varianza de la estimación del experimento. Esta

varianza constituyó la potencia eléctrica de la salida, por lo que al ser dividida

por la potencia de la entrada senoidal, se obtuvo la relación entre la potencia de

salida y la de entrada. Cada experimento se realizó a una determinada frecuencia

de entrada y se simuló sobre un amplio rango de frecuencias, por lo que se arribó a

la PFR. El espectro de frecuencias contemplado fue de 10−3 a 105 Hz, expresado

en forma logaŕıtmica, con la frecuencia discretizada en pasos de 0, 01 década, lo

que resultó en una secuencia de frecuencias {fk} de 800 componentes. En cada

ensayo se midió la variable de salida µi, obtenida a partir de una entrada senoidal

de amplitud unitaria, frecuencia fk y fase φ. La fase φ fue una variable aleatoria

con p.d.f. uniforme en el dominio [0, 2π].

En cada experimento se calculó el promedio de las µi del ensamble, conside-

rando que el sistema es ergódico, es decir que el promedio del ensamble es igual

al valor medio en el tiempo. Para obtener la estimación en cada ensayo, µi, se

aplicó el muestreo aleatorio RAAS, y se utilizó el filtro de reconstrucción de orden

n, por lo que se necesitó generar variables aleatorias τj, con j = 1, 2, ..., n. Para

cada componente de la secuencia {fk} se implementó un experimento, constituido

por 100 ensayos, donde i = 1, 2, ..., 100 denota el número de cada ensayo.

A efectos de corroborar las formulaciones para un rango más extendido de

frecuencias, se realizaron las simulaciones y se graficaron tanto en escala lineal,

de 1 a 2000Hz, como logaŕıtmica de frecuencia en un rango que va de 10−3 hasta

105 Hz.

7.3. Comparación JRS vs RAAS

Los comportamientos de ambos métodos resultaron similares en altas y bajas

frecuencias. En altas frecuencias mostraron el valor correspondiente a la norma
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del filtro ‖h‖2
2 y en frecuencias bajas evolucionaron igual que con el muestreo uni-

forme. Tanto en medias como en altas frecuencias se apreció el efecto provocado

por el muestreo aleatorio. Este efecto, que en principio parećıa deteriorar la res-

puesta en frecuencia, fue el que realmente permitió atenuar los picos producidos

a frecuencias múltiplos de la de Nyquist en el muestreo uniforme. Se observó que

la frecuencia de corte del filtro equivalente fue mayor en el RAAS que en el JRS

lo que se interpretó como una ventaja ya que el filtro equivalente permitió el paso

de señales de mayor frecuencia en el rango de bajas frecuencias. La frecuencia

de corte, con muestreo uniforme, fue coincidente con la obtenida con muestreo

aleatorio y su valor fue:

fc = KE[fm] (7.4)

donde fc era la frecuencia de corte del filtro, K era una constante y fm era la

frecuencia de muestreo. La E[fm] resultó lo siguiente:

JRS E[fm] =
1

T
=

1

TAD + Tτ

(7.5)

RAAS E[fm] =
1

TAD + Tτ

2

(7.6)

Las Ecs. (7.5) y (7.6) mostraron que la frecuencia de muestreo media es mayor

en el RAAS.

En cambio ambos métodos fueron diferentes en las frecuencias medias, donde

el JRS presentó una mayor atenuación hasta E[fm]/3, lo que se consideró co-

mo una ventaja. Sin embargo, para el rango de frecuencias entre E[fm]/3 y

100E[fm]/3, el RAAS mostró una mayor atenuación.
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Por otra parte, el JRS presentó picos en los múltiplos de la frecuencia equi-

valente de muestreo. La existencia de estos picos significó un deterioro de la

atenuación del efecto aliasing que se pretend́ıa reducir con el muestreo aleatorio.

El muestreo RAAS también mostró picos pero con amplitud menor que en el

JRS.

7.4. Resultados experimentales

Se realizaron ensayos experimentales a fin de validar las expresiones teóricas

desarrolladas. El objetivo de estos ensayos fue obtener la PFR para distintos

valores de frecuencia y comparar los puntos medidos con la PFR teórica. En los

ensayos se adquirieron señales de tipo senoidal, con muestreo aleatorio, JRS o

RAAS, para luego procesarlas mediante filtros de reconstrucción, MA o fir1.

La salida del procesamiento fue luego convertida en una señal analógica a través

de un convertidor DA, la cual fue observada a través de un osciloscopio. La

adquisición, el procesamiento y la conversión DA fueron implementadas en un

DSP de Analog Devices, ADSP271.

Los ensayos se dividieron en doce grupos de manera de cubrir todas las com-

binaciones de tipo de muestreo (JRS o RAAS), tipo de filtro (MA o fir1) y el

orden del mismo (n = 10, 100 o 1000). En todos los casos se utilizaron valores

TAD = 1ms y Tτ = 10ms, y se aplicó una señal de entrada de una amplitud de

1V̂ . Se realizaron ensayos para las distintas frecuencias que remiten a los valores

cŕıticos de las PFRs y que cubren todo el espectro.

Se realizaron centenares de ensayos, de los cuales se transcribieron cerca de

70 en esta tesis. Se realizaron mediciones a partir de la adquisición de la salida

para los ensayos realizados. Las mediciones consistieron en adquirir 2,500 puntos

de la señal de salida. Los datos obtenidos fueron procesados off-line para obtener
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la potencia de salida. La conclusión general de los ensayos es que se verificaron

las curvas teóricas desarrolladas.

7.5. Trabajos futuros

En cuanto a los trabajos futuros que se vislumbran a partir de los resultados

de esta tesis, uno de los más importantes es el análisis orientado al diseño de los

procesos en relación con la aplicación espećıfica. Es decir, la elaboración de un

procedimiento de diseño que involucre en forma sistemática y, tal vez simplifica-

da, las ecuaciones ya desarrolladas, orientada hacia las especificaciones concretas

de una aplicación determinada. Por ejemplo, dado un espectro útil, dado un es-

pectro de ruido, dadas las limitaciones tecnológicas del sistema de adquisición,

qué método de muestreo, qué TAD, qué Tτ , qué filtro y qué cantidad de coeficientes

n utilizar.

Otro aspecto que resulta interesante a fin de complementar los resultados

teóricas de este trabajo es el desarrollo de la relación S/R en el rango de bajas

frecuencias para el método RAAS/FIR.

Otro campo de estudio previsible es el de otros filtros FIR. Las verificaciones

de simulación y experimentales realizadas para los filtros MA, fir1 y fircls1

debeŕıan extenderse a otros filtros FIR. Más aún, seŕıa interesante realizar una

comparación pormenorizada de los distintos filtros FIR, desde la perspectiva de

su aplicación al muestreo aleatorio tipo RAAS o JRS.

También es importante realizar la aplicación generalizada de los resultados

de esta tesis a sistemas de adquisición de baja frecuencia a fin de eliminar filtros

antialiasing, en los múltiples casos donde es problemático el cumplimiento del

Teorema de Shannon.
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En particular, se pretende aplicar estas técnicas en el campo de la experi-

mentación de F́ısica de las Part́ıculas. En el Centro Europeo de Investigación

Nuclear (CERN), los sistemas de adquisición se utilizan en todo el espectro de

aplicaciones, desde el control de las fuentes de alimentación de los imanes de los

aceleradores hasta la instrumentación de los detectores de part́ıculas. Una de es-

tas aplicaciones es el Control de Alineación del Acelerador Lineal de Part́ıculas

que está desarrollando el CERN, denominado CLIC (Compact LInear Collider).

Este sistema requiere la adquisición de alrededor de 40 variables analógicas por

metro lineal del acelerador, estimándose que el CLIC poseerá una longitud total

de 32Km. Se hace evidente la importancia de la adquisicón en esta aplicación.
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Apéndice A

Archivos MATLAB

Los gráficos de las expresiones teøricas y de las simulaciones realizados en

los Caṕıtulos 4, 5 y 6, fueron construidos en base a rutinas de MATLAB. En

las Tablas se relacionan las diferentes figuras con las expresiones teóricas o las

simulaciones, y con las rutinas de MATLAB que se utilizaron para construir ca-

da figura. Para las expresiones teøricas de la PFR de procesos JRS/FIR, para

cualquier filtro FIR, sea este MA, fir1 o fircls1 y con distintos n, para cual-

quier conjunto de valores TS y TAD, se utilizaron los archivos SHELL JRS.m

y PFR.m. Las expresiones teøricas de la relaciøn N/S de procesos JRS/FIR,

para cualquier filtro FIR, sea este MA, fir1 o fircls1 y con distintos n, pa-

ra cualquier conjunto de valores TS y TAD, se obtuvieron en base a los archivos

SHELL JRS.m y NS.m. Las simulaciones de la PFR para cualquier proceso

JRS/FIR, para cualquier filtro FIR, sea este MA, fir1 o fircls1 y con dis-

tintos n, para cualquier conjunto de valores TS y TAD, se realizaron a partir de

los archivos SHELL EXP.m , JRS.m y EXP PFR.m. Las simulaciones de la

relaciøn N/S, JRS/FIR o RAAS/FIR, para cualquier filtro FIR, sea este MA,

fir1 o fircls1 y con distintos n, para cualquier conjunto de valores TS y TAD, se

realizaron a partir de los archivos SHELL EXP.m y PFR.m.
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Figuras 3.3 y 3.4 3.5, 3.6, 3.7, 3.8,
3.9 y 3.10

3.12 y 3.13

Ecuación Ec. (3.27) Simulación Ec. (3.20)
PFR o N/S PFR PFR PFR
Filtro MA MA fir1
Rutinas SHELL TEOR,

PFR JRS y
Graf

SHELL EXP ,
EXP PFR,
Graf y JRS

SHELL TEOR,
PFR JRS y
Graf

Tabla A.1: Rutinas MATLAB utilizadas en las simulaciones y figuras.

Figuras 3.16, 3.17,
3.18,3.19, 3.20
y 3.21

3.14 y 3.15 3.23, 3.24,
3.25,3.26, 3.27
y 3.28

Ecuación simulación Ec. (3.20) simulación
PFR o N/S PFR PFR PFR
Filtro fir1 fircls1 fircls1
Rutinas SHELL EXP ,

EXP PFR y
Graf

SHELL TEOR,
PFR JRS y
Graf

SHELL EXP ,
EXP PFR y
Graf

Tabla A.2: Rutinas MATLAB utilizadas en las simulaciones y figuras.

A continuación se explicitan, en el lenguaje propio de MATLAB, las diferentes

rutinas utilizadas.
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Figuras 3.30 3.34 3.32
Ecuación Ec. (3.27) Ec. (3.27) Ec. (3.27)
PFR o N/S PFR PFR PFR
Filtro MA, uniforme fir1, uniforme fircls1, uniforme
Rutinas SHELL TEOR,

PFR JRS y
Graf

SHELL TEOR,
PFR JRS y
Graf

SHELL TEOR,
PFR JRS y
Graf

Tabla A.3: Rutinas MATLAB utilizadas en las simulaciones y figuras.

Figuras 3.38 3.38 3.39
Ecuación Ec. (3.87) simulación Ec. (3.87)
PFR o N/S N/S N/S N/S
Filtro MA MA MA
Rutinas SHELL TEOR,

NS y Graf
SHELL EXP ,
ExpNSmetodo,
JRS y Graf

SHELL TEOR,
NS y Graf

Tabla A.4: Rutinas MATLAB utilizadas en las simulaciones y figuras.

Figuras 3.39 3.40 3.40
Ecuación simulación Ec. (3.87) simulación
PFR o N/S N/S, filtro N/S N/S
Filtro MA fir1 fir1
Rutinas SHELL EXP ,

ExpNSmetodo,
JRS y Graf

SHELL TEOR,
NS y Graf

SHELL EXP ,
ExpNSfiltro,
JRS y Graf

Tabla A.5: Rutinas MATLAB utilizadas en las simulaciones y figuras.

Figuras 3.41 3.41 3.33 y 3.34
Ecuación Ec. (3.87) simulación Ec. (3.27)
PFR o N/S N/S N/S PFR
Filtro fircls1 fircls1 MA
Rutinas SHELL TEOR,

NS y Graf
SHELL EXP ,
ExpNSfiltro,
JRS y Graf

SHELL TEOR,
PFR JRS y
Graf

Tabla A.6: Rutinas MATLAB utilizadas en las simulaciones y figuras.
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Figuras 4.3 y 4.4 4.5, 4.6, 4.7, 4.8,
4.9 y 4.10

4.11 y 4.12

Ecuación Ec. (4.32) Simulación Ec. (3.20)
PFR o N/S PFR PFR PFR
Filtro MA MA fir1
Rutinas SHELL TEOR,

PFR RAAS y
Graf

SHELL EXP ,
EXP PFR,
Graf y RAAS

SHELL TEOR,
PFR RAAS y
Graf

Tabla A.7: Rutinas MATLAB utilizadas en las simulaciones y figuras.

Figuras 4.13 y 4.14 4.15, 4.16, 4.17,
4.18, 4.19 y 4.20

4.21, 4.22, 4.23,
4.24, 4.25 y 4.26

Ecuación Ec. (4.27) simulación simulación
PFR o N/S PFR PFR PFR
Filtro fircls1 fir1 fircls1
Rutinas SHELL TEOR,

PFR RAAS y
Graf

SHELL EXP ,
EXP PFR y
Graf

SHELL EXP ,
EXP PFR y
Graf

Tabla A.8: Rutinas MATLAB utilizadas en las simulaciones y figuras.

Figuras 4.27 y 4.28 4.31 4.21, 4.22, 4.23,
4.24, 4.25 y 4.26

Ecuación Ec. (4.32) simulación simulación
PFR o N/S PFR N/S PFR
Filtro MA MA fircls1
Rutinas SHELL TEOR,

PFR RAAS y
Graf

SHELL EXP ,
ExpNSmetodo,
ExpNSfiltro y
Graf

SHELL EXP ,
EXP PFR y
Graf

Tabla A.9: Rutinas MATLAB utilizadas en las simulaciones y figuras.
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A.1. SHELL TEOR.m

% SHELL_TEOR

% Formulacion teorica de la PFR o de N/S frente al JRS/FIR o al RAAS/FIR.

% N/S puede ser debido al filtro o debido al metodo.

% Senal entrada senoidal:

% In=cos(wt+fi)

% Valores configurables: ts, TAD, fmin, fmax, Df, Dflog, l, h, n.

% Configuracion Filtro FIR: h puede ser MA o fir1 o fircls1, con n=orden del filtro.

% Configuracion muestreo:\

% ts: valor maximo de la parte aleatoria del periodo de muestreo.\\

%\ TAD: valor fijo del periodo de muestreo (esta limitada tecnologicamente por

% el convertidor AD)

% Ejemplo\\ ts = 0.01

% Ejemplo TAD = 0.01

% Configuracion de la escala de frecuencia, lineal o logaritmica, l=’lin’

% o l=’log’.

% Configuracion de calculo y graficacion. f=[fmin:fmax].

% Paso entre f y f dado por Df si es lin, Dflog si es logaritmico.\

% Ejemplo\\ fmin=0.01

% Ejemplo fmax=10000

% Ejemplo\\ Df=0.1

% El resultado es la PFR o el NS.

% La PFR denota la potencia de la salida frente a una

% perturbacion senoidal, dividida por la potencia de la perturbaci\on. De esta

% manera se tiene informacion de la atenuaci\on que produce el proceso JRS/FIR.

% El N/S denota la relaci\on de potencia de ruido versus
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% potencia de la entrada senoidal.

\ clear;

\ pack;

\ format long e;

%Inicializaci\on de parametros.

\ ts = 0.01 ; TAD = 0.001 ;fmin = .001 ;

\ fmax = 10 ; Df = .01 ; Dflog = .01; n = 10;

% Definicion del filtro.

\ h = (1/n)*ones(1,n)’; %Filtro MA

\%F = [.012 .12 .3 .9]; %Filtro Cremez

\%h = cremez(10,F,’lowpass’)’; %Filtro Cremez

\%h = fir1(n,.01)’; %Filtro pasabajos disenado por metodo Window

\%h = fircls1(n,2/n,0.01,1)’; % Filtro pasabajos metodo Window minimos cuadrados.

\

% Tipo de graficacion, log o lin: l = ’log’ o l = ’lin’.

\ l = ’log’;

% Muestreo, filtrado y calculo de la PFR

\%PFR_JRS;

\%PFR_RAAS;

\ NS;

% Graficacion. El color de las curvas se define con color: ’k’:negro,

% ’r’: rojo, ’b’: azul, ’g’: verde.
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\ color = ’b’;

\ Graf;
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A.2. PFR JRS.m

% PFR_JRS

% Transformaci\on h a h#.

\ h1 = flipud(h);

\ A = fliplr(tril(toeplitz(h1)));

\ A(length(h1),:) = 0;

\ h_numeral = A*h1;

\ J = (norm(h))^2; % (norma h)^2

T = ts + TAD;

if l == ’lin’

% Calculo de PFR

for i = fmin:Df:fmax;

f = i;

k = (f-fmin)/Df +1;

w = 2*pi*f;

T1 = exp(-j*w*T);

G = (sinc(f*ts))^2;

Z = T1.^[1:length(h)]

Pa = Z*h_numeral;

P = abs(Pa); % abs(H#)

delta = angle(Pa); %arg(H#)

Q = cos(w*length(h)*T+delta);

var_mu = J+2*G*P*Q;

var_mu_dB(k) = 10*log10(var_mu);



Apéndice A. Archivos MATLAB 236

end

end

if l == ’log’

% Calculo de PFR

fminlog=log10(fmin);

fmaxlog=log10(fmax);

for i = fminlog:Dflog:fmaxlog;

f = 10^i;

k = (i-fminlog)/Dflog +1;

w = 2*pi*f;

T1 = exp(-j*w*T);

G = (sinc(f*ts))^2;

Z = T1.^[1:length(h)]

Pa = Z*h_numeral;

P = abs(Pa); % abs(H#)

delta = angle(Pa); %arg(H#)

Q = cos(w*length(h)*T+delta);

var_mu = J+2*G*P*Q;

var_mu_dB(k) = 10*log10(var_mu);

end

end
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A.3. Graf.m

% Grafica de Var[mu] en dB vs w

if l == ’log’

\\ j = fminlog:Dflog:fmaxlog;

\\ f = 10.^j;

\\ figure(1)

\\

if color == ’k’

semilogx(f,var_mu_dB,’k’)

end

if color == ’r’

semilogx(f,var_mu_dB,’r’)

end

if color == ’b’

semilogx(f,var_mu_dB,’b’)

end

if color == ’g’

semilogx(f,var_mu_dB,’g’)

end

\\ grid on

\\ hold on
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end

if l == ’lin’

f=fmin:Df:fmax;

figure(1)

if color == ’k’

plot(f,var_mu_dB,’k’)

end

if color == ’r’

plot(f,var_mu_dB,’r’)

end

if color == ’b’

plot(f,var_mu_dB,’b’)

end

if color == ’g’

plot(f,var_mu_dB,’g’)

end

grid on

hold on
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end
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A.4. SHELL EXP.m

% SHELL_EXP

% Experimentos con RAAS o JRS.

% Valores configurables: F, ts, TAD, fmin, fmax, Df, Dflog, l, h, n, m.

% Senal entrada senoidal:

% \ In=cos(wt+fi) fi aleatorio: F=1 s\’{\i}, F=0 no.

% Configuracion Filtro FIR: h puede ser MA o fir1 o fircls1, con n=orden del filtro.

% Configuracion muestreo:\

% ts: valor m\aximo de la parte aleatoria del periodo de muestreo.\\

%\ TAD: valor fijo del periodo de muestreo (esta limitada tecnologicamente por

% el convertidor AD)

% Ejemplo\\ ts = 0.01

% Ejemplo TAD = 0.01

%\ Configuracion de la cantidad de ensayos por experimento

% Ejemplo\\ m=100

% Configuracion de la escala de frecuencia, lineal o logaritmica, l=’lin’

% o l=’log’.

% Configuracion de calculo y graficacion. f=[fmin:fmax].

% Paso entre f y f dado por Df si es lin, Dflog si es logaritmico.\

% Ejemplo\\ fmin=0.01

% Ejemplo fmax=10000

% Ejemplo\\ Df=0.1

% El resultado es la PFR, que denota la potencia de la salida frente a una

% perturbacion senoidal, dividida por la potencia de la perturbacion. De esta

% manera se tiene informacion de la atenuacion que produce el proceso JRS/FIR.
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\ clear;

%Inicializacion de parametros.

ts = 0.01; TAD = 0.001 ; fmin = .001 ; n=10;

fmax = 10 ; Df = 1 ; Dflog = .01 ; m = 100;

% Definicion del filtro.

h = (1/n)*ones(1,n)’; %Filtro MA

%F = [.012 .12 .3 .9]; %Filtro Cremez

%h = cremez(10,F,’lowpass’)’; %Filtro Cremez

%h = fir1(n,.01)’; %Filtro pasabajos disenado por metodo Window

%h = fircls1(n,2/n,0.01,1)’; % Filtro pasabajos metodo Window minimos cuadrados.

% Muestreo RAAS o JRS.

\%RAAS;

\ JRS;

% Tipo de graficacion, log o lin: l = ’log’ o l = ’lin’.

\ l = ’log’;

% Calculo de PFR o N/S.

\%ExpPFR;

\%ExpNSfiltro;

\ ExpNSmetodo;

% Graficacion. El color de las curvas se define con color: ’k’:negro,

% ’r’: rojo, ’b’: azul, ’g’: verde.
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\ color = ’k’\;

\ Graf;
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A.5. EXP PFR.m

% ExpPFR;

% Determina el PFR, valido para cualquier filtro h;

if l == ’lin’;

for f = fmin:Df:fmax;

% Determinaci\on de la salida

fi = rand(m,1)*ones(1,length(h));

fase = a*2*pi*f + 2*pi*fi ;

mn = cos(fase) ;

mu = mn*h ;

% PFR

mu2 = mu.^2;

var_mu = sum(mu2)/m ;

j = (f-fmin)/Df + 1 ;

var_mu_dB(j) = 10*log10(var_mu)+3;

end

end

if l == ’log’;

fminlog=log10(fmin);
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fmaxlog=log10(fmax);

for i = fminlog:Dflog:fmaxlog;

f = 10^i;

% Determinaci\on de la salida

fi = rand(m,1)*ones(1,length(h));

fase = a*2*pi*f + 2*pi*fi ;

mn = cos(fase) ;

mu = mn*h ;

% PFR

mu2 = mu.^2;

var_mu = sum(mu2)/m ;

j = (i-fminlog)/Dflog + 1 ;

var_mu_dB(j) = 10*log10(var_mu)+3;

end

end
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A.6. JRS.m

% JRS

% Generacion del muestreo aleatorio JRS con pdf uniforme

\ T = TAD + ts;

% Definci\on del Muestreo.

\ a = ones(m,1)*[1:length(h)]*T + (rand(m,length(h)))*ts - 0.5*ts*ones(m,length(h));

\ a1 = ones(m,1)*[1:length(h)]*T; %muestreo uniforme
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A.7. NS.m

% NS

\ J = (norm(h))^2; % (norma h)^2

\ T = ts + TAD;

\ a = ts/T;

\ f2 = ts*2*pi;

\ if l == ’lin’

for i = fmin:Df:fmax;

\ f = i;

\ k = (f-fmin)/Df + 1;

\ w = 2*pi*f;

\ T1 = exp(-j*w*T);

\ Z = T1.^[1:length(h)]

\ Pa = Z*h;

\ P = abs(Pa); % abs(H)

\ f1 = (f2*f)^2;

\ var_mu_dB(k) = 10*log10((f1^2)/576+J*f1*(1/12-f1/1440)/(P^2));

end

\ end

\ if l == ’log’

fminlog=log10(fmin);

fmaxlog=log10(fmax);



Apéndice A. Archivos MATLAB 247

for i = fminlog:Dflog:fmaxlog;

f = 10^i;

k = (i-fminlog)/Dflog +1;

w = 2*pi*f;

T1 = exp(-j*w*T);

Z = T1.^[1:length(h)]

Pa = Z*h;

P = abs(Pa); % abs(H)

f1 = (f2*f)^2;

var_mu_dB(k) = -10*log10((f1^2)/576+J*f1*(1/12-f1/1440)/(P^2));

end

\ end
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A.8. ExpNSmetodo.m

% EXPNSmetodo;

% Determina la relacion S/N donde N est\a dado por el error debido al

% m\’{e}todo. Valido para cualquier filtro h;

\ if l == ’lin’;

for f = fmin:Df:fmax;

% Determinaci\on del error

fi = rand(m,1)*ones(1,length(h));

fase = a*2*pi*f + 2*pi*fi ;

fase1 = a1*2*pi*f + 2*pi*fi ;

mn = cos(fase);

mn1 = cos(fase1) ;

mu = mn*h-mn1*h ;

% Determinacion de S/N

mu2 = mu.^2;

var_mu = sum(mu2)/m ;

j = (f-fmin)/Df + 1 ;

var_mu_dB(j) = -10*log10(var_mu)-3; % relacion S/N

end

\ end
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\ if l == ’log’;

fminlog=log10(fmin);

fmaxlog=log10(fmax);

for i = fminlog:Dflog:fmaxlog;

f = 10^i;

% Determinaci\on del error

fi = rand(m,1)*ones(1,length(h));

fase = a*2*pi*f + 2*pi*fi ;

fase1 = a1*2*pi*f + 2*pi*fi ;

mn = cos(fase);

mn1 = cos(fase1) ;

mu = mn*h - mn1*h ;

% Determinacion de S/N

mu2 = mu.^2;

var_mu = sum(mu2)/m ;

j = (i-fminlog)/Dflog + 1 ;

var_mu_dB(j) = -10*log10(var_mu)-3; % relacion S/N

end

\ end
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A.9. ExpNSfiltro.m

% ExpNSfiltro

\ J = (norm(h))^2; % (norma h)^2

\ T = ts + TAD;

\ if l == ’lin’

\ for i = fmin:Df:fmax;

f = i;

k = (f-fmin)/Df + 1;

w = 2*pi*f;

T1 = exp(-j*w*T);

Z = T1.^[1:length(h)]

Pa = Z*h;

P = abs(Pa); % abs(H)

var_mu_dB(k) = 10*log10(1/(1-P^2));

\\ end

\ end

\ if l == ’log’

\\ fminlog=log10(fmin);

\\ fmaxlog=log10(fmax);

\\ for i = fminlog:Dflog:fmaxlog;

f = 10^i;

k = (i-fminlog)/Dflog +1;
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w = 2*pi*f;

T1 = exp(-j*w*T);

Z = T1.^[1:length(h)]

Pa = Z*h;

P = abs(Pa); % abs(H)

var_mu_dB(k) = 10*log10(1/(1-P^2));

\\ end

\ end



Apéndice B

Banco de Ensayos

B.1. Arquitectura

En este apéndice se describe el banco de ensayos, destinado a evaluar expe-

rimentalmente el desenvolvimiento de los métodos de muestreo aleatorio JRS y

RAAS, y verificar la validez de las formulaciones desarrolladas. Para cumplir con

tales objetivos, el banco de ensayos está diseñado para adquirir, a través del méto-

do JRS o RAAS, una señal senoidal de frecuencia ajustable, y luego procesar las

muestras mediante un FIR. Finalmente, las muestras filtradas son convertidas a

una señal analógica por medio de un convertidor DA. La señal es visualizada por

un osciloscopio y, además, es medida a efectos de determinar los parámetros que

interesan, como el valor medio y la potencia de CC y de CA.

En la Fig. B.1 se muestra la arquitectura básica del Banco de Ensayos. La

implementación del mismo se realizó a partir de un Kit de Desarrollo de DSP ,

ADS401 de Analog Devices, basado en el DSP ADSP271. El propio DSP se

ocupa de generar los tiempos de muestreo en el A/D, de realizar el filtrado FIR

y de disparar la conversión DA.

El kit de desarrollo es monitoreado desde una PC. Además se utliza la PC

252
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A/D D/A

KIT de Desarrollo

ADS 401

DSP

ADSP
271

Generador
de funciones Osciloscopio

Fuente
alimentación PC

Figura B.1: Arquitectura básica del Banco de Ensayos.

para descargar los programas del DSP . El código del DSP fue programado en

C + + y luego compilado al lenguaje de máquina. La descarga de las rutinas del

DSP es realizada desde la PC a través del puerto serie RS232.

En cuanto a la obtención de las formas de onda de la salida analógica, se realiza

por medio del osciloscopio. Estas formas de onda se exponen junto con el resto de

los resultados en el Caṕıtulo 6. El osciloscopio es controlado desde una PC, que

también es utilizada para visualizar las imágenes del osciloscopio y adquirirlas en

forma digital a través de una tabla de 2500 muestras por pantalla. Las citadas

muestras se utilizan luego para obtener, por medio de planillas de cálculo, el valor

medio y la potencia de CC y de CA. Estos parámetros constituyen parte de los

resultados que también son mostrados en el Caṕıtulo 6.

B.2. Rutinas del DSP

Existen dos rutinas diferentes para los ensayos, una dedicada al muestreo

JRS y la otra al RAAS. Ambas sólo difieren en la obtención del tiempo de
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Figura B.2: Diagrama de flujo del programa principal.

disparo para la adquisición. A continuación se muestran los diagramas de flujo

correspondientes al JRS y luego se muestran las modificaciones realizadas en esta

rutina para arribar a la del RAAS.

B.2.1. Rutina JRS

La filosof́ıa de estas rutinas consiste en utilizar interrupciones para la ejecución

de las diferentes tareas. Por lo tanto existe un programa principal denominado

MAIN , Fig. B.2, compuesto por la subrutina de inicialización de variables y

parámetros, denominada justamente Inicialización, seguida por un simple lazo

de espera llamado MAINLOOP . Durante este lazo arriban las interrupciones;

las subrutinas de servicio de interrupciones son las que ejecutan lo sustantivo del

programa del DSP .

El programa fue concebido a partir de las interrupciones generadas por el

TIMER y por el convertidor AD. Por lo tanto existen dos rutinas de atención

de interrupciones, TIMER ISR, y ADC ISR, respectivamente. La primera se

encarga de generar pulsos periódicos por un lado, y pulsos aleatorios por otro,

aśı como de disparar la conversión analógica digital con los pulsos aleatorios. La
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t

función
de

muestreo
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TAD

2T

TAD

3T
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4T
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Figura B.3: Diagrama de tiempos de las interrupciones utilizadas en la rutina
JSR.

segunda, disparada por el fin de la conversión analógico digital, se dedica al proce-

samiento de las muestras obtenidas, realizando el filtrado FIR y desencadenando

finalmente la conversión digital analógica.

Rutina TIMER ISR

En la Fig. B.3 se muestra un diagrama de tiempos, donde se observan los

pulsos periódicos y los aleatorios del muestreo JRS.

En la Fig. ??, se muestra el diagrama de flujo de la rutina TIMER ISR,

cuya primer tarea es identificar si el pulso es periódico o aleatorio a través del bit

STATUS ADQ. Luego, si el pulso es periódico, inicia el proceso de Generación de

Números Aleatorios (RNG, Random Number Generator), verificando si el número

aleatorio obtenido es mayor que el tiempo de conversión A/D, TAD. Repite el

proceso RNG hasta cumplir con esta condición. Esto requiere ser cumplimentado

a fin de garantizar que el tiempo entre dos conversiones sea mayor que TAD. Con

el valor aleatorio aceptado se carga el timer y se lo dispara. Luego, se setea el bit

STATUS ADQ. y se sale de la rutina. Si el pulso es aleatorio, la rutina dispara la

conversión analógica digital, resetea el bit STATUS ADQ y se sale de la rutina.
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TIMER_ISR
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Figura B.4: Diagrama de flujo de la subrutina de atención a interrupciones
TIMER ISR.
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Lee ADC_Data
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Almacena


FIR


Salida


ADC_ISR


Figura B.5: Diagrama de flujo de la subrutina de atención a interrupciones
ADC ISR.

Rutina ADC ISR

En la Fig. B.5 se muestra la rutina, la cual lee el dato adquirido, lo convierte

en formato de punto flotante, lo procesa en el FIR, y finalmente lo entrega a la

salida para su conversión digital analógica.

Rutina Inicialización

En la Fig. B.6 se observa la rutina de Inicialización.

B.2.2. Rutina RAAS

En la Fig. ?? se muestra el diagrama de tiempos correspondiente, donde no

se observan los pulsos periódicos ya que éstos no existen en el RAAS. La rutina

RAAS posee las mismas subrutinas que la JRS, pero con algunas simplifica-

ciones en la subrutina TIMER ISR, ya que no es necesario generar los pulsos

periódicos. De esta forma la subrutina TIMER ISR, es accedida a través de
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Inicialiazación


Incial. TIMER


Inicial. PIO


ADQ_STATUS=0


Config. Interrupts


I0/L0/M0: RN


I3/L3/M3: CIRC.

BUFFER


Inicial. CIRC.

BUFFER


Descarga EXP


Carga de SEED

para RN


Inicial. DAC y ADC


Inicial. Modo

Disparo


Disparo TIMER


Figura B.6: Diagrama de flujo de la rutina de Inicialización.
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t

función
de

muestreo

TAD TAD TAD TAD
t0 t1 t2 t3

STATUS
ADQ

0 1 0 1 0 1 0 11

Figura B.7: Diagrama de tiempos en la rutina RAAS.

los pulsos aleatorios y de los pulsos que se observan en la Fig. ?? separados en

TAD, en un caso disparándose el proceso de conversión analógico digital, y en otro

generándose el RNG correspondiente al τ .

En la Fig. B.8 se aprecia la rutina TIMER ISR correspondiente al RAAS,

donde la única diferencia respecto de la del JRS es la carga del timer con TAD

en lugar de T-RNG. De esta forma se permite eliminar el marco periódico del

muestreo.

B.2.3. Listado de las rutinas

Rutina JSR

.MODULE/RAM/SEG=USER_PM1/ABS=0x60 RANDOM; { Description

-----------

Hardware description

--------------------

ADC

---

1 ----> se{\~n}al de entrada

DAC

---

1 ----> salida de la se{\~n}al muestreada 2 ----> salida de la se{\~n}al

muestreada y post-procesada por un FIR

Author: Sergio Alejandro

Gonz{\’a}lez y Rogelio Garcia Revision: 0.06 Date: 27/10/2004 Notes:

Hardware Modifications of the ADMC connector board: ** IF3C-11

(CONVST) wired to IF3A-26 (PIO21).

PIO21 is unavailable at the ADMC-401 but is since the connector

is readily available, I decided to work arround this.

PIO21 should be connected to PIO2.

}
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TIMER_ISR


RNG > T-Ts?


Genera flanco

ADQ


ADQ_STATUS=0


Random Number

Generator (RNG)


Timer

TCOUNT=RNG


Timer

TPERIOD=TAD


ADQ_STATUS=1


ADQ_STATUS

=1 ?


RTS


NO


SI


SI


NO


Figura B.8: Diagrama de flujo de la subrutina TIMER ISR para la rutina
RAAS.
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{ Include files }

#include <random.h>; { Program Definitions }

#include <pwm401.h>; { macros for the PWM block }

#include <dac401.h>; { macros for the DAC block }

#include <adc401.h>; { macros for the A/D }

{ Program constant definitions }

.CONST MaxBuffer = 1024; { max number bytes to buffer}

.CONST adc_maricon = 0x0009; {ADCCTRL

[0000,0000,0000,1001]} .CONST maxsamples = 1024; {max

samples per channel }

.VAR/DM/RAM/SEG=USER_DM1 H_EXP; .VAR/DM/RAM/SEG=USER_DM1

AMP_EXP; .VAR/PM/RAM/CIRC/SEG=USER_PM2 COEFS[MaxBuffer+2];

.VAR/RAM/DM/CIRC/SEG=USER_DM1 RAND_NUM[1]; { }

.VAR/RAM/DM/CIRC/SEG=USER_DM1 BUFFER_START[1]; { }

.VAR/RAM/DM/CIRC/SEG=USER_DM1 BUFFER_LENGTH[1]; { }

.VAR/RAM/DM/CIRC/SEG=USER_DM1 BUFFER_LAST_INDEX[1]; {

BUFFER_LAST_INDEX} .VAR/RAM/DM/CIRC/SEG=USER_DM1

BUFFER[2*MaxBuffer]; { SAMPLES BUFFER }

.VAR/DM/RAM/CIRC/SEG=USER_DM1 STATUS; { STATUS flag structure is

as follows:

BIT # 1|1|1|1|1|1|0|0|0|0|0|0|0|0|0|0|

5|4|3|2|1|0|9|8|7|6|5|4|3|2|1|0|

-------|-|-|-|-|-|-|-|-|-|-|-|-|-|-|-|

| | | | | | | | | | | | | | |1| --> A/D required

| | | | | | | | | | | | | |1| | -->

| | | | | | | | | | | | |1| | | -->

| | | | | | | | | | | |1| | | | -->

| | | | | | | | | | |1| | | | | -->

| | | | | | | | | |1| | | | | | -->

}

{ variable initializations } .INIT COEFS:<coefs.dat>; .INIT

BUFFER:<blank.dat>;

{ Initialization Code } STARTUP:

PWM_Init(PWMSYNC_ISR, PWMTRIP_ISR);

AR=1;

DM(ADCCTRL)=AR; { adquisici{\’o}n simult{\’a}neo e iniciada externam.}

Set_InterruptVector(ADC_INT_ADDR, ADC_ISR);{ Vector servicio del A/D }

Set_InterruptVector(TIMER_INT_ADDR, TIMER_ISR); {Vector servicioTIMER}

CALL setup;

{Enable only IRQ2 (Peripheral) int }
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IFC = 0x80; {Clear any pending IRQ2 interrupt }

ICNTL = 0x03; {Configure interrupt format }

AR = DM(PICMASK);

AR = CLRBIT 9 OF AR; { PICMASK enables PIO3 }

AR = CLRBIT 8 OF AR; { PICMASK enables PIO2 }

AR = CLRBIT 6 OF AR; { PICMASK disables PIO0 }

AR = CLRBIT 5 OF AR; { PICMASK enables ETU }

AR = SETBIT 1 OF AR; { PICMASK enables PWM }

AR = SETBIT 0 OF AR; { PICMASK disables ADC }

DM(PICMASK) = AR;

ay0 = 0x201; { unmask irq2 interrupts. }

ar = IMASK;

ar = ar or ay0;

IMASK = ar; { IRQ2 fully enabled here }

I0 = ^RAND_NUM; { set up adr ptr }

L0 = 0; { set up buffer length}

M0 = 1; { post-modify I0 by 1 }

I3 = ^BUFFER; { set up adr ptr }

L3 = %BUFFER; { set up buffer length}

M3 = 1; { post-modify I0 by 1 }

DM(BUFFER_START) = I3; { }

DM(BUFFER_LENGTH) = L3; { }

ax0 = DM(BUFFER_START); { }

ay0 = DM(BUFFER_LENGTH); { }

ar = ax0 + ay0; { }

DM(BUFFER_LAST_INDEX) = ar;

ax0 = ^COEFS; { }

ay0 = %COEFS-2; { }

ar = ax0 + ay0; { }

I4 = ar;

AR = PM(I4,M4);

DM(H_EXP)=AR; {Get 1st Ey}

AR = PM(I4,M4);

DM(AMP_EXP)=AR; {Get Last exp. for magnificat}

{ Seed initilization SR = 0x00005555 }

SR1 = 0x5555;

SR0 = 0x0000;

ADC_Init;

{ Calibrates the ADC block. This calibration requires }

{ values from the ADC and so the PWMSYNC must be }

{ running when it is called. Here all the offset are }

{ stored. }

{ Thus, ADC_init is placed after IRQ2 is enabled }
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write_dm(ADCCTRL, adc_maricon);

{Setup for simultaneous sampling and external conversion start}

DAC_Init; { inicilaizaci{\’o}n de D/A }

ENA TIMER; { poner a correr el timer }

{}

{------ M A I N C O D E }

{}

MAINLOOP:

jump MAINLOOP;

rts; { Para mi est{\’a} dem{\’a}s.. }

{}

{--- S U B R O U T I N E S }

{}

{%%%%%%%%%% O N E T I M E O N L Y S E T U P %%%%%%%%%%%%%}

{ initializes M and L registers in address generators, and sets

ICNTL to edge-sensitive } setup:

AR=0x1964; { Periodo de 11ms }

DM(TCOUNT)=AR; { Per{\’\i}odo de Tclk=110 mSeg. }

AR=0x1964; { Periodo de 11ms }

DM(TPERIOD)=AR; { Inicializaci{\’o}n Timer Tclk }

AR=0x002C;

DM(TSCALE)=AR; { Preescaler Timer Tclk=0 }

AR=0x0000;

DM(STATUS)=AR; { }

SR0 = B#0000000000000111; {Config.PIOX(in)=0 PIOX(out)=1}

DM(PIODIR) = SR0;

{ ; PIO structure is as follows:

; BIT # 1|1|1|1|1|1|0|0|0|0|0|0|0|0|0|0|

; 5|4|3|2|1|0|9|8|7|6|5|4|3|2|1|0|

; -------|-|-|-|-|-|-|-|-|-|-|-|-|-|-|-|

; | | | | | | | | | | | | | | |O| --> PIO0 = CONVST

; | | | | | | | | | | | | | |O| | --> PIO1 =

; | | | | | | | | | | | | |I| | | --> PIO2 =

; | | | | | | | | | | | |I| | | | --> PIO3 =

}

SR0 = B#1111111111111111; { PIO’s sensibles flanco desce}

DM(PIOLEVEL) = SR0;

SR0 = B#0000000000000000; {No enable interr. PIO11-PIO0}

DM(PIOINTEN) = SR0;
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SR0 = B#0000000000000000; { PIO’s sensibles al flanco }

DM(PIOMODE) = SR0;

AR=B#0000000000000011; {V0.05: NO NESTED interr.}

ICNTL=AR; {Interr. por flanco y anidadas}

RTS;

{} {

I N T E R R U P T S E R V I C E R O U T I N E S }

{}

{**********************************************************} {

PWM Interrupt Service Routine }

{**********************************************************}

PWMSYNC_ISR:

nop;

rti;

{**********************************************************} {

PWM Trip Interrupt Service Routine }

{**********************************************************}

PWMTRIP_ISR:

nop;

rti;

{**********************************************************} {

TIMER Interrupt Service Routine }

{**********************************************************}

TIMER_ISR:

{ DIS TIMER; { poner a correr el timer }

{ Seed initilization SR = 0x00005555 }

{ SR0 = 0x5555; } { SR1 = 0x0000;}

AX0 = DM(STATUS); { }

AF = AX0 AND 1; { }

if NE jump ADQ; { }

NO_ADQ:

DADO: CNTR = 1; { Wait approximately one }

I0 = ^RAND_NUM; { set up adr ptr }

L0 = 0; { set up buffer length}

M0 = 1; { post-modify I0 by 1 }

CALL urand;

ar = SR1; { result in AR}

call CHK_RAN;
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AX0 = DM(STATUS); { }

AF = AX0 AND 2; { }

if NE jump DADO; { }

ar = SR1;

DM(RAND_NUM) = ar;

DM(TCOUNT)=AR; { Per{\’\i}odo de Tclk=110 mSeg. }

{

*************************************************************************}

{ Esta cuenta se usa cuando se requiere un evento sincronizado

} { Inicio de tiro de dado cada 11ms

}

ax0 = 0x1964; { 11ms }

ay0 = ar;

ar = ax0 - ay0;

DM(TPERIOD)=AR; {Inicializaci{\’o}n Timer de Tclk}

{

***************************************************************************}

{

***************************************************************************}

{ Esta cuenta se usa cuando se requiere un evento no sincronizado

} { Esta operaci{\’o}n se efectua para iniciar tiro de dado 1ms

despues de adquis. }

{ AR= 0x024E; {equivalent a

1.0015432099ms } { DM(TPERIOD)=AR; {}

{

***************************************************************************}

AR = DM(STATUS); { }

AR = SETBIT 0 OF AR; { }

DM(STATUS) = AR; { set flag }

{ ENA TIMER; { poner a correr el timer }

rti;

ADQ:

AR=DM(PIODATA);

AR=SETBIT 0 OF AR;

DM(PIODATA)=AR;

nop;

nop;

nop;

nop;

nop;

nop;

nop;

nop;

nop;

nop;

nop;

nop;
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nop;

nop;

nop;

nop;

nop;

nop;

nop;

nop;

nop;

nop;

nop;

nop;

nop;

nop;

nop;

nop;

nop;

nop;

nop;

nop;

nop;

nop;

nop;

nop;

nop;

nop;

nop;

nop;

nop;

nop;

nop;

nop;

nop;

nop;

nop;

nop;

nop;

nop;

nop;

nop;

nop;

nop;

nop;

nop;

nop;

nop;

nop;

nop;

nop;

nop;

nop;

nop;

AR=DM(PIODATA);
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AR=CLRBIT 0 OF AR;

DM(PIODATA) = AR; { }

AR = DM(STATUS);

AR = CLRBIT 0 OF AR;

DM(STATUS) = AR; { set flag }

{ ENA TIMER; { poner a correr el timer }

rti;

{**********************************************************} {

A/D Interrupt Service Routine }

{**********************************************************}

ADC_ISR: {ac{\’a} vengo antes que el primer TIMER ISR}

ADC_Read(ADC0, Offset_0to3); { toma el valor de la muestra, le }

{ saca el offset y lo deja en AR }

DAC_Put(1, AR); {}

{* * * D E B U G * * *}

{guardar lo adquirido}

AX0 = 0; { 0 bias }

call fltone; { Convert 1.15 fix to 2-word float}

DM(I3,M3) = AR; { temp store the sample }

DM(I3,M3) = SR1; { exp, frct }

call procesodedaniel;

DAC_Update;

rti;

{**********************************************************} {

procesodedaniel }

{**********************************************************} {

FIR Filter Subroutine

Calling Parameters

AR --> input data value in delay line

} procesodedaniel:

CNTR = MaxBuffer-1; { Wait approximately one }

I4 = ^COEFS; { set up adr ptr }

L4 = %COEFS-2; { set up buffer length}

M4 = 1; { post-modify I4 by 1 }

AR = I3; { set up adr ptr }

{take 2 memory to hold sample }

I0 = AR;

L0 = %BUFFER; { set up buffer length}
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M0 = 1; { post-modify I0 by 1 }

MX0 = 0; { bias in 0 }

CALL fp_mac;

AY0 = DM(AMP_EXP); {Load extra exp for amplification}

AX0 = AR; {16.0 signed twos complement}

SI = SR1; {1.15 signed twos complement}

CALL fixone;

DAC_Put(2, SR1);

rts;

{

Linear Congruence Uniform Random Number Generator

Calling Parameters

I0 --> Output buffer L0 = 0

M0 = 1

SR1 = MSW of seed value

SR0 = LSW of seed value

CNTR = desired number of random numbers

Return Values

Desired number of random numbers in output buffer

SR1 = MSW of updated seed value

SR0 = LSW of updated seed value

Altered Registers

MY0,MY1,MR,SI,SR

Computation Time

10*N + 4 cycles

}

urand: MY1=25; {Upper half of a}

MY0=26125; {Lower half of a}

DO randloop UNTIL CE;

DM(I0,M0)=SR1, MR=SR0*MY1(UU); {a(hi)*x(lo)}

MR=MR+SR1*MY0(UU); {a(hi)*x(lo) + a(lo)*x(hi)}

SI=MR1;

MR1=MR0;

MR2=SI;

MR0=H#FFFE; {c=32767, left-shifted by 1}

MR=MR+SR0*MY0(UU); {(above) + a(lo)*x(lo) + c}

SR=ASHIFT MR2 BY 15 (HI);

SR=SR OR LSHIFT MR1 BY -1 (HI); {right-shift by 1}

randloop: SR=SR OR LSHIFT MR0 BY -1 (LO);

RTS;

CHK_RAN: {chequeo signo de AR}

ar= ar + 0;

{ Test bit, in order to determine if + or - }

if LT jump _pos; \c{c}
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{ test bit AS = 0 to determine if positive, then jump } {11ms}

ax0 = ar; { read }

AR=ABS AX0;

ax0=AR;

ax1 = 0x1715; { limite ---> 11ms }

ar = ABS ax1; { complemento }

ay0 = ar;

AR = ax0 - ay0;

{POS --> mal}

{ Test bit, in order to determine if + or - }

if GT jump _pos; { test AS=0, if >0, then jump }

_neg: { negative }

ar = DM(STATUS); { toggle PIO1 }

AR=CLRBIT 1 OF AR;

DM(STATUS) = AR; { toggle PIO1 }

RTS;

_pos:

AR = DM(STATUS); { toggle PIO1 }

AR=SETBIT 1 OF AR;

DM(STATUS) = AR; { toggle PIO1 }

RTS;

MULTIPLICO:

ENA M_MODE; { Integer mode for MAC }

MY0 = 0xE61D;

MR = ar*MY0 (SS); { Compute LSW }

se = EXP mr0 (HI);

sr = ASHIFT mr0 (HI); {compute actual speed w(n+2)

by scaling, multiply by 2}

MR1 = SR1;

MR0 = SR0;

AR = ASTAT;

AR = SETBIT 6 OF AR;

ASTAT = AR;

if MV sat mr;

DIS M_MODE; { Disable integer mode for MAC }

RTS;

{

Floating-Point Multiply/Accumulate

n

z =sum ( x(i) * y(i) )

i=1
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Calling Parameters

I0 --> x Buffer

L0 = buffer data length (2*N)

I4 --> y Buffer

L4 = coef table length (N)

M0, M4 = 1

CNTR = Filter length - 1 (N-1)

MX0 = Excess Code

Return Values

AR = Exponent of z

SR1 = Fraction of z

Altered Registers

AF,AR,AX0,AX1,AY0,AY1,MX1,MY1,SE,MR,SR

Computation Time

13*(n-1)+16

}

.ENTRY fp_mac;

fp_mac: AX0=DM(I0,M0); {Get 1st Ex}

AY0=DM(H_EXP); {Get 1st Ey}

AF=AX0+AY0, MX1=DM(I0,M0); {Add exp., get 1st Fx}

AR=PASS AF, MY1=PM(I4,M4); {Get 1st Fy}

AX1=AR, MR=MX1*MY1(RND); {Multiply fractions}

IF MV SAT MR; {Check for overflow}

SE=EXP MR1(HI);

AY1=SE, SR=NORM MR1(HI); {Normalize}

AR=AX1+AY1, AX0=DM(I0,M0); {Add, take 2nd Ex}

AX1=AR;

DO macc UNTIL CE;

AF=AX0+AY0, MX1=DM(I0,M0); {Compute product exp.}

AR=AX1-AF, MY1=PM(I4,M4); {Sum exp. > product exp.?}

IF GT JUMP shiftp; {Yes, shift product}

SE=AR, MR=MX1*MY1(RND); {No, shift sum}

IF MV SAT MR;

AY1=MR1, AR=PASS AF;

AX1=AR, SR=ASHIFT SR1(HI);

JUMP add;

shiftp: AF=PASS AR;

AR=-AF;

SE=AR, MR=MX1*MY1(RND);

IF MV SAT MR;

AY1=SR1, SR=ASHIFT MR1(HI);

add: AR=SR1+AY1, AX0=DM(I0,M0); {Accumulate}

SE=EXP AR(HIX);

AY1=SE, SR=NORM AR(HI); {Normalize}

AR= AX1+AY1; {}

macc: AX1=AR;

SR0=MX0; {Get bias}



Apéndice B. Banco de Ensayos 271

AF=PASS SR0;

AR=AX1-AF; {Subtract bias}

RTS;

{

Convert 1.15 fixed-point to two-word floating-point

Calling Parameters

AR = fixed point number [1.15 signed 2s complement]

AX0 = exponent bias (0=unbiased) [16.0 signed 2s complement]

Return Values

AR = biased exponent [16.0 signed 2s complement]

SR1 = mantissa [1.15 signed 2s complement]

Altered Registers

SE,SR,AY0,AR

Computation Time

5 cycles

}

.ENTRY fltone;

fltone: SE=EXP AR (HI); {Determine exponent}

SR=NORM AR (HI); {Remove redundant sign bits}

AY0=SE;

AR=AX0+AY0; {Add bias}

RTS;

{

Convert two-word floating-point to 1.15 fixed-point

Calling Parameters

AX0 = exponent [16.0 signed twos complement]

AY0 = exponent bias [16.0 signed twos complement]

SI = mantissa [1.15 signed twos complement]

Return Values

SR1 = fixed-point number [1.15 signed twos complement]

Altered Registers

AR,SE,SR

Computation Time

4 cycles

} .ENTRY fixone;

fixone: AR=AX0-AY0; {Compute unbiased

exponent}

SE=AR;

SR=ASHIFT SI (HI); {Shift fractional part}

RTS;

.ENDMOD;
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Rutina RAAS

.MODULE/RAM/SEG=USER_PM1/ABS=0x60 RANDOM; { Description

-----------

Hardware description

--------------------

ADC

---

1 ----> se{\~n}al de entrada

DAC

---

1 ----> salida de la se{\~n}al muestreada 2 ----> salida de la se{\~n}al

muestreada y post-procesada por un FIR

Author: Sergio Alejandro Gonz{\’a}lez y Rogelio Garcia Revision:

0.06 Date: 27/10/2004 Notes: Hardware Modifications of the

ADMC connector board: ** IF3C-11 (CONVST) wired to IF3A-26

(PIO21).

PIO21 is unavailable at the ADMC-401 but is since the connector

is readily available, I decided to work arround this.

}

{ Include files }

#include <random.h>; { Program Definitions }

#include <pwm401.h>; { macros for the PWM block }

#include <dac401.h>; { macros for the DAC block }

#include <adc401.h>; { macros for the A/D }

{ Program constant definitions }

.CONST MaxBuffer = 1024; { max number of bytes to

buffer } .CONST adc_maricon = 0x0009; {ADCCTRL

[0000,0000,0000,1001] } .CONST maxsamples = 1024; { max

number of samples per channel }

.VAR/DM/RAM/SEG=USER_DM1 H_EXP; .VAR/DM/RAM/SEG=USER_DM1

AMP_EXP; .VAR/PM/RAM/CIRC/SEG=USER_PM2 COEFS[MaxBuffer+2];

.VAR/RAM/DM/CIRC/SEG=USER_DM1 RAND_NUM[1]; { }

.VAR/RAM/DM/CIRC/SEG=USER_DM1 BUFFER_START[1]; { }

.VAR/RAM/DM/CIRC/SEG=USER_DM1 BUFFER_LENGTH[1]; { }

.VAR/RAM/DM/CIRC/SEG=USER_DM1 BUFFER_LAST_INDEX[1]; {

BUFFER_LAST_INDEX} .VAR/RAM/DM/CIRC/SEG=USER_DM1

BUFFER[2*MaxBuffer]; { SAMPLES BUFFER }

.VAR/DM/RAM/CIRC/SEG=USER_DM1 STATUS; { STATUS flag

structure is as follows:

BIT # 1|1|1|1|1|1|0|0|0|0|0|0|0|0|0|0|

5|4|3|2|1|0|9|8|7|6|5|4|3|2|1|0|
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-------|-|-|-|-|-|-|-|-|-|-|-|-|-|-|-|

| | | | | | | | | | | | | | |1| --> A/D is required

| | | | | | | | | | | | | |1| | -->

| | | | | | | | | | | | |1| | | -->

| | | | | | | | | | | |1| | | | -->

| | | | | | | | | | |1| | | | | -->

| | | | | | | | | |1| | | | | | -->

}

{ variable initializations } {.INITnPI_Delay32: 0x0000, 0x0000,

0x0000;} .INIT COEFS:<coefs.dat>; .INIT BUFFER:<blank.dat>;

{ Initialization Code } STARTUP:

PWM_Init(PWMSYNC_ISR, PWMTRIP_ISR);

AR=1;

DM(ADCCTRL)=AR; { adquisici{\’o}n en simult{\’a}neo e iniciada externamente}

Set_InterruptVector(ADC_INT_ADDR, ADC_ISR); { Vector del servivio del A/D }

Set_InterruptVector(TIMER_INT_ADDR, TIMER_ISR); { Vector servicio TIMER }

CALL setup;

{Enable only IRQ2 (Peripheral) int }

IFC = 0x80; {Clear any pending IRQ2 interrupt }

ICNTL = 0x03; {Configure interrupt format }

AR = DM(PICMASK);

AR = CLRBIT 9 OF AR; { PICMASK enables PIO3 }

AR = CLRBIT 8 OF AR; { PICMASK enables PIO2 }

AR = CLRBIT 6 OF AR; { PICMASK disables PIO0 }

AR = CLRBIT 5 OF AR; { PICMASK enables ETU }

AR = SETBIT 1 OF AR; { PICMASK enables PWM }

AR = SETBIT 0 OF AR; { PICMASK disables ADC }

DM(PICMASK) = AR;

ay0 = 0x201; { unmask irq2 interrupts. }

ar = IMASK;

ar = ar or ay0;

IMASK = ar; { IRQ2 ints fully enabled here }

I0 = ^RAND_NUM; { set up adr ptr }

L0 = 0; { set up buffer length}

M0 = 1; { post-modify I0 by 1 }

I3 = ^BUFFER; { set up adr ptr }

L3 = %BUFFER; { set up buffer length}

M3 = 1; { post-modify I0 by 1 }

DM(BUFFER_START) = I3; { }

DM(BUFFER_LENGTH) = L3; { }

ax0 = DM(BUFFER_START); { }

ay0 = DM(BUFFER_LENGTH); { }
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ar = ax0 + ay0; { }

DM(BUFFER_LAST_INDEX) = ar;

{ I4 = ^COEFS + %COEFS; {}

ax0 = ^COEFS; { }

ay0 = %COEFS-2; { }

ar = ax0 + ay0; { }

I4 = ar;

AR = PM(I4,M4);

DM(H_EXP)=AR; {Get 1st Ey}

AR = PM(I4,M4);

DM(AMP_EXP)=AR; {Get Last exponent for magnification}

{ Seed initilization SR = 0x00005555 }

SR1 = 0x5555;

SR0 = 0x0000;

ADC_Init; { Calibrates the ADC block. This calibration requires }

{ values from the ADC and so the PWMSYNC must be }

{ running when it is called. Here all the offset are }

{ stored. }

{ Thus, ADC_init is placed after IRQ2 is enabled }

write_dm(ADCCTRL, adc_maricon); {Setup for simultaneous sampling

and external conversion start}

DAC_Init; { inicilaizaci{\’o}n de D/A }

ENA TIMER; { poner a correr el timer }

{}

{------ M A I N C O D E }

{}

MAINLOOP:

jump MAINLOOP;

rts; { Para mi est{\’a} dem{\’a}s.. }

{}

{--- S U B R O U T I N E S }

{}

{%%%%%%%%%% O N E T I M E O N L Y S E T U P %%%%%%%%%%%%%}

{ initializes M and L registers in address generators, and sets

ICNTL to edge-sensitive } setup: { AR=0xFD20; {

Periodo de 110ms }

AR=0x1964; { Periodo de 11ms }

DM(TCOUNT)=AR; { Per{\’\i}odo de Tclk=110 mSeg. }

{ AR=0xFD20; { Periodo de 110ms }
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AR=0x1964; { Periodo de 11ms }

DM(TPERIOD)=AR; { Inicializaci{\’o}n del Timer de Tclk }

AR=0x002C;

DM(TSCALE)=AR; { Preescaler de Timer de Tclk=0 }

AR=0x0000;

DM(STATUS)=AR; { }

SR0 = B#0000000000000111; { Configuracion PIOX(input)=0 PIOX(output)=1 }

DM(PIODIR) = SR0;

{ ; PIO structure is as follows:

; BIT # 1|1|1|1|1|1|0|0|0|0|0|0|0|0|0|0|

; 5|4|3|2|1|0|9|8|7|6|5|4|3|2|1|0|

; -------|-|-|-|-|-|-|-|-|-|-|-|-|-|-|-|

; | | | | | | | | | | | | | | |O| --> PIO0 = CONVST

; | | | | | | | | | | | | | |O| | --> PIO1 =

; | | | | | | | | | | | | |I| | | --> PIO2 =

; | | | | | | | | | | | |I| | | | --> PIO3 =

}

SR0 = B#1111111111111111; { PIO’s sensibles al flanco descendente }

DM(PIOLEVEL) = SR0;

SR0 = B#0000000000000000; { No habilito interrupciones de PIO11 a PIO0 }

DM(PIOINTEN) = SR0;

SR0 = B#0000000000000000; { PIO’s sensibles al flanco }

DM(PIOMODE) = SR0;

{ ICNTL = B#0000000000010111; { Interrupciones por flanco y

anidadas } { AR=B#0000000000010011;} { a si hasta la

version 0.04 }

AR=B#0000000000000011; { la version 0.05 incluye NO NESTED interrupts}

ICNTL=AR; { Interrupciones por flanco y anidadas }

RTS;

{} {

I N T E R R U P T S E R V I C E R O U T I N E S }

{}

{**********************************************************} {

PWM Interrupt Service Routine }

{**********************************************************}

PWMSYNC_ISR:

nop;

rti;

{**********************************************************} {

PWM Trip Interrupt Service Routine }

{**********************************************************}

PWMTRIP_ISR:



Apéndice B. Banco de Ensayos 276

nop;

rti;

{**********************************************************} {

TIMER Interrupt Service Routine }

{**********************************************************}

TIMER_ISR:

{ DIS TIMER; { poner a correr el timer }

{ Seed initilization SR = 0x00005555 }

{ SR0 = 0x5555; } { SR1 = 0x0000;}

AX0 = DM(STATUS); { }

AF = AX0 AND 1; { }

if NE jump ADQ; { }

NO_ADQ:

DADO: CNTR = 1; { Wait approximately one }

I0 = ^RAND_NUM; { set up adr ptr }

L0 = 0; { set up buffer length}

M0 = 1; { post-modify I0 by 1 }

CALL urand;

ar = SR1; { result in AR}

{ call MULTIPLICO;}

call CHK_RAN;

AX0 = DM(STATUS); { }

AF = AX0 AND 2; { }

if NE jump DADO; { }

ar = SR1;

DM(RAND_NUM) = ar;

DM(TCOUNT)=AR; { Per{\’\i}odo de Tclk=110 mSeg. }

{

*******************************************************************************}

{ Esta cuenta se usa cuando se requiere un evento sincronizado

} { Inicio de tiro de dado cada 11ms

}

{ ax0 = 0xFD20; { 110ms } { ax0 = 0x1964;

{ 11ms } { ay0 = ar; { ar = ax0 - ay0; { DM(TPERIOD)=AR;

{ Inicializaci{\’o}n del Timer de Tclk } {

*******************************************************************************}

{

*******************************************************************************}

{ Esta cuenta se usa cuando se requiere un evento no sincronizado
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} { Esta operaci{\’o}n se efectua para iniciar tiro de dado 1ms

despues de adquisici{\’o}n }

AR= 0x024E; { equivalente a 1.0015432099ms }

DM(TPERIOD)=AR; {}

{

*******************************************************************************}

AR = DM(STATUS); { }

AR = SETBIT 0 OF AR; { }

DM(STATUS) = AR; { set flag }

{ ENA TIMER; { poner a correr el timer }

rti;

ADQ:

AR=DM(PIODATA);

AR=SETBIT 0 OF AR;

DM(PIODATA)=AR;

nop;

nop;

nop;

nop;

nop;

nop;

nop;

nop;

nop;

nop;

nop;

nop;

nop;

nop;

nop;

nop;

nop;

nop;

nop;

nop;

nop;

nop;

nop;

nop;

nop;

nop;

nop;

nop;

nop;

nop;

nop;

nop;

nop;
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nop;

nop;

nop;

nop;

nop;

nop;

nop;

nop;

nop;

nop;

nop;

nop;

nop;

nop;

nop;

nop;

nop;

nop;

nop;

nop;

nop;

nop;

nop;

nop;

nop;

nop;

nop;

nop;

nop;

nop;

nop;

AR=DM(PIODATA);

AR=CLRBIT 0 OF AR;

DM(PIODATA) = AR; { }

AR = DM(STATUS);

AR = CLRBIT 0 OF AR;

DM(STATUS) = AR; { set flag }

{ ENA TIMER; { poner a correr el timer }

rti;

{**********************************************************} {

A/D Interrupt Service Routine }

{**********************************************************}

ADC_ISR: {ac{\’a} vengo antes que el primer TIMER ISR}

ADC_Read(ADC0, Offset_0to3); {toma muestra le saca offset y lo}

{ deja en AR }

DAC_Put(1, AR); {}

{* * * D E B U G * * *} { ar=0; {* * * D E B U G * * *}
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{guardar lo adquirido}

{ DM(I3,M3)=AR; { save the data }

{guardar lo adquirido}

AX0 = 0; { 0 bias }

call fltone; { Convert 1.15 fix to 2-word float}

DM(I3,M3) = AR; { temp store the sample }

DM(I3,M3) = SR1; { exp, frct }

call procesodedaniel;

DAC_Update;

rti;

{**********************************************************} {

procesodedaniel }

{**********************************************************} {

FIR Filter Subroutine

Calling Parameters

AR --> input data value in delay line

} procesodedaniel:

CNTR = MaxBuffer-1; { Wait approximately one }

I4 = ^COEFS; { set up adr ptr }

L4 = %COEFS-2; { set up buffer length}

M4 = 1; { post-modify I4 by 1 }

AR = I3; { set up adr ptr }

{ it take 2 memory positions to hold a sample, }

I0 = AR;

L0 = %BUFFER; { set up buffer length}

M0 = 1; { post-modify I0 by 1 }

MX0 = 0; { bias in 0 }

CALL fp_mac;

AY0 = DM(AMP_EXP); {Load extra exponent for amplification}

AX0 = AR; {16.0 signed twos complement}

SI = SR1; {1.15 signed twos complement}

CALL fixone;

DAC_Put(2, SR1);

rts;

{

Linear Congruence Uniform Random Number Generator

Calling Parameters

I0 --> Output buffer L0 = 0

M0 = 1

SR1 = MSW of seed value

SR0 = LSW of seed value

CNTR = desired number of random numbers

Return Values
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Desired number of random numbers in output buffer

SR1 = MSW of updated seed value

SR0 = LSW of updated seed value

Altered Registers

MY0,MY1,MR,SI,SR

Computation Time

10*N + 4 cycles

}

urand: MY1=25; {Upper half of a}

MY0=26125; {Lower half of a}

DO randloop UNTIL CE;

DM(I0,M0)=SR1, MR=SR0*MY1(UU); {a(hi)*x(lo)}

MR=MR+SR1*MY0(UU); {a(hi)*x(lo) + a(lo)*x(hi)}

SI=MR1;

MR1=MR0;

MR2=SI;

MR0=H#FFFE; {c=32767, left-shifted by 1}

MR=MR+SR0*MY0(UU); {(above) + a(lo)*x(lo) + c}

SR=ASHIFT MR2 BY 15 (HI);

SR=SR OR LSHIFT MR1 BY -1 (HI); {right-shift by 1}

randloop: SR=SR OR LSHIFT MR0 BY -1 (LO);

RTS;

CHK_RAN: {chequeo signo de AR}

ar= ar + 0;

{ Test bit, in order to determine if + or - }

{ if GT jump _neg; {AS=0 ? then jump } {110ms}

if LT jump _pos; {AS=0 ? then jump } {11ms}

ax0 = ar; { read }

AR=ABS AX0;

ax0=AR;

{ ax1 = 0x004D; { limite } { ax1 =

0xE61D; { limite ---> 110ms }

ax1 = 0x1715; { limite ---> 11ms }

ar = ABS ax1; { complemento }

ay0 = ar;

AR = ax0 - ay0;

{POS --> mal}

{ Test bit, in order to determine if + or - }

{ if LT jump _pos; {AS=0 ? then jump }

if GT jump _pos; {AS=0 ? then jump }

_neg: { negative }

ar = DM(STATUS); { toggle PIO1 }

AR=CLRBIT 1 OF AR;

DM(STATUS) = AR; { toggle PIO1 }
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RTS;

_pos:

AR = DM(STATUS); { toggle PIO1 }

AR=SETBIT 1 OF AR;

DM(STATUS) = AR; { toggle PIO1 }

RTS;

MULTIPLICO:

ENA M_MODE; { Integer mode for MAC }

MY0 = 0xE61D;

MR = ar*MY0 (SS); { Compute LSW }

se = EXP mr0 (HI);

sr = ASHIFT mr0 (HI); {scaling actual speed w(n+2), multiply by 2}

MR1 = SR1;

MR0 = SR0;

AR = ASTAT;

AR = SETBIT 6 OF AR;

ASTAT = AR;

if MV sat mr;

DIS M_MODE; { Disable the integer mode for MAC }

RTS;

{

Floating-Point Multiply/Accumulate

n

z =sum ( x(i) * y(i) )

i=1

Calling Parameters

I0 --> x Buffer

L0 = buffer data length (2*N)

I4 --> y Buffer

L4 = coef table length (N)

M0, M4 = 1

CNTR = Filter length - 1 (N-1)

MX0 = Excess Code

Return Values

AR = Exponent of z

SR1 = Fraction of z

Altered Registers

AF,AR,AX0,AX1,AY0,AY1,MX1,MY1,SE,MR,SR

Computation Time

13*(n-1)+16

}

.ENTRY fp_mac;
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fp_mac: AX0=DM(I0,M0); {Get 1st Ex}

AY0=DM(H_EXP); {Get 1st Ey}

AF=AX0+AY0, MX1=DM(I0,M0); {Add exp., get 1st Fx}

AR=PASS AF, MY1=PM(I4,M4); {Get 1st Fy}

AX1=AR, MR=MX1*MY1(RND); {Multiply fractions}

IF MV SAT MR; {Check for overflow}

SE=EXP MR1(HI);

AY1=SE, SR=NORM MR1(HI); {Normalize}

AR=AX1+AY1, AX0=DM(I0,M0); {Add, take 2nd Ex}

AX1=AR;

{ AY0=DM(H_EXP); {take 2 Ey}

DO macc UNTIL CE;

AF=AX0+AY0, MX1=DM(I0,M0); {Compute product exp.}

AR=AX1-AF, MY1=PM(I4,M4); {Sum exp. > product exp.?}

IF GT JUMP shiftp; {Yes, shift product}

SE=AR, MR=MX1*MY1(RND); {No, shift sum}

IF MV SAT MR;

AY1=MR1, AR=PASS AF;

AX1=AR, SR=ASHIFT SR1(HI);

JUMP add;

shiftp: AF=PASS AR;

AR=-AF;

SE=AR, MR=MX1*MY1(RND);

IF MV SAT MR;

AY1=SR1, SR=ASHIFT MR1(HI);

add: AR=SR1+AY1, AX0=DM(I0,M0); {Accumulate}

SE=EXP AR(HIX);

AY1=SE, SR=NORM AR(HI); {Normalize}

{ AR= AX1+AY1, AY0=DM(I1,M0); {}

AR= AX1+AY1; {}

macc: AX1=AR;

SR0=MX0; {Get bias}

AF=PASS SR0;

AR=AX1-AF; {Subtract bias}

RTS;

{

Convert 1.15 fixed-point to two-word floating-point

Calling Parameters

AR = fixed point number [1.15 signed twos complement]

AX0 = exponent bias (0=unbiased) [16.0 signed twos complement]

Return Values

AR = biased exponent [16.0 signed twos complement]

SR1 = mantissa [1.15 signed twos complement]

Altered Registers

SE,SR,AY0,AR

Computation Time

5 cycles

}
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.ENTRY fltone;

fltone: SE=EXP AR (HI); {Determine exponent}

SR=NORM AR (HI); {Remove redundant sign bits}

AY0=SE;

AR=AX0+AY0; {Add bias}

RTS;

{

Convert two-word floating-point to 1.15 fixed-point

Calling Parameters

AX0 = exponent [16.0 signed twos complement]

AY0 = exponent bias [16.0 signed twos complement]

SI = mantissa [1.15 signed twos complement]

Return Values

SR1 = fixed-point number [1.15 signed twos complement]

Altered Registers

AR,SE,SR

Computation Time

4 cycles

}

.ENTRY fixone;

fixone: AR=AX0-AY0; {Compute unbiased

exponent}

SE=AR;

SR=ASHIFT SI (HI); {Shift fractional part}

RTS;

.ENDMOD;
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D.O. Carrica, S.A. González, R. Garćıa Retegui. Trabajos Completos (CD,

284
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Apéndice C. Publicaciones realizadas por el autor 293
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Apéndice C. Publicaciones realizadas por el autor 295
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Apéndice C. Publicaciones realizadas por el autor 309
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Apéndice C. Publicaciones realizadas por el autor 316
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