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Resumen

Facultad de Ingenieria
Departamento de Fisica

Doctor en Ingenieria, orientacién Simulacién y Modelado Computacional

Disefio de Algoritmos basados en la Teoria de Juegos Cudntica para el Modelado
de Redes de Comunicacién y Aprendizaje por Refuerzo Multi-Agente

por Agustin SILVA

Con el objetivo de abordar problemas fundamentales en el transporte de datos en
redes de comunicacién y el disefio de algoritmos de aprendizaje por refuerzo multi-
agente se han utilizado métodos de computacion cuédntica en conjunto con la teoria
de juegos. A través de un enfoque novedoso, esta investigacion demuestra cémo
la aplicacion de la teoria de juegos cudntica, haciendo uso del entrelazamiento y la
superposicion, supera las limitaciones de los enfoques clasicos. Provee soluciones
avanzadas para mitigar los problemas de congestion en redes y encuentra estrate-
gias Optimas en sistemas multi-agente. La investigacion se basa en la combinacién
de la computacién cudntica con la teoria de juegos, con el objetivo de permitir el
desarrollo de protocolos més eficientes en el ruteo de redes de comunicacién y al-
goritmos para la coordinacién entre agentes autonomos. Al implementar estrategias
cudnticas en el modelo de congestién propuesto, se logra una reduccién en la laten-
cia de las redes, evidenciando una mejora en el rendimiento en comparacién con las
estrategias cldsicas. Ademas, la integracion de algoritmos de aprendizaje por refuer-
zo adaptativos permite a los sistemas auténomos en ambientes cudnticos optimizar
la toma de decisiones estratégicas en tiempo real, abriendo el camino hacia apli-
caciones préacticas en otros campos como: la logistica, la gestion de trafico urbano
y la simulacién de sistemas econémicos. Estos algoritmos demuestran ser particu-
larmente efectivos en la exploraciéon de estrategias cuanticas, puras o mixtas, y en
la adaptacion a entornos con informacién imperfecta incluso al evaluarlos tanto en
ambientes ideales como ruidosos, revelando la potencialidad de la interaccion en-
tre agentes auténomos en contextos cudnticos reales. La metodologia empleada, que
combina modelado matemético y simulaciones computacionales, proporciona una
validacién sélida de las propuestas tedricas, permitiendo comprobar la efectividad
de los algoritmos desarrollados.

Palabras claves: Computacion Cudntica, Teoria de Juegos, Redes de Comunica-
ciéon, Aprendizaje por Refuerzo.


HTTPS://WWW.MDP.EDU.AR/
https://www.fi.mdp.edu.ar/
http://www3.fi.mdp.edu.ar/fisica/




IX

NATIONAL UNIVERSITY OF MAR DEL PLATA

Abstract

Faculty of Engineering
Departamento de Fisica

Doctor in Engineering, Computational Simulation and Modeling orientation

Design of Algorithms based on Quantum Game Theory for Modeling
Communication Networks and Multi-Agent Reinforcement Learning

by Agustin SILVA

Aiming to address fundamental problems in data transport in communication net-
works and the design of multi-agent reinforcement learning algorithms, quantum
computing methods have been used in conjunction with game theory. Through a
novel approach, this research demonstrates how the application of quantum game
theory, making use of entanglement and superposition, surpasses the limitations of
classical approaches. It provides advanced solutions for mitigating congestion pro-
blems in networks and finds optimal strategies in multi-agent systems. The research
is based on the combination of quantum computing with game theory, aiming to
enable the development of more efficient protocols in the routing of communica-
tion networks and algorithms for the coordination among autonomous agents. By
implementing quantum strategies in the proposed congestion model, a reduction in
network latency is achieved, showing an improvement in performance compared
to classical strategies. Moreover, the integration of adaptive reinforcement learning
algorithms allows autonomous systems in quantum environments to optimize stra-
tegic decision-making in real time, paving the way for practical applications in other
fields such as logistics, urban traffic management, and the simulation of economic
systems. These algorithms prove to be particularly effective in exploring quantum
strategies, pure or mixed, and in adapting to environments with imperfect informa-
tion, even when evaluated in both ideal and noisy environments, revealing the po-
tential of the interaction between autonomous agents in real quantum contexts. The
methodology employed, which combines mathematical modeling and computatio-
nal simulations, provides a solid validation of the theoretical proposals, allowing the
effectiveness of the developed algorithms to be verified.

Keywords: Quantum Computing, Game Theory, Communication Networks, Re-
inforcement Learning.
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Capitulo 1

Introduccion

En la vanguardia de la transformacién tecnolégica, la computacién cuantica y la
teoria de juegos emergen como un faro de innovacién, prometiendo transformar el
disefio de algoritmos para redes de comunicacién congestionadas y el aprendizaje
por refuerzo multi-agente. Esta convergencia, que da como resultado un nuevo area
denominado teoria de juegos cudntica, no solo abre nuevas avenidas en la investiga-
cidn, sino que también redefine los limites del desarrollo tecnolégico. Al adentrarnos
en esta exploracion, nos enfrentamos al desafio de descifrar complejidades nunca an-
tes vistas, con el potencial de desbloquear soluciones a problemas que, hasta ahora,
parecian insuperables. La promesa de esta sinergia radica tanto en su capacidad para
optimizar el ruteo en redes de comunicacién sobrecargadas como también en recon-
figurar el paisaje del aprendizaje automatico, marcando el inicio de una era donde
fisica cudntica, la teoria de la toma de decisiones, el internet cudntico y los siste-
mas autoadaptativos se entrelazan para crear algoritmos que permitan importantes
avances.

En un mundo donde la digitalizacién y las redes de comunicacién son esenciales,
enfrentamos una creciente demanda de soluciones innovadoras para optimizar la
congestién de redes de comunicacién. La investigacion en teoria de juegos cudntica
y aprendizaje por refuerzo multi-agente aborda estos desafios al explorar estrategias
que las metodologias cldsicas no pueden alcanzar. Este enfoque promete mejorar la
eficiencia y la capacidad de las redes de comunicaciones y abrir nuevas posibilida-
des para sistemas auténomos mads inteligentes. En este contexto, nuestra investiga-
cién se vuelve critica, ofreciendo la promesa de superar algunas de las limitaciones
contemporéaneas.

La teoria de juegos cudntica, al fusionar los principios de la mecénica cudntica
con la teoria de juegos tradicional, inaugura un campo de posibilidades inexplora-
das para enfrentar desafios en redes de comunicacion y sistemas multi-agente. Al
introducir estados de superposicién y entrelazamiento, esta teoria permite la con-
cepcién de estrategias que trascienden las limitaciones clasicas, ofreciendo solucio-
nes mas eficientes a la congestion de redes y promoviendo un aprendizaje més ro-
busto y adaptativo en entornos multi-agente. Este paradigma no solo redefine las
estrategias Optimas en situaciones de conflicto y cooperacién, sino que también abre
el camino hacia algoritmos de comunicacion y aprendizaje mds poderosos y eficaces
en sistemas distribuidos.

El modelado de redes de comunicacién mediante teoria de juegos, antes clasico
y ahora cudntico, representa un avance crucial frente a los desafios de congestion
que limitan la eficiencia de las infraestructuras actuales. Al aplicar principios cudn-
ticos a la teoria de juegos, este enfoque permite explorar soluciones innovadoras que
superan las restricciones de los modelos clasicos. La investigacién en este dominio
promete mitigar los problemas de congestiéon mediante estrategias 6ptimas de en-
rutamiento y asignacién de recursos y, al mismo tiempo, mejorar la seguridad y la
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capacidad de adaptacion de las redes frente a demandas dindmicas y fluctuantes. La
relevancia de este modelo radica en su potencial para transformar las comunicacio-
nes globales, elevando la robustez, eficiencia y flexibilidad de las redes del futuro.

La seccién 3.2.1 introduce un modelo innovador que aplica la teoria de juegos
al problema de congestién en redes de datos, provocado por el aumento exponen-
cial de usuarios méviles y el volumen de datos transmitidos [3]. Este modelo, en
su version cudntica, representa un salto cualitativo frente a su contraparte cldsica y
permite a los paquetes de datos, que actuan de manera egoista, seleccionar las rutas
mas eficientes minimizando el tiempo de transmisién por paquete. Mediante la im-
plementacion de estrategias cudnticas, basadas en un modelo de compuertas cuan-
ticas de un qubit con tres pardmetros, se logra una notable reduccién en la latencia,
principalmente en condiciones de alta demanda de datos. Este enfoque ofrece tanto
una solucién creativa al desafio persistente de la congestion de red, como eviden-
cias de las mejoras significativas en el rendimiento general de la red. La aplicaciéon
de la teoria de juegos cudntica en este contexto destaca el potencial transformador
de la mecénica cudntica en la optimizacién de redes de comunicacién, marcando un
avance importante hacia el aprovechamiento de tecnologias cudnticas en la mejora
de los sistemas de comunicacién globales.

La seccion 3.2.2 profundiza en la aplicacién avanzada de la teoria de juegos cuan-
tica para abordar el problema persistente de la congestién en redes de datos [4]. Este
analisis detallado revela como la implementacién de estrategias cuanticas, tanto pu-
ras como mixtas, puede ofrecer soluciones efectivas a la congestién, explorando con-
ceptos claves como el equilibrio de Nash y la optimalidad de Pareto. La investigacion
se adentra en la complejidad afiadida por el entrelazamiento cuantico parcial y el rui-
do cudntico, evaluando su impacto en la eficacia de los protocolos de enrutamiento.
A pesar de los desafios presentados por la naturaleza NISQ [5] de los dispositivos
cuanticos actuales, que introduce variables como la decoherencia, se demuestra que
los protocolos cudnticos conservan sus ventajas, manteniendo un rendimiento s6-
lido incluso en condiciones adversas. Esta secciéon no solo valida la aplicabilidad
de la teorfa de juegos cuantica en el entorno desafiante de las redes congestionadas
sino que también abre puertas a futuras investigaciones y aplicaciones practicas en
el &mbito de la comunicacion cuantica, subrayando la robustez frente a sistemas no
ideales y el potencial transformador de esta aproximacion frente a la congestion de
redes.

El capitulo 3.3 aborda el desarrollo de un protocolo basado en aprendizaje por
refuerzo para el enrutamiento en redes cudnticas, destacando como este enfoque
facilita la adaptacion de estrategias en respuesta a las dindmicas de la red, como la
variabilidad en la congestion y el volumen de trafico [6]. En primer lugar, a través de
una comparativa detallada con los métodos clésicos, se evidencian las condiciones
especificas bajo las cuales el protocolo cudntico es superior al cldsico, enfocdndose en
el nimero minimo de paquetes en la red y la distancia maxima entre nodos. Por otro
lado, se incorpora un algoritmo de aprendizaje por refuerzo al protocolo cuantico
que se distingue por su habilidad para superar los desafios inherentes a los sistemas
estdticos, optimizando las de estrategias cuanticas de ruteo de manera dindmica ba-
sdndose en las fluctuaciones en la carga de la red y mejorando la latencia global en
la transmisién de datos. Este analisis se enfoca en la relevancia de la adaptabilidad
en los algoritmos de aprendizaje, que pueden ser disefiados para explorar (invertir
mucho tiempo en buscar la estrategia 6ptima) o explotar (invertir poco tiempo en
buscar la estrategia 6ptima) dependiendo de la estabilidad o volatilidad del entorno
de red. Este trabajo sienta un precedente importante para el avance en el campo de
la comunicacién cudntica y el enrutamiento adaptativo, marcando un paso adelante
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en la bisqueda de soluciones eficientes para la gestién de redes de datos cuanticas.

El aprendizaje por refuerzo multi-agente, cuando se complementa con algorit-
mos cudnticos, abre un nuevo horizonte de eficiencia y posibilidades en el &mbito
del aprendizaje automatico. Esta fusién permite a los sistemas aprender y adaptar-
se a ambientes complejos con dindmicas sin precedentes, explorando un espacio de
soluciones mucho mds amplio que el accesible por métodos cldsicos. Més alla de las
redes de comunicacién, esta aproximacion tiene el potencial de aplicarse a campos
como la optimizacién de sistemas logisticos, la gestién de trafico urbano y la simula-
cion de sistemas econdémicos, demostrando su versatilidad y el valor transformador
de los principios cuanticos aplicados al aprendizaje automatico.

En la seccién 4.2.1, se aborda el desafio de aprender estrategias mixtas en juegos
cudnticos caracterizados por la presencia de informacién imperfecta [7]. Este seg-
mento resalta la manera en que las propiedades cuanticas, como las superposiciones
y el entrelazamiento, amplian el espectro de estrategias disponibles, introduciendo
una complejidad sin precedentes en la toma de decisiones estratégicas. A través de la
implementacién de un algoritmo descentralizado de aprendizaje por refuerzo multi-
agente, se muestra coémo los agentes pueden desarrollar y adaptar estrategias puras
o mixtas sin conocimiento previo sobre las acciones o recompensas de otros parti-
cipantes, ni siquiera del juego especifico en el que estdan involucrados. Este método
innovador no solo navega eficazmente por el complejo espacio estratégico cudntico,
sino que también demuestra ser resiliente frente a desafios como el entrelazamiento
parcial y el ruido en los canales cudnticos. La habilidad de adaptacion de los agentes
en entornos con informacién incompleta y condiciones ruidosas es vital, reflejando
la realidad operativa de los sistemas cudnticos y marcando un avance significativo
hacia la aplicacién préctica de la teoria de juegos cudntica en escenarios de informa-
cién imperfecta.

La seccién 4.2.2, presenta un avance significativo en la interseccion de la teoria
de juegos cudntica y el aprendizaje por refuerzo, introduciendo el algoritmo QESRL
(Exploraciéon Egoista de Aprendizaje por Refuerzo Cudntico). Este innovador enfo-
que se centra en juegos cudnticos repetidos de suma no cero, donde se busca ma-
ximizar las recompensas individuales de los agentes y asegurar una distribuciéon
equitativa de estas recompensas. A través de este algoritmo, los agentes aprenden
estrategias cudnticas que les permiten adaptarse y optimizar su rendimiento en el
contexto de interacciones estratégicas complejas. Lo que distingue a QESRL es su
énfasis en la equidad, logrando una distribucién de recompensas mds justa entre los
agentes en comparacion con las técnicas convencionales de aprendizaje por refuerzo
en entornos cudnticos. Este enfoque mantiene la adaptabilidad y las dindmicas de
convergencia de las estrategias en juegos cudnticos y, al mismo tiempo, ofrece so-
luciones al desafio de equilibrar beneficios individuales y colectivos en escenarios
multiagente. La implementaciéon de QESRL representa un paso adelante en la com-
prension y gestion de la competencia y cooperacién en juegos cudnticos, abriendo
nuevas vias para la exploracién de comportamientos estratégicos en sistemas cuan-
ticos complejos.

Finalmente, la seccién 4.3, presenta un nuevo algoritmo de aprendizaje por re-
fuerzo multi-agente disefiado para optimizar el rendimiento en juegos cuanticos,
utilizando estrategias de aprendizaje basadas en gradientes [8]. Este enfoque avan-
zado permite a los agentes maximizar sus recompensas locales a través de una adap-
tacion precisa y efectiva a los dindmicos entornos de juego cuantico, donde la com-
plejidad de la competencia por las recompensas incrementa junto con el nimero de
participantes. Caracterizado por su capacidad para utilizar el ruido cudntico inhe-
rente al sistema como una ventaja estratégica, este método abre camino hacia una
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mejor comprension de coémo la interaccion entre los principios de la mecanica cuén-
tica y los algoritmos de aprendizaje automatico puede ser explotada para mejorar la
toma de decisiones y la adaptabilidad de los agentes. Al establecer un marco teérico
y préctico sélido, este capitulo ilustra el potencial de los algoritmos basados en la
estimacion del gradiente para facilitar una optimizacion efectiva en escenarios de
juegos cudnticos multi-agentes, subrayando el impacto significativo de estas técni-
cas en el avance de la integracion entre dispositivos cuanticos reales y el aprendizaje
por refuerzo multiagente.

Nuestra investigacién ha marcado metas significativas, destacando la creacién de
algoritmos cuédnticos para el modelado y la optimizacién de redes de comunicaciéon
y el aprendizaje por refuerzo. Estos avances permiten una modelizacion de redes
mas eficaz, abordando la congestion de manera innovadora, y facilitan un aprendi-
zaje por refuerzo multi-agente que adapta y optimiza las estrategias en tiempo real.
Estos logros no solo evidencian el poder transformador de la computacién cudnti-
ca aplicada a problemas complejos sino que también establecen un precedente para
futuras investigaciones y aplicaciones en tecnologias emergentes y sistemas inteli-
gentes.

La estructura de esta tesis se articula en capitulos disefiados para explorar exhaus-
tivamente la interseccién de la teoria de juegos cuédntica con el modelado de redes
de comunicacién y el aprendizaje por refuerzo multi-agente. El Capitulo 2 estable-
ce el marco tedrico, introduciendo los fundamentos necesarios de la computaciéon
cudntica, la teorfa de juegos, el ruteo en redes de comunicacién y el aprendizaje por
refuerzo multi-agente. El Capitulo 3 se centra en la aplicacion de la teoria de juegos
cudntica para abordar técnicas de ruteo en redes de comunicacién congestionadas,
mientras que el Capitulo 4 avanza sobre el uso de algoritmos descentralizados pa-
ra aprendizaje por refuerzo multi-agente en juegos cudnticos. Cada capitulo contri-
buye a los objetivos generales de la investigacién, construyendo un entendimiento
multifacético del potencial de la computacién cuantica en la solucién de problemas
contemporaneos.

La metodologia de esta investigacion se fundamenta en un enfoque bipartito que
combina modelado matemaético y simulaciones computacionales. Este enfoque mul-
tidimensional permite una exploracién profunda y rigurosa de las dindmicas com-
plejas en la interseccién de la teoria de juegos y la computacion cudntica. El andlisis
tedrico proporciona la base conceptual, mientras que las simulaciones computacio-
nales ofrecen evidencia empirica de las teorfas propuestas. El modelado matematico,
por su parte, permite una abstracciéon y generalizacion de los resultados, asegurando
su validez y aplicabilidad en diversos contextos.

Este trabajo aporta a la computacion cudntica y la teoria de juegos, ofreciendo
nuevos algoritmos y modelos para las telecomunicaciones y el aprendizaje automa-
tico. Destaca por su potencial en aplicaciones practicas, como optimizacién de trafico
en redes y desarrollo de sistemas inteligentes mas eficaces. Estas contribuciones no
solo avanzan el conocimiento tedrico sino que también prometen impactos signi-
ficativos en tecnologias emergentes, facilitando soluciones innovadoras a desafios
actuales y futuros en la era de la informacioén.

Esta investigacion pretende trascender el ambito académico, proyectandose co-
mo un catalizador para futuros avances en la teoria de juegos cudntica aplicada. Al
desentrafiar complejidades de redes de comunicacién y sistemas autoadaptativos,
establece un precedente para la exploracién de soluciones cudnticas a problemas re-
levantes. Pensamos que es posible que sus hallazgos inspiren nuevos desarrollos
tecnolégicos y permitan avanzar en el corpus de conocimiento, motivando la inves-
tigacion en de la toma de decisiones y las tecnologias cuédnticas.
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1.1. Objetivos Generales

» Modelar sistemas de redes de comunicacién utilizando la teoria de juegos
cuantica.

» Disefiar algoritmos cudnticos de ruteo que minimicen la latencia en redes de
comunicacién congestionadas.

= Modelar sistemas de multiples agentes aprendiendo independientemente en
juegos cuanticos.

= Disefiar algoritmos de aprendizaje por refuerzo que maximicen las recompen-
sas de agentes en juegos cudnticos de suma no cero.

1.2. Objetivos Particulares

» Desarrollar un modelo idealizado de redes de comunicaciones congestionadas
para comparar su rendimiento bajo la implementacién de diversos protocolos,
tanto cldsicos como cudnticos.

= Investigar exhaustivamente las implicaciones de aplicar protocolos cuanticos
de enrutamiento en redes de comunicacién, enfocandose en a) condiciones
ideales, b) diversos grados de entrelazamiento cudntico, y c) distintos niveles
de ruido cuéntico.

= Implementar un protocolo de enrutamiento autoadaptativo en redes de comu-
nicacién que se optimice a partir de la experiencia, reduciendo la latencia a
través de algoritmos de aprendizaje por refuerzo.

= Disefar y validar algoritmos distribuidos de aprendizaje por refuerzo multi-
agente para juegos cuanticos, donde los agentes operen sin informacién previa
del entorno y sean capaces de aprender tanto estrategias puras como mixtas.

» Explorar la eficacia y equidad en la distribuciéon de recompensas de distin-
tos algoritmos de aprendizaje por refuerzo multi-agente en juegos cudnticos,
donde los agentes busquen maximizar exclusivamente su propia recompensa
local.

= Desarrollar y aplicar en diversas situaciones algoritmos de aprendizaje por re-
fuerzo multi-agente basados en la estimacién del gradiente de la funcién de
recompensa de juegos cuanticos, seguido de un ascenso en la direccién del
gradiente, por parte de cada agente de manera independiente.

1.3. Publicaciones

1.3.1. Como primer autor
Revistas internacionales

1. “Mitigation of Routing Congestion on Data Networks: A Quantum Game Theory
Approach”, Agustin Silva, Omar Gustavo Zabaleta y Constancio Miguel Ariz-
mendi. Quantum Reports MDPI Journal [4] (2021).
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3

. “Learning Mixed Strategies in Quantum Games with Imperfect Information”,

Agustin Silva, Omar Gustavo Zabaleta y Constancio Miguel Arizmendi. Quan-
tum Reports MDPI Journal [7] (2022).

. "Maximizing Local Rewards on Multi-Agent Quantum Games through Gradient-
Based Learning Strategies", Agustin Silva, Omar Gustavo Zabaleta y Constan-
cio Miguel Arizmendi. Entropy MDPI Journal [8] (2023).

Congresos internacionales

1

. “Quantum Game Theory approach for data network routing: a solution for
the congestion problem”, Agustin Silva, Omar Gustavo Zabaleta y Constancio
Miguel Arizmendi. CCP 2021 (Londres, UK, online) and Journal of Physics
Proceedings [3].

“Learning-based Protocol for Routing in Quantum Networks”, Agustin Silva,
Omar Gustavo Zabaleta y Constancio Miguel Arizmendi. COSY 2022 (Bolonia,
Italia, presencial) and IFAC Proceedings [6].

. "QESRL: Exploring Selfish Reinforcement Learning for Repeated Quantum Ga-
mes", Agustin Silva, Omar Gustavo Zabaleta y Constancio Miguel Arizmendi.
IC-MSQUARE 2023 (Belgrado, Serbia, presencial) and Journal of Physics Pro-
ceedings [falta cita, articulo aceptado pero todavia no publicado].

Congresos nacionales

1. “SoC FPGA implementation of Hopfield Neural Network for solving the Shor-
test Path Problem”, Agustin Silva y Claudio Gonzalez. CASE 2021 Proceedings
[1].

2. “Acceleration of Parameterized Quantum Circuits Simulation in SoC FPGA”,
Agustin Silva, Omar Gustavo Zabaleta y Claudio Gonzalez. CASE 2022 Procee-
dings [2].

1.3.2. Otros

1. “Looking for suitable rules for true random number generation with asynchro-
nous cellular automata”, séptimo autor. Nonlinear Dynamics Springer Journal
[].

2. "HyperFPGA: An Experimental Testbed for Heterogeneous Supercomputing”,

cuarto autor. The Journal of Supercomputing Springer [10].

1.4. Materias cursadas durante el doctorado

1.4.1. En Universidad Nacional de Mar del Plata

1
2
3
4
5

. Procesamiento Cuéntico de Datos, 2019.

. Inteligencia Computacional, 2020.

. Disefio Digital con Técnicas de Alto Nivel y Principios de Disefio VLSI, 2021.
. Teoria de la Informacién y Codificacién, 2022.

. Filosofia de la Ciencia, 2022.
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1.4.2. En otras Universidades Nacionales

1.
2.

Redes Neuronales, Universidad Nacional de Cérdoba (FAMAF-UNC).

Teoria de la Informacién Cuéntica, Universidad Nacional de La Plata (Exactas-
UNLP).

Mecéanica cudntica y Elementos de Computacién Cudntica, Universidad de
Buenos Aires (FI-UBA).

Inteligencia Artificial y Aprendizaje Profundo en Fisica, Universidad de Bue-
nos Aires (Exactas-UBA).

1.4.3. En ICTP, Trieste, Italia

1.

= LN

Quantum Photonics and Information, 2020 | (smr 3424).
Machine Learning for Condensed Matter, 2021 | (smr 3589).
Quantum Dynamics: From Electrons to Qbits, 2022 | (smr 3733).

Collaborative Scientific Software Development and Management of Open Sour-
ce Scientific Packages, 2023 | (smr 3894).






Capitulo 2

Marco Teorico

2.1. Computacion Cudntica

2.1.1. Introduccion

¢ Qué caracteriza a una computadora cudntica y como se diferencia de las compu-
tadoras cldsicas? Esta cuestion no solo nos invita a explorar la mecédnica cuanti-
ca, la teoria de la informacién y las ciencias de la computacién, sino que también
nos lleva a una comprensién de como estas dreas convergen en la tecnologia de la
computacion cuantica. Aunque las computadoras clasicas, aquellas que operan sin
emplear directamente principios cudnticos, también se rigen por las leyes de la me-
cdnica cudntica que fundamentan nuestro universo fisico, no explotan las propieda-
des tinicas que esta ofrece para el procesamiento de la informacién. En cambio, una
computadora cudntica se distingue por su habilidad de aprovechar estas propieda-
des especificas de la mecdnica cudntica, abriendo asi nuevos horizontes en el campo
del calculo computacional.

Segun los principios de la mecdnica cudntica, los sistemas se establecen en un
estado definido solo una vez que se miden. Antes de una medicién, los sistemas
estdn en un estado indeterminado; después de medirlos, estdn en un estado definido.
Si tenemos un sistema, por ejemplo, que puede adoptar uno de dos estados discretos
al medirse, podemos representar los dos estados en notacién de Dirac como |0) y
|1). La notacién de Dirac, utiliza "kets"|ip) para representar estados y "bras"(¢| para
sus conjugados hermitianos. Este tipo de notacion facilita cdlculos como el producto
escalar (¢|ip), que mide la amplitud de probabilidad entre estados cudnticos. Luego
podemos representar una superposicion de estados como una combinacién lineal de

0)+|1 . .
estos estados, como: 19411 Todos estos conceptos mencionados se desarrollaran de
V2

manera mds rigurosa en el resto del capitulo.

El Principio de Superposicion postula que la combinacién lineal de dos o més
vectores pertenecientes a un espacio de Hilbert, una generalizacién del espacio eu-
clideano, es otro vector de en el mismo espacio de Hilbert.

Como ejemplo, todavia en el mundo clésico, consideremos una propiedad intrin-
seca de la luz que ilustra una superposiciéon de estados: la polarizacién. En casi toda
la luz que vemos en la vida cotidiana, como la del sol, no hay una direccién preferida
para la polarizacién. Los estados de polarizacién se pueden seleccionar mediante un
filtro polarizador, una pelicula delgada con un eje que solo permite pasar la luz con
polarizacién paralela a ese eje.

Con un solo filtro polarizador, podemos seleccionar una polarizacién de la luz,
por ejemplo, la polarizaciéon vertical, que podemos denotar como | 7). La polari-
zacion horizontal, que podemos denotar como | —), es un estado ortogonal a la
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polarizacién vertical (podriamos haber usado |0) y |1) para denotar los dos esta-
dos de polarizacién; las etiquetas utilizadas en los kets son arbitrarias). Juntos, es-
tos estados forman una base para cualquier polarizaciéon de la luz. Es decir, cual-
quier estado de polarizacion |¢) se puede escribir como combinacién lineal de estos
estados. Utilizamos la letra griega ¢ para denotar un estado genérico del sistema:
) = a| 1) + Bl —).

Los coeficientes & y B son niimeros complejos conocidos como amplitudes. En
este ejemplo, el coeficiente « estd asociado con la polarizacion vertical y el coeficiente
B con la horizontal. La amplitud tiene una interpretacién importante en la mecanica
cudntica que veremos en breve. Después de seleccionar la polarizacién vertical con
un filtro polarizador, podemos introducir un segundo filtro polarizador después del
primero. Imaginemos que orientamos el eje del segundo filtro perpendicular al eje
del primero. En este caso, el estado horizontal | —) es ortogonal al primero, por lo
que no hay cantidad de polarizaciéon horizontal después del primer filtro vertical.

Supongamos ahora que orientamos el eje del segundo filtro polarizador a 45° (a
lo largo de la diagonal | ) entre | 1) y | —)) en lugar de horizontalmente. En este
caso, tal vez para la sorpresa de algunos veriamos pasar algo de luz por el segundo
filtro. ;Cémo podria ser esto si toda la luz después del primer filtro tiene polariza-
cién vertical? La razén es que podemos expresar la polarizacion vertical como una

superposicion de componentes diagonales. Dejando que | ) denote la polarizacion
) = L+

V2
Como se puede esperar desde la intuicién geométrica, el estado vertical consta

de partes iguales de | ) y | N\). Es por esta razén que vemos pasar algo de luz
por el segundo filtro. Es decir, la polarizaciéon vertical se puede escribir como una
superposicion de estados, uno de los cuales es precisamente el estado diagonal de
45° | ) que estamos permitiendo pasar a través del segundo filtro. Dado que el
estado | ) es solo un término en la superposicion, no toda la luz pasa por el filtro,
pero algo si lo hace. La intensidad de la luz transmitida es precisamente la mitad
de la luz incidente. Este valor se determina a partir de las amplitudes del estado de
superposicion mediante una ley conocida como la regla de Born.

de 45° y | \) denote -45°, podemos escribir

2.1.2. Regla de Born

Laregla de Born establece que, en una superposiciéon de estados cuédnticos, el mé-
dulo al cuadrado de la amplitud de un estado es la probabilidad de que la medicién
dé como resultado ese estado. Ademads, la suma de los cuadrados de las amplitudes
de todos los estados posibles en la superposicion es igual a 1. Asi, para el estado
) = a| 1) + Bl =), tenemos |2 + |2 = 1:

Utilizando los valores del ejemplo de la luz, dado que la amplitud es %, la pro-
babilidad de obtener ese estado es ]\% |> = 0,5, por lo que la probabilidad de medir
la luz en el estado de polarizacion vertical u horizontal seria del 50 %. Mientras que
en este ejemplo tenemos una divisién de probabilidad 50/50 para cada uno de los
dos estados, si examindramos algtin otro sistema fisico podria tener cualquier otra
distribucién arbitraria de probabilidad. Una diferencia critica entre la mecanica cla-
sica y cudntica es que las amplitudes (no las probabilidades) pueden ser ntimeros
complejos.
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2.1.3. Ecuacién de Schrodinger

Como vimos anteriormente, podemos representar el estado de un sistema con
un vector de estado usando la notacién de Dirac. Por ejemplo, continuando con el
andlisis de la polarizacién, podemos representar el vector de estado de un fotén

con la letra griega [¥) en el ket como: [¥) = w Si midiésemos este fotén en

cuanto a polarizacién, tendriamos una probabilidad del 50 % de encontrar el fotén
en un estado de polarizacién vertical y un 50 % de probabilidad de encontrarlo en
un estado de polarizaciéon horizontal. La escuela de Copenhague de la Mecénica
Cuéntica dice que la funcién de onda se ha colapsado en uno de los dos estados.

Ahora que tenemos un método para representar el estado de un sistema con
una funcién de onda, podemos representar la evolucién de este sistema a lo largo
del tiempo. Consideremos la funcién de onda de una particula que se mueve en un
espacio unidimensional, la cual podemos representar como §(x,t), donde x y t re-
presentan la posiciéon y el tiempo respectivamente. La manera en que esta funcién
de onda evoluciona con el tiempo puede describirse mediante la ecuacion de Schro-
dinger (ES) dependiente del tiempo, la cual se puede escribir de la siguiente manera
para una particula a lo largo de una dimensién:

z'h;t‘f(x, t) = HY(x,t) (2.1)

En el lado izquierdo de esta ecuacién, vemos las constantes i y 7. i es el simbolo
que representa la unidad imaginaria en matematicas. 7 es la forma reducida de la
constante de Planck /, llamada asi porque se obtiene dividiendo h entre 27t. Los si-
guientes simbolos representan la derivada parcial de la funcién de onda con respecto
al tiempo t. El lado derecho de la ecuacién representa la aplicacion del operador Ha-
miltoniano a la funcién de onda ¥ (x, t). El Hamiltoniano representa la energia total
de un sistema; esta energia total incluye toda la energia cinética y potencial de las
particulas en el sistema. En resumen, la ecuacién de Schrodinger nos dice que si que-
remos saber como cambiard la funcién de onda ¥(x,t) con el tiempo, necesitamos
conocer la energia total del sistema. Por lo tanto, como veremos a continuacion, la
ES fundamenta la dindmica de los qubits (bits cudnticos) y los operadores (compuer-
tas cudnticas). En este marco, los qubits evolucionan bajo la influencia de operadores
que, a su vez, son regidos por las soluciones de la ecuaciéon de Schrodinger, integran-
do asf los principios de la mecdnica cuantica en la arquitectura de la computaciéon
cuantica.

2.1.4. Bits cuanticos

Un qubit es similar a un bit clasico en que puede tomar los estados 0 0 1, pero se
diferencia de un bit en que también puede tomar un rango continuo de valores que
representan una superposicion de estados. Aunque generalmente utilizamos siste-
mas de qubits de dos niveles para construir computadoras cuanticas (CCs), también
podemos elegir otras arquitecturas de computacién. Por ejemplo, podriamos cons-
truir una compuradora cudntica con qutrits, que son sistemas de tres niveles. Pode-
mos pensar en estos como teniendo estados de 0, 1 0 2 o una superposicién de estos
estados.

Un sistema de qubits de, digamos, 100 qubits puede manejar 2100 estados (1,26€30),
mientras que un sistema de qutrits puede manejar 3!% estados (5,15e47), un nimero
que es 17 6rdenes de magnitud mayor. Dicho de otra manera, para representar el
mismo espacio numérico que un sistema de 100 qubits, solo necesitamos 63 qutrits
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(log,(2!%)). Dado que es mas dificil construir sistemas de qutrits, las computadoras
cudnticas convencionales se basan actualmente en qubits. Ya sea que elijamos qubits,
qutrits u otro namero qudit (d niveles), cada uno de estos sistemas puede ejecutar
cualquier algoritmo que los demés puedan, es decir, pueden simularse entre si.

En el marco de la Mecanica Cudntica, los estados se modelan como vectores y
los operadores como matrices. Empleamos la notacién de Dirac en lugar de los sim-
bolos tradicionales del algebra lineal para describir vectores y otras abstracciones.
Comencemos con la definicién de un qubit: Un qubit fisico es un sistema cuanti-
co de dos niveles de energia y que podemos representar en un espacio de Hilbert
complejo bidimensional, C2. El estado de un qubit en cualquier momento puede ser
representado por un vector en este espacio de Hilbert complejo.

El espacio de Hilbert estd equipado, por definicién, con un producto interno que
nos permite determinar la posicién relativa de dos vectores que representan estados
de qubits. Denotamos el producto interno de los vectores |u), |v) como (u|v); esto
serd igual a 0 si |u) y |v) son ortogonales y 1 si |u) = |v). Para representar dos o
mas qubits podemos tensorizar espacios de Hilbert juntos para representar los esta-
dos combinados de los qubits utilizando el producto de Kronecker. Como veremos,
tenemos métodos para representar estados separables, donde los qubits son inde-
pendientes entre si, y estados entrelazados, donde no podemos separar los estados
de los dos qubits.

Los estados |0) y |1) pueden ser representados mediante vectores, como se ilustra
a continuacioén. Estos dos estados son conocidos como la base computacional de un
sistema de dos niveles. Luego, podemos aplicar operadores en forma de matrices a
los vectores en el espacio de estados para modificar su valor.

o = (g)m= () 22)

Hemos establecido que un qubit puede estar en uno de los estados de la base
computacional de |0) o |1) o en una superposicién de estos dos estados. Ahora, re-
presentamos la superposicién de multiples estados como una combinacién lineal de
las bases computacionales del espacio de estados, cada término en la superposicién
tiene un coeficiente complejo o amplitud. Utilizando los vectores de la base compu-
tacional podemos representar estados superpuestos de la siguiente manera:

0) — 1)

== =T (2.3)

Estos dos estados difieren por un signo menos en el estado |1). De manera més

formal, llamamos a esta diferencia una fase relativa. El término fase tiene numero-

sos significados en fisica; en este contexto, se refiere a un angulo. El sigho menos

estd relacionado con el dngulo 7t a través de la identidad de Euler: ¢™ = —1. Las

fases relativas son de fundamental importancia para los algoritmos cuanticos ya que

permiten la interferencia constructiva y destructiva. Por ejemplo, si evaluamos la su-

ma de los estados anteriores, podemos eliminar el eliminar el estado |1) utilizando
interferencia destructiva:

0) +11)

1
V2

La habilidad de las computadoras cuanticas para realizar interferencia construc-
tiva y destructiva durante el cémputo es fundamental para las ventajas potenciales

(1) +1-y = 2R LB g @4
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de los algoritmos cudnticos sobre los cldsicos, permitiendo un procesamiento y ex-
ploracién mas eficientes de soluciones complejas.

2.1.5. Entrelazamiento Cudntico

El entrelazamiento cudntico es un fendmeno fundamental en la mecanica cudn-
tica, donde pares o grupos de particulas interactdan de tal manera que el estado
cudntico de cada particula no puede describirse de forma independiente respecto
a las demads, incluso cuando estdn separadas por grandes distancias. Esta propie-
dad contrasta marcadamente con las expectativas cldsicas y es clave para numerosos
avances en la computacién y la comunicacién cuédntica.

Para formalizar el concepto, consideremos un sistema compuesto de dos qubits.
El espacio de estados de este sistema es el producto tensorial de los espacios de esta-
dos de cada qubit individual, denotado como C2 ® C2. Un estado no entrelazado o
separable en este espacio se puede escribir como el producto tensorial de dos estados
de qubits individuales, es decir:

) = I¢1) ® |¢2) (2.5)

donde |¢1) v |¢2) son estados de los qubits individuales. Sin embargo, un esta-
do entrelazado no puede descomponerse de esta manera. Un ejemplo tipico de un
estado entrelazado es unos de los estados de Bell:

1

V2

Este estado describe una superposicién en la que los dos qubits estan perfecta-
mente correlacionados: si uno se mide en el estado |0), el otro también se encontrara
en el estado |0), y lo mismo ocurre para el estado |1). El entrelazamiento es una
propiedad no local, lo que significa que las mediciones en un qubit afectan instanté-
neamente al estado del otro qubit entrelazado, independientemente de la distancia
que los separe.

El grado de entrelazamiento de un sistema bipartito puede cuantificarse, por
ejemplo, mediante medidas como la Entropia de Von Neumann:

[¥7) = —=(|00) + [11)) (2.6)

S(pa) = —Tr(palogpa)

, siendo ps = Trp(p) el estado reducido de uno de los subsistemas la matriz densi-
dad del sistema completo. Estas medidas ayudan a entender la "fuerza"del entrela-
zamiento y su utilidad potencial en diferentes aplicaciones cuanticas. El entrelaza-
miento cuantico desafia nuestras nociones intuitivas de separabilidad y localidad, y
es un recurso esencial en la tecnologia cudntica emergente, abriendo puertas a nue-
vas formas de procesamiento y transmisién de informacién que son imposibles en
el marco clésico.

2.1.6. Operadores cuanticos

Ahora analicemos el conjunto de operadores cudnticos comtnmente utilizados.
Denotamos un operador de un solo qubit con una caja que contiene la letra que
representa ese operador y un cable que la atraviesa. Denotamos una compuerta de
dos qubits con una caja que abarca dos cables y una compuerta de tres qubits con
una caja con tres cables, etc.
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Operadores de un qubit

Comenzaremos cubriendo un conjunto de operadores cudnticos de un solo qubit.
Los primeros tres operadores que examinaremos son los operadores de Pauli. Estas
tres matrices, junto con la matriz identidad y todos sus multiplos de +/-1, constitu-
yen lo que se conoce como el grupo de Pauli. Las tres puertas cuanticas son X, Yy Z
(también conocidas como ox, 0y y 07), y se definen de la siguiente manera:

10 01 0 —i 1 0
o )=Go)r=( )= %) e
El resultado de aplicar, por ejemplo, la compuerta X al estado |0) es:
_ (0 1Y\ /1) _[0+0)\ [0\ _
w0 D0-(-Qn e
El resultado de aplicar, por ejemplo, la compuerta Y al estado |1) es:
0 —i\ (0 0—i —1 )
=0 6) ()=o) = (5) =0 e
El resultado de aplicar, por ejemplo, la compuerta Z al estado |0) es:
(1 0 1\  (1+0\ /(1)
w0 0)-C)- () ew

La representacion gréfica de las compuertas de Pauli puede verse en la Fig. 2.1.

al0) + 3|1) —T «|0) + 3|1)
al0) + 1) —T a0y — 3|1)
al0) 4+ 5|1) —T— 810) + all)
al0) 4+ 5|1) —T— —if3|0) + ice|1)

FIGURA 2.1: Representacién visual de las compuerta cuanticas de un
qubit de Pauli.

Luego, las matrices de rotacion son operadores que modifican el estado del qubit
utilizando un pardmetro. Las rotaciones en X, Y y Z son versiones continuas de los
operadores de Pauli denominadas Rx(8), Ry(0) y Rz(6) y definidas como:

Finalmente, el operador de Hadamard es crucial en la computacién cudntica, ya
que nos permite llevar un qubit de un estado de base computacional a una superpo-

sicién de estados. La matriz de Hadamard es: H = - G _11>

V2
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Si aplicamos la Hadamard al estado |0) obtenemos:

-5 ) 0-0 50 -2 e

Y si la aplicamos al estado |1), obtenemos:

w5056 -5 () e

Entonces podemos ver que el operador H toma un estado de base computacio-

|0>:/r§|1> 0 %, dependiendo del

nal y lo proyecta en una superposicién de estados
estado inicial.

Operadores de dos qubits

La base computacional en sistemas de dos qubits que se suele utilizar por con-
vencion es:

S O
O = O
— O O

00) = | o |10y = [ - |10y = |5 |5 111) = (2.13)

—_ o O O

0

(@)
(e)

En esta seccion definiremos 3 compuertas de 2 qubits para presentar su funcio-
namiento.

En primer lugar la compuerta SWAP definida como: SWAP =

S OO
o= OO
o O = O

o O O

1
La compuerta SWAP intercambia las amplitudes entre los estados de dos qubits. A
continuacion se puede observar el resultado de aplicar la compuerta SWAP al estado
|01):

1 000 0 0+04+0+0 0
10010 11 |04+0+0+0| (O} _
SWAP|01) = 0100 of |0+14+0+0)| |1 = [10) (2.14)
0 0 01 0 0+04+0+0 0
1 000
. .. 01 00
La compuerta CNOT estd definida como: CNOT = 000 1 . En este ope-
0 010

rador, identificamos al primer qubit como el qubit de control y al segundo como
el qubit objetivo. Si el qubit de control estd en el estado |0), entonces no hacemos
nada al qubit objetivo. Sin embargo, si el qubit de control estd en el estado |1), en-
tonces aplicamos el operador X al qubit objetivo. Generalmente, utilizamos la puerta
CNOT en computacion cudntica para entrelazar dos qubits. A continuacién se puede
observar el resultado de aplicar la compuerta CNOT al estado |10):
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100 0\ /0 04+0-+0+0 0
(o1 0o0]]o] f[o+o4+0+0]| [o]
CNOTRO) =10 0 o 1| |1] = [o+0+040| = |o] =0 @19
0010/ \0 0+0+1+0 1

Finalmente presentaremos el operador J, el cual utilizaremos con frecuencia en
el resto de la tesis. El operador | se puede definir para N qubits y tiene la capaci-
dad de convertir un estado con entrelazamiento minimo en otro de entrelazamiento
méximo. El operador | se define como | = %(H@)N +iX®N) y para N = 2 tiene la

1 0 0 1
iguiente forma: | = - 01 70 A continuacion de observar el resul-
siguiente forma: J = —5 [ - . | 4 [+ A continuacion se puede observar el resu
i 001
tado de aplicar la compuerta | al estado |00):
1 00 1 1 1
1 o1 i o|fo] 1 {o] Jooy+i1)
O ="21o i1 0]lo|=Blo|= vz @9
i 001 0 i

2.1.7. Teoria de la Complejidad Cuantica

La Teoria de la Complejidad Cudntica explora como la computacién cudntica
redefine los limites de lo computable, se adentra en el analisis de la eficiencia de los
algoritmos cudnticos y su capacidad para resolver problemas desafiantes dentro del
marco de la computacién clésica.

Un aspecto fundamental en la Teoria de la Complejidad Cuéntica es la clasifi-
cacion de los problemas segtn su grado de dificultad computacional en el contexto
cudntico. Las clases de complejidad mds importantes para nuestro andlisis son: P
(aquellos problemas que puede ser resueltos en tiempo polinémico por un ordena-
dor clasico), NP (aquellos cuya solucién puede ser verificada en tiempo polinémico
por un ordenador cldsico) y BQP (Bounded-Error Quantum Polynomial time) que
representan conjuntos de problemas que pueden ser eficientemente solucionados
por una computadora cudntica. Un problema esté estrictamente en la clase BQP si
existe un algoritmo cudntico que lo resuelve con una probabilidad de error menor a
1/3 en un tiempo polinémico [11].

La superioridad cuédntica se manifiesta, por ejemplo, en problemas como la facto-
rizacién de ntiimeros grandes, donde no se ha encontrado hasta el momento una so-
lucién eficiente en computadoras clasicas pero si en computadoras cuédnticas (BQP)
mediante el algoritmo de Shor. Este algoritmo tiene una complejidad temporal po-
linémica de O((log N)?(loglog N)(log loglog N)), contrastando marcadamente con
las mejores soluciones clésicas conocidas que tienen una complejidad subexponen-

cial de O(e!?(losN )3 (oglogN )%) [12]. La capacidad de los algoritmos cuanticos para ex-
plotar el entrelazamiento y la superposicién de estados permite un paralelismo y
una eficiencia inalcanzables en la computacién clésica.

Estos avances sugieren que el estudio de la complejidad cudntica no solo redefine
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nuestra comprension de lo computable, sino que también tiene implicaciones pro-
fundas en campos como la criptografia, optimizacién y simulaciéon de sistemas fisi-
cos. Uno de los grandes objetivos de la computaciéon cudnticas es encontrar proble-
mas ttiles donde la complejidad de las soluciones cuanticas sean significativamente
menores que las mejores soluciones clasicas. Por lo tanto, la Teoria de la Complejidad
Cuéntica es una pieza crucial en la comprensién y el desarrollo de la computacion
cudntica y sus aplicaciones futuras.
Para mds informacién sobre Computacion Cudntica, referirse al libro [13].

2.2. Teoria de Juegos

2.2.1. Introduccion

La teoria de juegos puede considerarse como una rama tanto de las matematicas
como de las ciencias aplicadas. Se ha utilizado en ciencias sociales, especialmente
en economia, pero también ha penetrado en una variedad de otras disciplinas como
ciencia politica, biologia, filosofia y, recientemente, ciencia de la computacién y redes
de comunicacién.

La teoria de juegos no cooperativos es una de las ramas mds importantes de la
teoria de juegos, centrada en el estudio y andlisis de la toma de decisiones compe-
titivas que involucran a varios agentes. Proporciona un marco analitico adecuado
para caracterizar las interacciones y el proceso de toma de decisiones. Este involu-
cra a varios agentes con intereses parcial o totalmente en conflicto sobre el resultado
de un proceso de decisién que se ve afectado por sus acciones. Ejemplos de juegos
no cooperativos son ubicuos. En economia, las empresas que operan en el mismo
mercado compiten por estrategias de precios, control del mercado, comercio de bie-
nes y similares. En redes inaldmbricas y de comunicacién, los nodos inaldmbricos
estdn involucrados en numerosos escenarios no cooperativos como la asignacion de
recursos, elecciéon de rangos de frecuencias o potencia de transmision, reenvio de
paquetes y gestion de interferencias.

Un juego no cooperativo involucra a varios agentes que tienen intereses total-
mente o parcialmente en conflicto en el resultado de un proceso de decisién. Por
ejemplo, consideremos varios nodos inaldmbricos que intentan controlar su poten-
cia de transmisién, dada la interferencia generada por otros nodos. En tal situacion,
aunque todos los nodos tienen incentivos para transmitir, la presencia de interferen-
cia presenta un conflicto, acoplando las decisiones de los nodos: cada nodo quiere
transmitir a su méximo nivel de potencia para mejorar su rendimiento; sin embar-
go, hacerlo aumenta la interferencia general en el sistema, lo que, a su vez, impacta
negativamente en el rendimiento de todos los nodos inaldmbricos involucrados.

Un juego no cooperativo es un juego que refleja una situacién competitiva donde
cada agente necesita tomar su decisiéon independientemente de los demads agentes,
dadas las posibles elecciones de los otros agentes y su efecto en los objetivos o re-
compensas del agente. Cabe destacar que el término no cooperativo no siempre im-
plica que los agentes no cooperen, sino que significa que cualquier cooperaciéon que
pueda surgir debe ser autoimpuesta, sin comunicacién o coordinacién de elecciones
estratégicas entre los agentes.

2.2.2. Definiciones bésicas

Al describir un juego no cooperativo estatico o dinamico, la nocién de forma es-
tratégica (o normal) resulta ser una de las representaciones mas populares. En este
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sentido, un juego no cooperativo en forma estratégica (o normal) tiene tres compo-
nentes: el conjunto de agentes, sus estrategias y las recompensas. Mas formalmente,
un juego estratégico se define de la siguiente manera: G = (N, (S;)ien, (4;)ien), don-
de:

» N es un conjunto finito de agentes, es decir, N = {1, ..., N}.
= S; es el conjunto de estrategias disponibles para el agente i.

= 14;: S — R esla funcién de recompensas para el agente i, donde S = S1 x ... X
Si X ... X Sy (producto cartesiano de los conjuntos de estrategias).

Dado el concepto de un juego estratégico, para cualquier agente i, cada elemento
s; € S; es la estrategia de i. s_; = [s;]j € N;i # j denota el vector de estrategias de
todos los agentes excepto i, y s = (si,s_;) € S se conoce como un perfil de estrategia.
Siempre que los conjuntos de estrategias S; sean finitos para todos i € N, el juego se
denomina finito. En un juego en forma estratégica, cada agente debe seleccionar una
estrategia para optimizar su funcién de recompensa. Siempre que cada agente i € N
seleccione una estrategia s; € S; de manera determinista, es decir, con probabilidad
1, entonces esta estrategia se conoce como una estrategia pura.

Un juego se dice que tiene informacién completa si todos los elementos del juego
son de conocimiento comtn entre todos los agentes. De lo contrario, se dice que
el juego es de informacién incompleta. Asi, en un juego con informacién completa,
cada agente conoce las identidades de todos los demads agentes, sus estrategias y las
recompensas que resultarian de cualquier combinacion de estrategias. Para un juego
con informacién incompleta, los agentes pueden no conocer las identidades de todos
los demds agentes, sus recompensas o sus estrategias.

Uno de los tipos més comunes de juegos no cooperativos es el juego de suma
cero de dos agentes, que involucra a dos agentes donde las ganancias de un agente
son las pérdidas del otro agente. Por otro lado, los juegos de suma no cero describen
situaciones en las que todos los agentes pueden considerarse maximizadores de su
propia recompensa, sin tener ninguna restricciéon en la suma total de las recompen-
sas. En cierto sentido, los juegos de suma no cero describen escenarios donde los
participantes podrian ganar o perder juntos.

2.2.3. Juegos matriciales

Los juegos no cooperativos en forma estratégica son elementos fundamentales
para comprender la toma de decisiones basada en la teoria de juegos. En estos jue-
gos, el objetivo es determinar si existe un resultado o solucién razonable para el
juego. Una solucién implica un conjunto de estrategias que los agentes, al actuar
racionalmente, es decir, para optimizar su propia recompensa, seleccionarian.

Para analizar un juego no cooperativo en forma estratégica, primero se deben es-
pecificar claramente los agentes, sus estrategias y sus posibles recompensas. En este
contexto, cualquier juego finito no cooperativo de dos agentes se puede represen-
tar en formato matricial, donde las estrategias de los agentes constituyen las filas y
columnas de la matriz, y cada elemento es un par de niimeros que representan las
recompensas para los dos agentes cuando se usa una cierta combinacion de estrate-
gias. Un juego representado por una matriz se conoce como un juego matricial. La
representacién matricial de un juego se compone principalmente de lo siguiente:

= Cada fila representa una estrategia para el primer agente en el juego, a veces
referido como el agente de la fila. Por lo tanto, el nimero de filas es igual al
numero de estrategias para el agente de la fila.
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Confesar (C) No confesar (NC)
Confesar (C) (-4, -4) 0, -5)
No confesar (NC) (-5, 0) (-2,-2)

CUADRO 2.1: Dilema del prisionero

= Cada columna representa las estrategias del segundo agente en el juego, a ve-
ces referido como el agente de la columna. Por lo tanto, el ntimero de columnas
es igual al nimero de estrategias para el agente de la columna.

» Cada entrada de la matriz es un par (x,y), donde x representa la recompensa
para el primer agente, es decir, el agente de la fila, y y representa la recompensa
para el segundo agente, es decir, el agente de la columna.

El Dilema del Prisionero es posiblemente el ejemplo mas famoso de juegos matri-
ciales no cooperativos: Dos sospechosos son arrestados por un crimen y colocados
en dos habitaciones aisladas. Cada uno de los sospechosos debe decidir si confe-
sar o no e implicar al otro. Las reglas que rigen son las siguientes. Si ninguno de
los sospechosos confiesa, cada uno cumplira 2 afios de carcel. Si ambos confiesan
y se implican mutuamente, ambos irdn a prisién durante 4 afios. Sin embargo, si
un prisionero confiesa e implica al otro mientras el otro no confiesa, aquel que ha
cooperado con la policia, es decir, ha confesado, serd puesto en libertad, mientras
que el otro pasard 5 afios en prisién. En esta situacion, se puede formular un jue-
go no cooperativo en forma estratégica con los agentes siendo los dos prisioneros, y
cada prisionero teniendo dos estrategias: confesar (estrategia C) o no confesar (estra-
tegia NC). La recompensa para cada prisionero es simplemente el niimero de afios
que pasara en prisién. Una representacién matricial de este juego se da en la Tabla
2.1. Las recompensas mostradas en la Tabla 2.1 son nimeros negativos ya que trata-
mos con juegos donde los agentes buscan maximizar una recompensa. Finalmente,
la Tabla 2.1 muestra claramente que este no es un juego de suma cero.

En el Dilema del Prisionero, observamos que los agentes tienen informacién com-
pleta, es decir, estdn al tanto de todos los elementos de la representaciéon matricial.
Una vez que un juego se expresa en forma estratégica o matricial, el siguiente pa-
so es resolverlo. Resolver un juego implica predecir las estrategias que podrian ser
adoptadas por cada agente y los posibles resultados del juego. En el resto de esta
seccién, discutimos cémo resolver juegos no cooperativos utilizando una variedad
de conceptos.

2.2.4. Estrategias dominantes

Una nocién til para resolver juegos no cooperativos en forma estratégica es
el concepto de estrategias dominantes. El uso de estrategias dominantes simpli-
fica la solucién de un juego eliminando algunas estrategias, es decir, filas o co-
lumnas en un juego matricial, que se sabe desde el principio que no tendran efec-
to en el resultado del juego. Primero, examinamos el concepto de una estrategia
dominante: Una estrategia s; € S; se dice que es dominante para el agente i si
ui(si,s—i) > ui(s;,s—i),Vs; € Siy¥s_; € S_;, donde S_; = [J;; S; es el conjunto
de todos los perfiles de estrategia para todos los agentes excepto i. Por lo tanto, una
estrategia dominante es la mejor estrategia de un agente, es decir, la estrategia que
produce la mayor recompensa para el agente independientemente de las estrategias
que elijan los otros agentes.
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Siempre que un agente tiene una estrategia dominante, un agente racional no
tiene incentivo para elegir ninguna otra estrategia. En consecuencia, si cada agente
posee una estrategia dominante, entonces todos los agentes elegirdn sus estrategias
dominantes. Esta eleccién intuitiva da lugar al siguiente concepto de solucién para
un juego no cooperativo: Un perfil de estrategia s* € S es el equilibrio de estrategia
dominante si cada elemento s} de s* es una estrategia dominante del agente i.

El concepto de equilibrio de estrategia dominante es un resultado natural para
un juego dado. Por ejemplo, en El Dilema del Prisionero en la Tabla 2.1, cada agente
obtiene un mejor resultado confesando, es decir, eligiendo C, independientemente
de la eleccién estratégica del otro agente. Por lo tanto, (C, C) es un equilibrio de es-
trategia dominante que produce un vector de recompensas de (-4, -4). Cabe destacar
que, aunque este punto es una solucién para el juego, los recompensas recibidos no
son los mejores para ambos agentes, ya que (-2, -2) proporcionaria una mayor re-
compensa a ambos agentes que (-4, -4). Revisitaremos el tema de la eficiencia en el
resultado de un juego mds adelante. Aunque el equilibrio de estrategia dominante
es una solucién intuitiva para un juego dado, no se garantiza la existencia de este
punto de equilibrio. De hecho, hay muchos juegos en los que ningtin agente tiene
una estrategia dominante.

Mas alla de la idea de una estrategia dominante, es ttil definir el concepto opues-
to, una estrategia estrictamente dominada, de la siguiente manera: Una estrategia
st € S; de un agente i se dice que estd estrictamente dominada por una estrategia
si € S;siui(si,s—i) > ui(sl,s_;),;Vs_; € S;. Asi, una estrategia estd estrictamente
dominada para un agente si este agente tiene otra estrategia que se desempefia me-
jor, independientemente de lo que elijan los demds agentes. Por lo tanto, dado que
se tiene informacién completa, es natural que un agente racional elimine todas las
estrategias estrictamente dominadas antes de tomar una decisién. Esto lleva al con-
cepto de dominacién estricta iterada, que puede ser utilizado para ayudar a resolver
un juego matricial. La dominacién estricta iterada implica eliminar todas las estrate-
gias estrictamente dominadas en un juego dado. Al hacerlo, reducimos el nimero de
posibilidades y, en algunos casos, podemos llegar a un resultado razonable para el
juego. En El Dilema del Prisionero en la Tabla 2.1, claramente NC esta estrictamente
dominada por C para ambos agentes; asi, al eliminar NC, se encuentra que (C, C) es
un resultado razonable del juego.

2.2.5. Equilibrio de Nash

La mayoria de los juegos no cooperativos no son solubles por dominancia itera-
da, por lo que se deben investigar conceptos alternativos de solucién. En este sen-
tido, el concepto de solucién més aceptado para un juego no cooperativo es el de
un equilibrio de Nash, introducido por John E. Nash en su trabajo seminal [14]. En
términos generales, un equilibrio de Nash es un estado de un juego no cooperati-
vo donde ningiin agente puede mejorar su recompensa cambiando su estrategia, si
los otros agentes mantienen sus estrategias actuales. Formalmente, cuando se trata
de estrategias puras, es decir, elecciones deterministicas por parte de los agentes, el
equilibrio de Nash se define de la siguiente manera: Un equilibrio de Nash en estra-
tegia pura de un juego no cooperativo G = (N, (S;)ien, (14;)ien) es un perfil de estra-
tegia s* € S tal que Vi € N tenemos lo siguiente: u;(s?,s* ;) > u;(s;,s*;),Vs; € S;.

En otras palabras, un perfil de estrategia es un equilibrio de Nash en estrategia
pura si ningtn agente tiene incentivo para desviarse unilateralmente a otra estrate-
gia, dado que las estrategias de los otros agentes permanecen fijas. En el caso de que
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tengamos u;(s’,s* ;) > ui(s;,s*,),Vs; € Si,s; # s*,Vi € N, el equilibrio de Nash se
dice que es estricto.

Con esta definicién, podemos verificar si se puede encontrar una solucién de
equilibrio de Nash para el Dilema del Prisionero estudiando posibles desviaciones
de los agentes para cada combinacién de estrategias. Al inspeccionar la Tabla 2.1 po-
demos encontrar facilmente que (C, C) es el tinico equilibrio de Nash de este juego.
Si repetimos este andlisis para diferentes juegos, podriamos deducir las siguientes
declaraciones con respecto al concepto de un equilibrio de Nash en estrategia pura:

= Existencia y multiplicidad: Un juego no cooperativo puede admitir cero, uno o
multiples equilibrios de Nash.

» Eficiencia: Un equilibrio de Nash no es necesariamente el mejor resultado, des-
de la perspectiva de la recompensa.

Por lo tanto, al estudiar los equilibrios de Nash de un juego, los puntos clave
de interés son la existencia, multiplicidad y eficiencia. Por ejemplo, juegos como el
Dilema del Prisionero admiten un tinico equilibrio de Nash en estrategia pura, jue-
gos como el Juego de la Gallina (que se presentard mas adelante) admiten multiples
equilibrios de Nash, mientras que un juego como el Juego de Descoordinacién (que
también se presentard mds adelante) no tiene equilibrio de Nash en estrategia pura.

Con respecto a la eficiencia, en el Dilema del Prisionero, como se mencioné en
la subseccién anterior, el equilibrio de Nash en estrategia pura del juego (-4, -4) es
ineficiente. Por ejemplo, los dos prisioneros podrian hacerlo mejor, es decir, lograr
(-2, -2), si ambos eligen no confesar (NC); sin embargo, este resultado no es estable
en un entorno no cooperativo, es decir, no es un punto de equilibrio, ya que existen
posibles desviaciones unilaterales. Esto demuestra que, aunque cooperar no confe-
sando daria a cada agente una mejor recompensa de -2, la avaricia de cada prisionero
conduce a un resultado ineficiente. Esto demuestra que la solucién de equilibrio de
Nash en estrategia pura de un juego no cooperativo puede ser ineficiente.

2.2.6. Estrategias mixtas

Hasta ahora, el principal enfoque en el estudio de juegos estratégicos ha sido
en estrategias puras y equilibrios de Nash puros. Como se mencion6 anteriormente,
una estrategia pura es una selecciéon deterministica de una estrategia por un agente
dado. Sin embargo, en general, un agente puede ser capaz de seleccionar cada es-
trategia pura con cierta probabilidad, que es la base del concepto de una estrategia
mixta. Para un agente dado, una estrategia mixta consiste en un ndmero de posibles
movimientos que son elegidos con una distribucién de probabilidad.

Dado un juego estratégico G = (N, (S;)ien, (Ui)ien), para cada agente i defi-
nimos ) ; como el conjunto de distribuciones de probabilidad sobre su conjunto
de estrategias S;. Una estrategia mixta o;(s;) € Y de un agente i es una distri-
bucién de probabilidad sobre las estrategias puras s; € S;. Por ejemplo, cuando
el conjunto S; es finito, entonces ¢; es una funcién de densidad de probabilidad
de las estrategias puras. Dado el perfil de estrategias mixtas ¢ € ¥ = [NV, Y
y asumiendo que los conjuntos de estrategias puras S; son finitos, dejamos que
sup(o;) = {s; € Si|oi(s;) > 0} denote el soporte del conjunto de estrategias que
se les asignan probabilidades positivas. Por consiguiente, la recompensa para una
estrategia mixta corresponde al valor esperado de los perfiles de estrategia pura en
su soporte, es decir, u;(0) = Eses(]_[}il 0i(sj))ui(si,s—;), donde u;(s;,s_;) es la re-
compensa de estrategia pura para una tupla N de estrategias (s;,s_;).
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Ahora podemos definir el concepto de equilibrio de Nash de estrategias mixta
MSNE: Un perfil de estrategia mixta ¢* € }_ es un equilibrio de Nash de estrategia
mixta si, para cada agente i € N, tenemos: u;(c;,0*;) > u;(0;,0*,),Vo; € .

Note que un equilibrio de Nash de estrategia pura también puede considerarse
como un equilibrio de Nash de estrategia mixta con un perfil de estrategia mixta en
el que cada agente selecciona una estrategia con probabilidad 1 (una estrategia pura)
mientras asigna cero probabilidad a todas las demds estrategias.

Es crucial entender el concepto de estrategias mixtas, ya que nos permite presen-
tar el resultado més importante y crucial de la teoria de juegos, que es el siguiente
teorema de Nash: "Todo juego no cooperativo finito en forma estratégica tiene al
menos un equilibrio de Nash de estrategia mixta"[14].

Para concluir, el equilibrio de Nash en estrategias mixtas o puras proporciona
un poderoso concepto de solucién para juegos estratégicos no cooperativos que ha
revolucionado la teoria de juegos desde el trabajo de Nash. Como se veré en el resto
de este trabajo, muchas aplicaciones, conceptos y clases de juegos tratan con mode-
los y soluciones que, de una forma u otra, se basan en conceptos inspirados en el
equilibrio de Nash.

2.2.7. Eficiencia de equilibrios

En las subsecciones anteriores, estudiamos principalmente la existencia y carac-
terizacion de los equilibrios de Nash, tanto en estrategias puras como mixtas. Por
ejemplo, el teorema de Nash afirma que, en una amplia clase de juegos, siempre
existe al menos un equilibrio de Nash de estrategia mixta. Sin embargo, una vez
que hemos verificado la existencia (para estrategias puras) y nimero de equilibrios,
es importante seleccionar un equilibrio que sea deseado en el juego, por ejemplo,
Optimo o eficiente. Una medida importante de eficiencia se puede encontrar en el
concepto de optimalidad de Pareto, definido de la siguiente manera: Un perfil de es-
trategia s € S es Pareto-superior a otro perfil de estrategia s’ € S si, para cada agente
i € N, tenemos: u;(s;,s_;) > u;(s,s’ ;), con desigualdad estricta para al menos un
agente. En consecuencia, un perfil de estrategia s° € S es Pareto-6ptimo si no existe
otro perfil de estrategia que sea Pareto-superior a s°.

El resultado de un juego es Pareto-6ptimo si no hay otro resultado que haga que
cada agente esté al menos igual de bien y al menos un agente estrictamente mejor.
Por lo tanto, un resultado Pareto-6ptimo no se puede mejorar sin perjudicar al menos
a un agente. Como resultado, en juegos donde existe un gran niimero de equilibrios
de Nash, es deseable seleccionar un equilibrio Pareto-6ptimo, si es posible. Sin em-
bargo, se debe notar que a menudo los equilibrios de Nash no son Pareto-6ptimo y
los Pareto-6ptimo no son equilibrios de Nash. Por ejemplo, en el Dilema del Prisio-
nero, un punto Pareto-6ptimo es el punto (NC, NC), es decir, (—2, —2), porque no se
puede mejorar la recompensa para un prisionero sin disminuir la recompensa para
el otro, al pasar de (—2,—2) a (—5,0), el prisionero 2 mejora mientras que el prisio-
nero 1 tiene un peor desempenio. Note que los puntos (—5,0) y (0, —5) también son
puntos Pareto-6ptimos. Ademds, notamos que el equilibrio de Nash (—4, —4) del Di-
lema del Prisionero no es Pareto-6ptimo ya que podemos mejorar las recompensas
para ambos prisioneros moviéndonos al punto (—2, —2), que es Pareto-6ptimo. El
Dilema del Prisionero ilustra una situacién donde 3 de los 4 resultados posibles son
Pareto-6ptimos, sin embargo, el equilibrio de Nash resulta ser el que no es eficiente.

Para mas informacién sobre Teoria de Juegos, referirse al libro [15].
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2.3. Modelado de Redes de Comunicacion con Teoria de Jue-
g0s

2.3.1. Introduccion

Los avances recientes en tecnologia y la creciente necesidad de computacion y
comunicacion ubicuas han llevado a una necesidad incesante de nuevos marcos ana-
liticos que sean adecuados para abordar los numerosos desafios presentes en la te-
lecomunicaciones. Como resultado, en los tltimos afios, la teoria de juegos se ha
convertido en una herramienta central para el disefio de futuras redes inaldambricas
y de comunicacion. Esto se debe principalmente a la necesidad de incorporar reglas
y técnicas de toma de decisiones en los nodos de comunicacién e inaldmbricos de
préxima generacion, para permitirles operar de manera eficiente y satisfacer las ne-
cesidades de los usuarios en términos de servicios de comunicacién (por ejemplo,
transmisién de video a través de redes moéviles, acceso a Internet ubicuo, uso simul-
tdneo de multiples tecnologias, intercambio de archivos peer-to-peer, etc.).

Uno de los ejemplos mds populares de la teoria de juegos en redes inalambricas
se relaciona con el modelado del problema de control de potencia en redes celulares
mediante juegos no cooperativos. Por ejemplo, en la subida de un sistema celular,
los investigadores e ingenieros se han preocupado por el problema de disefiar un
mecanismo que permita a los usuarios regular su potencia de transmisién, dado la
interferencia que causan (o que es causada por otros usuarios) en la red. Al hacerlo,
los investigadores pudieron trazar una sorprendente similitud entre los problemas
de control de potencia y la teoria de juegos no cooperativos. En un juego no coope-
rativo, varios agentes estan involucrados en una situaciéon competitiva en la cual,
cada vez que un agente elige una estrategia, esta jugada tiene un impacto en la re-
compensa (por ejemplo, una medida de beneficio o ganancia) de los otros agentes.
De manera similar, en un juego de control de potencia, tenemos una situacién com-
petitiva en la cual el nivel de potencia de transmisién (estrategia) de un usuario
inaldmbrico puede impactar positiva o negativamente (debido a la interferencia) en
la tasa de transmisién y la calidad del servicio de los otros usuarios. Como resultado,
se ha demostrado que resolver un juego de control de potencia es equivalente a re-
solver un juego no cooperativo, por ejemplo, encontrando un equilibrio de Nash. El
control de potencia es solo un ejemplo en el cual la teoria de juegos puede ser utili-
zada para disefiar redes inaldmbricas y de comunicacién de préxima generacion. De
hecho, tras los primeros trabajos sobre juegos no cooperativos en control de poten-
cia, han surgido una plétora de nuevas areas de aplicacién para la teoria de juegos
en las comunidades de inaldmbricas, comunicaciones y procesamiento de sefiales.

El desafio clave al aplicar la teoria de juegos en un contexto de comunicaciones
radica en el hecho de que la teoria de juegos fue desarrollada esencialmente como
una herramienta para ser utilizada en economia y ciencias sociales. Por lo tanto, el
aprovechamiento de la teoria de juegos para su uso en aplicaciones de ingenierfa
viene acompafiado de muchas dificultades. Por ejemplo, los investigadores intere-
sados en aplicar modelos de teorfa de juegos a problemas en redes inaldmbricas y
de comunicacién enfrentan muchos obstaculos para encontrar modelos y soluciones
precisos. Esto se debe al hecho de que los modelos de teoria de juegos existentes
no estdn adaptados para hacer frente a problemas especificos de ingenierfa, como
modelar canales inaldmbricos variables en el tiempo, desarrollar funciones de ren-
dimiento (es decir, recompensas) que dependen de métricas de comunicacion res-
trictivas (por ejemplo, tasa de transmisién, retraso de colas, relacién sefial a ruido),
y cumplir con ciertos estindares. Esto ha hecho necesaria una fuente de referencia
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oportuna y completa que pueda guiar a los investigadores e ingenieros de comuni-
caciones en su busqueda para encontrar modelos analiticos efectivos de la teoria de
juegos que puedan aplicarse al disefio de futuras redes inaldmbricas y de comunica-
cion.

Los avances recientes en comunicaciéon inaldmbrica han hecho posible la imple-
mentacién a gran escala de redes inaldmbricas, que consisten en nodos pequefios y
de bajo costo con capacidades simples de procesamiento y redes. Para alcanzar el
destino deseado, como el sumidero de datos, son necesarias transmisiones que de-
penden de multiples saltos. Como resultado, la optimizacién del enrutamiento es
un problema critico que involucra muchos aspectos como la calidad del enlace, la
eficiencia energética y la seguridad. Ademads, los nodos pueden no estar dispues-
tos a cooperar completamente. Desde la perspectiva del nodo, reenviar los paquetes
que llegan consume su limitada energia de bateria, por lo que puede no estar en el
interés del nodo reenviar todos los paquetes que llegan. Ademads, hacerlo afectara
negativamente la conectividad de la red. Por lo tanto, es crucial disefiar un meca-
nismo de control distribuido que fomente la cooperacién entre los nodos multi-salto
participantes.

2.3.2. Conceptos basicos de los juegos de enrutamiento

Una red se define por un grafo dirigido G = (V, E), con un conjunto de vértices
V y un conjunto de canales E. Un conjunto {(s1,d1), ..., (S, dx) } consiste en pares de
vértices fuente-destino. Cada agente se identifica con un paquete. Diferentes agen-
tes pueden originarse de diferentes vértices fuente y pasar informacién a diferentes
vértices destino. Usamos P; para denotar las rutas s; — d; de una red multi-salto y
definimos IP = UK | P,. Permitimos que el grafo G contenga canales paralelos, y un
vértice puede participar en multiples pares fuente-destino.

Cada canal e de una red tiene una funcién de costo w, y son siempre positivas.
Todas estas suposiciones son razonables en aplicaciones inalambricas. Note que el
costo de cada canal estd determinado tanto por la naturaleza (como la calidad del
enlace) como por las acciones de los agentes. Por ejemplo, el costo representa una
cantidad que aumenta con la congestién de la red (cuando los agentes utilizan de-
masiado el canal). La recompensa para un agente U; generalmente se formula como
la suma del costo sobre las rutas seleccionadas, y depende de los flujos.

En el juego de enrutamiento de una red multi-salto, la estrategia s; para cada
agente es elegir el flujo 6ptimo (por ejemplo, con el costo total minimo). El flujo es un
vector no negativo indexado por el conjunto IP de rutas fuente-destino. En tal juego
de enrutamiento, varios tomadores de decisiones independientes (agentes) interac-
taan para formar un grafo de red. Dependiendo de los objetivos de cada agente, los
flujos finales de la red resultan de las decisiones individuales de los agentes. Denota-
mos por Gg, s ; al grafo G formado cuando el agente i juega una estrategia s; mientras
que todos los demds nodos mantienen sus estrategias s_; = [s1, ..., 5i—1,Si+1, .-, SK]-
Para analizar el resultado de tal juego, primero podemos recordar la definicién de
un equilibrio de Nash como el punto estable en el que ningtn agente puede mejorar
unilateralmente su rendimiento cambiando solo su propia estrategia.

A continuacién, presentamos un ejemplo de la paradoja de Braess [16] y sus apli-
caciones en redes inaldmbricas, para mostrar cémo formular el juego en una red
multi-salto. La paradoja de Braess afirma que agregar capacidad adicional a una red,
cuando las entidades en movimiento eligen egoistamente su ruta, puede, en algunos
casos, reducir el rendimiento general. Esto se debe a que el equilibrio de Nash de tal
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FIGURA 2.2: Ejemplo de la paradoja de Braess.

sistema no es necesariamente 6ptimo a nivel global. Formalmente, la paradoja se es-
tablece de la siguiente manera [16]: Para cada punto de una red de carreteras, se da el
numero de coches que parten de él y el destino de los coches. Bajo estas condiciones,
se desea estimar la distribucién de congestién de trafico. Si una calle es preferible
a otra depende no solo de la calidad de la carretera, sino también de la congestion.
Si cada conductor toma el camino que le parece més favorable, los tiempos de reco-
rrido resultantes no tienen por qué ser minimos. Ademds, se indica con un ejemplo
que agregar una carretera nueva a la red puede causar una redistribucién del tréfico
que resulte en tiempos de recorrido individuales mas largos.

Consideremos la red mostrada en la Fig. 2.2 como un ejemplo, en la que 4000
conductores desean viajar de Inicio a Fin. El tiempo de viaje en minutos en la carre-
tera Inicio-A es un namero proporcional al ntiimero de viajeros, T minutos dividido
por 100, y en Inicio-B es un constante de 45 minutos. Si la carretera punteada no
existe (asi que la red de trafico tiene un total de cuatro carreteras), el tiempo necesa-
rio para conducir la ruta Inicio-A-Fin con A conductores seria 1’% + 45, y el tiempo
necesario para conducir la ruta Inicio-B-Fin con B conductores seria WBO +45. Siuna
ruta es mds corta que la otra, esto no seria un equilibrio de Nash porque cualquier
conductor racional cambiaria de la ruta mas larga a la mas corta. Como hay 4000
conductores, el hecho de que A + B = 4000 puede ser utilizado para resolver que
A = B = 2000 cuando el sistema estd en equilibrio, y por lo tanto cada ruta toma
% + 45 = 65 minutos en ambas rutas.

A continuacién, suponemos que la linea punteada es una carretera con un tiempo
de viaje muy pequefio, de aproximadamente 0 minutos. En esta situacién, todos
los conductores elegirdn el camino Inicio-A-B, porque Inicio-A-B tomara 40 minutos
en el peor de los casos, mientras que Inicio-B siempre es 45 minutos. Al llegar a
A, cada conductor racional decidird tomar la carretera “gratuita” a B y continuar
hacia Fin, ya que A-Fin siempre es 45 minutos, mientras que A-B-Fin es en el peor
de los casos 40 minutos. El tiempo de viaje de cada conductor es 450 + 2% — 80
minutos, un aumento de los 65 minutos requeridos cuando la rapida carretera A-
B no existia. Ningtin conductor tiene incentivo para cambiar, ya que las dos rutas
originales (Inicio-A-Fin y Inicio-B-Fin) son ahora ambas 85 minutos. Si todos los
conductores acordaran no usar la ruta A-B, todos se beneficiarian, reduciendo sus
tiempos de viaje en 15 minutos. Sin embargo, debido a que cualquier conductor
individual siempre se beneficiard tomando la ruta A-B, la distribucién socialmente
6ptima no es estable, y por eso ocurre la paradoja de Braess.

Ahora consideramos un escenario de red inaldmbrica en el que ocurre la paradoja
de Braess. Consideramos una red de una sola celda con dos puntos de acceso (APs)
a los cuales estdn conectados varios usuarios méviles, como se muestra en la Fig. 2.3.
Supongamos que el primer punto de acceso, denotado por AP;, ofrece una tasa fija rr
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FIGURA 2.3: Celda tinica con dos puntos de acceso diferentes, uno
que ofrece una tarifa fija rr y el otro que ofrece una tarifa ry (1) que
depende del ntimero n de usuarios conectados a ella.

y que la tasa ofrecida por el segundo punto de acceso, denotado por AP,, ofrece una
tasa ry(n) que depende del namero de usuarios conectados a él. Un ejemplo de tal
sistema en la practica seria una red que tiene dos tipos de puntos de acceso. El primer
tipo es un punto de acceso que utiliza un esquema de acceso multiple ortogonal (por
ejemplo, TDMA) en el que cada usuario obtiene una tasa fija. El segundo tipo es un
punto de acceso que ofrece una tasa variable que depende del nimero de usuarios
conectados a él. Un ejemplo de tal punto de acceso podria basarse en un sistema
CDMA, en el cual cuanto mds usuarios estén conectados al sistema, mayor es la
interferencia. Esto conduce a una relacién sefial-a-interferencia-y-ruido (SINR) més
baja y, por lo tanto, a una tasa menor. Podemos demostrar que si intentamos mejorar
el sistema permitiendo una conexién intersistema, es decir, una conexién entre los
dos tipos de APs, eventualmente puede llevar a un rendimiento que es peor que
en el sistema original. Esto sucede debido al egoismo de los usuarios, y es similar
a la paradoja de Braess original que se estudi6 en redes de transporte, en la que
agregar una nueva carretera rapida no necesariamente mejora el rendimiento de los
vehiculos.

Finalmente, existen diferentes formas de reforzar la cooperacién en la red in-
aldmbrica multi-salto. El hecho de que los nodos distribuidos no tienen informacién
exacta sobre los demds, actiian egoistamente para optimizar sus propios rendimien-
tos, nos lleva a aplicar un enfoque de teoria de juegos al problema de enrutamiento
[15, 17]. En [18], la teoria de juegos repetidos se aplica a problemas de enrutamien-
to. En [19], los autores proponen un marco de juego repetido para el acceso multi-
ple utilizando el mantenimiento de carteles. Una solucién Tit-for-Tat se propone en
[20] para redes inaldmbricas multi-salto. En [21], la asignacién de recursos de acceso
multiple se estudia utilizando un enfoque de teoria de juegos. En [22], los autores
consideran una politica de castigo menos agresiva, en la que el nodo usa la proba-
bilidad de reenvio minima entre sus vecindarios como su probabilidad de reenvio
después de detectar el mal comportamiento. Felegyhazi et al. [23] consideran un
modelo para mostrar la cooperacién entre los nodos participantes y proporcionan
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condiciones suficientes sobre la topologia de la red bajo las cuales cada nodo que
emplea la estrategia de castigo resulta en un equilibrio de Nash. Srinivasan et al.
[24] proporcionan un marco matematico para la cooperacion en redes ad-hoc, que
se centra en los aspectos energéticamente eficientes de la cooperaciéon. En [25], los
autores se centran en las propiedades de los mecanismos de imposiciéon de coopera-
cion utilizados para detectar y prevenir el comportamiento egoista de los nodos en
una red ad hoc. En [26] y [27], los autores definen protocolos basados en un sistema
de reputacién. En [28, 29], se estudian la dindmica evolutiva y los juegos potenciales
para el enrutamiento no cooperativo. En [30, 31], se propone un modelo de teoria
de juegos para protocolos colaborativos en redes inaldmbricas multi-salto egoistas y
libres de tarifas. Un enfoque de juego bayesiano dindmico se estudia en [32] para el
enrutamiento en redes ad hoc inalambricas.

Para mds informacién sobre Modelado de Redes de Comunicacién con Teoria de
Juegos, referirse a los libros [33, 34].

2.4. Algoritmos de Aprendizaje por Refuerzo Multi-Agente

2.4.1. Introduccion

Las secciones anteriores introdujeron modelos de juego como conceptos de so-
lucién para definir lo que significa que los agentes actiien de manera éptima en un
juego. En esta seccion, presentaremos métodos para calcular soluciones para juegos.
El método principal por el cual buscamos calcular soluciones es mediante el aprendi-
zaje por refuerzo (RL), en el que los agentes prueban repetidamente acciones, hacen
observaciones y reciben recompensas. Andlogo a la terminologia estandar de RL,
usamos el término episodio para referirnos a cada ejecuciéon independiente de un
juego. Los agentes aprenden sus politicas basadas en datos (es decir, observaciones,
acciones y recompensas) obtenidos de miltiples episodios en un juego.

Para establecer el contexto de los algoritmos presentados en este trabajo, esta
seccion comenzara delineando un marco general de aprendizaje por refuerzo multi-
agente (MARL). Luego introduciremos dos enfoques basicos de aplicaciéon de RL en
juegos, llamados aprendizaje centralizado e independiente, ambos reducen el pro-
blema multi-agente a un problema de agente tnico. El aprendizaje centralizado apli-
ca RL de agente tinico directamente al espacio de acciones conjuntas para aprender
una politica central que elige acciones para cada agente, mientras que el aprendizaje
independiente aplica RL de agente tinico a cada agente de forma independiente para
aprender politicas de agente, ignorando esencialmente la presencia de otros agentes.

El aprendizaje centralizado e independiente sirven como un punto de partida
atil para discutir varios desafios importantes enfrentados por los algoritmos MARL.
Un desafio caracteristico de MARL es la no estacionariedad del entorno debido a
multiples agentes aprendiendo, lo que puede llevar a un aprendizaje inestable. La
seleccion de equilibrio es el problema de qué soluciéon de equilibrio deben acordar
los agentes y como pueden lograr un acuerdo. Otro desafio es la asignacién de cré-
dito multi-agente, en la que los agentes deben inferir qué acciones contribuyeron
a una recompensa recibida. Finalmente, los algoritmos MARL suelen enfrentar un
crecimiento exponencial del espacio de accién conjunta a medida que aumenta el
numero de agentes, lo que lleva a problemas de escalabilidad.

Comenzamos definiendo el aprendizaje en juegos y el resultado de aprendizaje
deseado. En aprendizaje automaético, el aprendizaje es un proceso que optimiza un
modelo o funcién basado en datos. En nuestro contexto, el modelo es una politica
conjunta que generalmente consiste en politicas para cada agente, y los datos (o
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FIGURA 2.4: Elementos de un proceso de aprendizaje general en
MARL.

“experiencias”) consisten en el feedback recibido durante el juego. El objetivo del
aprendizaje es una solucién del juego, definida por un concepto de solucion elegido.
Asi, este proceso de aprendizaje implica varios elementos, mostrados en la Fig. 2.4 y
detallados a continuacién.

El modelo de juego define el entorno multi-agente y cémo los agentes pueden
interactuar. Los modelos de juego, en nuestro contexto, incluyen juegos en forma
normal no repetidos y juegos en forma normal repetidos. Los datos utilizados para
el aprendizaje consisten en un conjunto de z historias, D* = {h'|e = 1,...,z},z > 0.
Cada historia h'e fue producida por una politica conjunta 7t utilizada durante el
episodio e. A menudo, D* contiene la historia hasta ahora del episodio en curso z
y las historias de episodios anteriores e < z. El modelo de juego elegido determina
la condicién de la politica conjunta aprendida. En un juego en forma normal no
repetido (donde los episodios terminan después de un paso de tiempo), las politicas
71; no estan condicionadas en historias, es decir, son distribuciones de probabilidad
simples sobre acciones. En un juego en forma normal repetido, las politicas estan
condicionadas en historias de acciones i = {a°, ..., at~}.

Un algoritmo de aprendizaje IL toma los datos recolectados D y la politica con-
junta actual 7%, y produce una nueva politica conjunta, 7*™! = IL(D?, 7). La politica
conjunta inicial ¥ es tipicamente aleatoria. El objetivo del algoritmo de aprendizaje
es una politica conjunta 77* que satisface las propiedades de un concepto de solucién
elegido. Anteriormente, por ejemplo, introdujimos un posible concepto de solucion,
el equilibrio de Nash.

El algoritmo IL puede consistir en si mismo de multiples algoritmos de aprendi-
zaje que aprenden politicas de agentes individuales, como un algoritmo IL; para cada
agente i. Cada uno de estos algoritmos puede usar diferentes partes de los datos en
D?, o usar sus propios datos D como en el aprendizaje independiente. Ademads, una
caracteristica importante del RL es que el algoritmo de aprendizaje estd activamente
involucrado en la generacién de los datos explorando acciones, en lugar de simple-
mente consumir pasivamente los datos. Por lo tanto, las politicas producidas por
el algoritmo de aprendizaje pueden aleatorizar activamente sobre las acciones para
generar datos ttiles para el aprendizaje.

2.4.2. Reduccién a Agente Unico

El enfoque maés tipico para usar RL para aprender politicas de agentes en siste-
mas multi-agente es esencialmente reducir el problema de aprendizaje multi-agente
a un problema de aprendizaje de agente tinico. En esta seccién, presentaremos dos
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de estos enfoques: el aprendizaje centralizado aplica RL de agente tnico directa-
mente al espacio de acciones conjuntas para aprender una politica central que elige
acciones para todos los agentes; y el aprendizaje independiente aplica RL de agente
tnico de manera independiente a cada agente para aprender politicas independien-
tes, ignorando esencialmente la presencia de otros agentes.

Aprendizaje Centralizado

El aprendizaje centralizado entrena una tnica politica central 77, que recibe las
observaciones locales de todos los agentes y selecciona una accién para cada uno de
ellos, eligiendo acciones conjuntas de A = A; X ... X A,. Esto esencialmente reduce
el problema multi-agente a un problema de agente tinico, y podemos aplicar algorit-
mos existentes de RL de agente tnico para entrenar 77.. Un ejemplo de aprendizaje
centralizado se llama Q-learning centralizado (CQL, inspirando en el famoso algo-
ritmo Q-learning de aprendizaje por refuerzo de agente tinico [35]) y se observa en el
Algoritmo 1. Este algoritmo mantiene valores de accién conjunta Q(a) para acciones
conjuntas 2 € A. El aprendizaje centralizado puede ser ttil porque evita los aspec-
tos multi-agente de la no estacionariedad (la adaptacién colectiva continua de las
politicas de aprendizaje de los agentes crea dindmicas ciclicas y cambiantes) y pro-
blemas de asignacién de crédito (la identificacion de las contribuciones individuales
de los agentes a las recompensas colectivas entre multiples agentes interactuantes).
Sin embargo, en la practica, este enfoque tiene también una serie de limitaciones.

Algorithm 1 Q-learning centralizado (CQL) para juegos repetitivos

Require: Inicializar: Q(a) =0ya € A=A =A; x..xX Ay

Repetir para cada episodio:

fort = 0 to t,,,c do
Si un ntimero aleatorio generado >e: Elegir una accién conjunta a’ € A aleato-

ria.
Sino: Elegir una accién conjunta a’ € argmax,Q(a)
Aplicar a' en el juego y observar las recompensas 7%, ..., !,
Transformar las rﬁ, . r; individuales en un valor escalar de recompensas rt
Q(a*1) = Q(a) + alr' + y(maxy (Q(a))) — Q(a’)]

end for

La primera limitacién a tener en cuenta es que, para aplicar RL de agente tinico,
el aprendizaje centralizado requiere transformar la recompensa conjunta (71, ..., )
de cada uno de los jugadores en una tnica recompensa escalar r. En el caso de juegos
de recompensa comtn, en los que todos los agentes reciben recompensas idénticas,
podemos usar r = r; para cualquier i. En este caso, si usamos un algoritmo de RL
de agente tinico que garantiza aprender una politica 6ptima, entonces estd garan-
tizado que aprenda una politica central 77 para el juego de recompensa comun de
tal manera que 7. sea un equilibrio correlacionado Pareto-6ptimo. La optimalidad
del algoritmo de RL de agente tinico significa que 7. logra rendimientos esperados
maximos. Por lo tanto, ya que la recompensa se define como r = r; para todos los i,
sabemos que 7, es Pareto-6ptimo porque no puede haber otra politica que logre un
mayor rendimiento esperado para cualquier agente. Esto también significa que nin-
gln agente puede desviarse unilateralmente de su accién dada por 7. para mejorar
sus rendimientos, lo que hace de 7t un equilibrio correlacionado.
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Lamentablemente, para juegos de suma cero y suma general, no esta claro como
deberia realizarse la escalarizacion de la recompensa. Si uno estd interesado en maxi-
mizar el bienestar social en juegos de suma general, una opcién es usar r = ) ; ;. Sin
embargo, si la soluciéon deseada es un tipo de solucién de equilibrio, entonces puede
que no exista ninguna transformacién escalar que conduzca a politicas de equilibrio.

La segunda limitacion es que al entrenar una politica sobre el espacio de accién
conjunta, ahora tenemos que resolver un problema de decisién con un espacio de
accion que crece exponencialmente en el niimero de agentes. Por ejemplo, en un
juego donde hay tres agentes que eligen entre seis acciones, esto lleva a un algoritmo
de aprendizaje central que tiene que aprender en un espacio de accién conjunta con
63 = 216 acciones. Incluso para este simple ejemplo, la mayorfa de los algoritmos
estdindar de RL de agente tinico no escalan facilmente a espacios de accién de este
tamario.

Finalmente, una limitacién fundamental del aprendizaje centralizado es debido
a la estructura inherente de los sistemas multi-agente. Los agentes son a menudo en-
tidades localizadas que estdn distribuidas fisica o virtualmente. En tales configura-
ciones, la comunicacion de una politica central 7. a los agentes y viceversa puede no
ser posible o deseable, por varias razones. Por lo tanto, tales sistemas multi-agente
requieren politicas de agentes locales 7; para cada agente i, que acttian sobre las
observaciones locales del agente i e independientemente de otros agentes. La proxi-
ma seccién introducira el enfoque de aprendizaje independiente que elimina estas
limitaciones, a expensas de introducir otros desafios.

Aprendizaje Descentralizado

En el aprendizaje independiente (a menudo abreviado como IL), cada agente i
aprende su propia politica 7r; utilizando solo su historia local de observaciones, ac-
ciones y recompensas propias, mientras ignora la existencia de otros agentes [36, 37].
Los agentes no observan ni usan informacién sobre otros agentes, y los efectos de las
acciones de otros agentes son simplemente parte de la dindmica del entorno desde
la perspectiva de cada agente de aprendizaje. Asi, similar al aprendizaje centraliza-
do, el aprendizaje independiente reduce el problema multi-agente a un problema de
agente tinico desde la perspectiva de cada agente, y se pueden usar algoritmos exis-
tentes de RL de agente tinico para aprender las politicas de los agentes. Un ejemplo
de aprendizaje independiente basado, otra vez, en Q-learning, llamado Q-learning
independiente (IQL), se muestra en el Algoritmo 2. Aqui, cada agente utiliza su pro-
pia copia del mismo algoritmo.

Algorithm 2 Q-learning independiente (IQL) para juegos repetitivos

(Algoritmo para cada agente i)
Require: Inicializar: Q;(a;) = 0 para todas las a; € A;

Repetir para cada episodio:

fort = 0 to t,, do
Si un ntimero aleatorio generado >e: Elegir una accién a! € A;
Sino: Elegir una accién a! € argmax,,Q;(a;)
(mientras tanto, otros agentes j # i eligen sus acciones a?)
Se juega el juego y se observa la recompensa propia !

Qi(a;™h) = Q(a}) + a[rf + y(max, (Q;(a}))) — Qi(a})]

end for
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Subclass la 1b 2a 2b 3a 3b

# deterministic NE 0 0 2 1 1

# probabilistic NE | | | 0 0

Dominant action? No No No No Yes Yes
Det. jointact. >NE? No Yes No Yes No Yes

IQL converges? Yes No Yes Y/N Yes Y/N

— 2

FIGURA 2.5: Convergencia de Q-learning (IQL) independiente “infi-
nitesimal” en juegos de forma normal de suma general con dos agen-
tes y dos acciones.

El aprendizaje independiente evita naturalmente el crecimiento exponencial en
los espacios de accion que afecta al aprendizaje centralizado, y puede ser utilizado
cuando la estructura del sistema multi-agente requiere politicas de agentes locales.
También no requiere una transformacién escalar de la recompensa conjunta, como
es el caso en el aprendizaje centralizado, ya que cada agente desea maximizar tni-
camente su propia recompensa. La desventaja del aprendizaje independiente es que
puede verse significativamente afectado por la no estacionariedad causada por el
aprendizaje concurrente de todos los agentes. En un algoritmo de aprendizaje inde-
pendiente como IQL, desde la perspectiva de cada agente i, las politicas 7t; de otros
agentes j # i se convierten en parte de la dindmica del entorno.

A medida que cada agente j contintia aprendiendo y actualizando su politica
7, las probabilidades de accién de 7t en cada iteracién pueden cambiar. Asi, desde
la perspectiva del agente i, el entorno parece no estacionario, cuando realmente las
Unicas partes que cambian con el tiempo son las politicas 77; de los otros agentes.
Como resultado, los enfoques de aprendizaje independiente pueden producir un
aprendizaje inestable y pueden no converger a ninguna solucién del juego.

Las dindmicas del aprendizaje independiente han sido estudiadas en varios mo-
delos idealizados [38, 39, 40, 41, 42, 43]. Por ejemplo, en [39] estudian un modelo
idealizado de IQL con exploracion epsilon-greedy que utiliza pasos de aprendizaje
infinitamente pequefios & — 0, lo que hace posible aplicar métodos de la teoria de
sistemas dindmicos lineales para analizar la dindmica del modelo. Basado en este
modelo idealizado, se pueden hacer predicciones sobre los resultados de aprendiza-
je de IQL para diferentes clases de juegos en forma normal de suma general con dos
agentes y dos acciones, que se resumen en la Figura 2.5. Estas clases se caracterizan
principalmente por el niimero de equilibrios de Nash deterministas y probabilisticos
que los juegos poseen. Como se puede ver, esta versién idealizada de IQL predice
que convergerd a un equilibrio de Nash en algunas de las clases de juegos, mientras
que en otras puede no converger en absoluto o solo bajo ciertas condiciones. Un ha-
llazgo interesante de este andlisis es que en juegos como el Dilema del Prisionero,
que es miembro de la clase 3b, IQL puede tener un comportamiento caético no con-
vergente que resulta en recompensas que promedian por encima de la recompensa
esperada bajo el tinico equilibrio de Nash del juego.

A pesar de su relativa simplicidad, los algoritmos de aprendizaje independiente
todavia sirven como importantes referencias en la investigaciéon de MARL. De he-
cho, a menudo pueden producir resultados que son competitivos con los algoritmos
de MARL del estado del arte, como se muestra en el estudio [44].
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Para mas informacién sobre Aprendizaje por Refuerzo Multi-Agente, referirse al
libro [45].

2.5. Estado del Arte

2.5.1. Teoria de Juegos Cudntica
Introduccién

El surgimiento de la teoria de juegos cuantica tuvo lugar en la convergencia en la
interseccién de dos de las disciplinas mas destacadas de la ciencia moderna: la meca-
nica cudntica y la teoria de juegos. Esta confluencia de ideas, que se originé a finales
del siglo XX, marcé el nacimiento de un campo de estudio que promete desvelar
misterios tanto en el &mbito de las particulas subatémicas como en la complejidad
de las interacciones de agentes macroscépicos.

La mecénica cudntica, con sus origenes a principios del siglo XX, revolucioné la
comprension fisica del universo al nivel més fundamental. Por otro lado, la teorfa de
juegos, formalizada por John von Neumann y Oskar Morgenstern en su obra de 1944
[46], introdujo un marco formal para el andlisis de estrategias en situaciones de con-
flicto y cooperacién. La fusioén de estos dos campos, sin embargo, no fue inmediata
ni obvia.

El verdadero impulso para la teoria de juegos cudntica surgié con el creciente
interés en la computacion cudntica y la informacién cuantica en las tltimas décadas
del siglo XX. Los investigadores comenzaron a preguntarse si las estrategias y los
modelos de la teoria de juegos cldsica podian ser mejorados o transformados por
los principios de la mecanica cudntica. La idea era audaz: ;podrian las propiedades
cudnticas como la superposicién y el entrelazamiento ofrecer nuevas dimensiones
estratégicas en los juegos?

El hito inicial en este viaje fue la formulacion del primer juego cuédntico. En un
trabajo pionero a finales de los afios 90, David A. Meyer [47] demostré cémo un
juego clasico podia obtener un nuevo aspecto al incorporar elementos cuanticos. Este
experimento mental, mds que un ejercicio teérico, sugeria posibilidades fascinantes:
los juegos cudnticos no solo podian replicar todos los juegos clasicos sino también
ofrecer estrategias y equilibrios completamente nuevos.

A medida que el siglo XXI avanza, la teorfa de juegos cudntica se expandi6 ra-
pidamente, alimentada por el desarrollo tecnolégico en computacion cuédntica y los
avances tedricos en la comprensiéon de sistemas cudnticos complejos. La investiga-
cién en este campo ha desafiado y enriquecido nuestra comprensién de la teoria de
juegos, llevando a interrogantes y descubrimientos que von Neumann y Morgens-
tern dificilmente podrian haber imaginado.

Hoy, la teoria de juegos cudntica no solo es un drea de investigacion activa en
fisica y matematicas, sino que también estd encontrando aplicaciones en campos
tan diversos como economia [48], seguridad [49], e ingenieria [50]. Con cada nuevo
avance, nos acercamos mads a entender como los fundamentos cudnticos del uni-
verso pueden influir en la toma de decisiones, estrategias y, en tltima instancia, en
nuestra comprensiéon del comportamiento de multiples agentes en condiciones de
incertidumbre y competencia.
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Quantum strategy of Player A

!

Entangling gate T Dis-entangling gate
Quantum strategy of Player B

FIGURA 2.6: Circuito cudntico para el esquema de cuantificacién
EWL.

Juegos Cudnticos No-cooperativos

La teoria de juegos no cooperativos es la base matemética para tomar decisio-
nes 6ptimas en situaciones competitivas basadas en la informacién disponible. El
término "juego cudntico"parece haber sido utilizado por primera vez por Eisert, Wil-
kens y Lewenstein en su articulo [51], publicado poco después del trabajo de Meyer.
Estos autores estaban interesados en la cuantizacién de juegos de suma no cero. Ei-
sert et al. muestran que en su implementaciéon computacional cudntica del juego del
Dilema del Prisionero, seguido de una medicién cuantica, los agentes pueden alcan-
zar un equilibrio de Nash que también es 6ptimo de Pareto.

Mas precisamente, Eisert et al. proporcionan una implementacién computacio-
nal cuantica del Dilema del Prisionero. Esta implementacion se reproduce en la Fig.
2.6. Definimos un juego cudntico de estrategia pura (en forma normal) como cual-
quier funcién unitaria Q : ®_,CP% — ®@" CP% donde CP% es el espacio de Hilbert
proyectivo complejo de dimensién d; de estados cudnticos puros que constituye las
estrategias cudnticas puras del agente i. Un juego cudntico mixto seria entonces cual-
quier funcién R : A(®"_,CP%) — A(®" ,CP%) donde A representa el conjunto de
distribuciones de probabilidad sobre el argumento.

En [52], Benjamin et al. argumentan que el equilibrio de Nash en el protocolo
EWL, aunque es teéricamente correcto en términos de juegos, tiene un interés fisico
cudntico limitado. Estos autores proceden a demostrar que cuando se considera una
implementacién més general y significativa desde el punto de vista fisico cudntico
del EWL (al extender de 2 a 3 el nimero de pardmetros que los agentes pueden
modificar en sus estrategias cudnticas), jel Dilema del Prisionero cudntico no tiene
equilibrio de Nash con estrategias puras! Sin embargo, una vez que se introduce la
aleatorizacion a través de distribuciones de probabilidad (estrategias mixtas) en el
Dilema del Prisionero cuédntico, un equilibrio de Nash que es casi 6ptimo, pero atin
asi mds 6ptimo que el disponible en el juego clasico, vuelve a materializarse. Esta
critica fue de hecho abordada por el mismo Eisert en una publicacién posterior [53].

En las casi dos décadas desde el inicio de la teoria de los juegos cudnticos, el
protocolo de cuantizaciéon EWL ha asumido el papel de una definicién de trabajo
para juegos cuanticos no cooperativos para fisicos. Varios resultados notables sobre
la implementacion fisica cuantica de juegos siguieron al trabajo de Eiset et al., como
[54, 55, 56, 57, 58, 59, 60, 61, 62, 63]. Esto puede parecer extrafio ya que uno pensaria



34 Capitulo 2. Marco Teérico

que la comunidad de fisicos estarfa mas interesada en el comportamiento de equili-
brio u 6ptimo de los sistemas cudnticos que en la implementacion fisica cuantica de
juegos. Por otro lado, este escenario tiene sentido desde un punto de vista practico,
ya que con la llegada de realizaciones tecnolégicas de computadoras cuanticas y sis-
temas de comunicacién cudntica, la jugabilidad de los juegos computacionalmente
cudnticos seria de fundamental importancia para la toma de decisiones financieras
y econdmicas. La literatura sobre juegos cudnticos es considerable. Los articulos de
Guo et al. [64] y Khan et al. [65] son un excelentes revisiones del tema.

El entrelazamiento cudntico en un sistema fisico cuantico implica correlaciones
no clésicas entre las observables del sistema. Mientras que Eisert et al. demostraron
que su implementacién computacional cuantica del Dilema del Prisionero producia
correlaciones no cldsicas y resolvia el dilema, en [66], Shimumura et al. establecen
un resultado mads fuerte: que las correlaciones habilitadas por el entrelazamiento
cuantico siempre resuelven dilemas en juegos de suma no cero, y que las correla-
ciones clasicas no necesariamente hacen lo mismo. El entrelazamiento cuantico es
claramente el recurso mds importante para los juegos cuédnticos.

Los trabajos publicados y presentados durante esta tesis de doctorado utilizan
un modelo similar al EWL para los juegos cudnticos no-cooperativos. La descrip-
cién especifica de los algoritmos utilizados para modelar cada juego cuantico esta-
ran presentados en detalle en cada una de las secciones correspondientes a dichos
trabajos.

Realizaciones Experimentales

La implementacién de juegos cudnticos en hardware puede verse como un pe-
querio célculo cudntico, en ese sentido, los requisitos para una buena plataforma en
la que realizar un juego cuantico son los mismos que para una computadora cuadn-
tica. La computadora cuantica puede no necesitar ser una computadora universal,
pero requiere puertas de un solo qubit y de dos qubits. Las computadoras cudnticas
con las capacidades requeridas para juegos cudnticos apenas estdn comenzando a
estar disponibles, y las redes cudnticas completas estdn en su infancia, por lo tan-
to, muchas de las demostraciones experimentales hasta la fecha se han realizado en
hardware que no es ideal desde el punto de vista del criterio mencionado anterior-
mente. Aunque notablemente, a diferencia de muchos algoritmos de computacién
cuantica interesantes, los juegos cudnticos tipicamente se realizan con muy pocos
qubits, lo que los hace una aplicacién atractiva para demostraciones tempranas en
hardware cudntico emergente.

Las implementaciones de juegos cuanticos, méas alld de la computacioén cuanti-
ca, requieren caracteristicas especificas debido a su naturaleza. Esto incluye varios
agentes independientes, posiblemente ubicados remotamente, lo que implica la ne-
cesidad de una red capaz de transmitir recursos cudnticos, como pares entrelazados
distribuidos remotamente, generalmente con fotones. Hasta ahora, no se han realiza-
do experimentos con agentes independientes reales en hardware cuantico en tiempo
real, por lo que las implementaciones actuales son parciales, utilizando hardware
cudntico para ejecutar el circuito del juego con estrategias determinadas te6ricamen-
te. Finalmente, los resultados obtenidos se comparan con los resultados teéricos para
validar el experimento. Los juegos que se han implementado siempre se configuran
para tener una recompensa mayor en el equilibrio cudntico que en el caso clésico,
presumiblemente porque estos son los juegos interesantes para los fisicos cuanticos.
Debido a esto, el efecto del ruido o la decoherencia es casi siempre reducir la recom-
pensa de los agentes. Generalmente se observa que las recompensas en el equilibrio
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de los juegos cudnticos todavia superan al juego cldsico con cierta cantidad de deco-
herencia.

Los investigadores han estado implementando juegos cuédnticos con circuitos 6p-
ticos, ya que tienen varias caracteristicas atractivas. No sufren de la incertidumbre en
el entrelazamiento y pueden tener fidelidades muy altas. Las puertas se implemen-
tan con elementos 6pticos estdindar como divisores de haz y placas de onda. Ademads,
dado que se realizan con fotones, pueden adaptarse naturalmente para trabajar con
agentes remotos.

Una posible implementacion es usar un solo fotén y utilizar multiples grados de
libertad. Tipicamente, el estado de polarizacion del fotén se entrelaza con su modo
espacial. En [67], se utilizé un ldser He-Ne altamente atenuado como fuente de fo-
tén tinico. Los qubits se entrelazan dividiendo el fotén en dos caminos dependiendo
de su polarizacion. Las puertas se realizan mediante rotaciones de polarizacién de
fotones individuales, es decir, agregando placas de onda al camino de los fotones.
Informan un error en la recompensa determinada experimentalmente al tedrico del
1-2%. En otras implementaciones [68, 69], haces de luz inciden en mdscaras holo-
gréficas para producir modos transversales de orden superior de una manera de-
pendiente de la polarizacién. Otra posible implementacién con 6ptica lineal realizan
compuertas mediante mediciones de fotones para jugar al Dilema del Prisionero con
dos agentes, y reportan una fidelidad del 62 % [70].

También se pueden tomar los pares de fotones entrelazados que salen de un cris-
tal no lineal y realizar puertas de la misma manera que se realizan en el caso de
fotén tnico [71, 72]. Estos enfoques han reportado fidelidades de alrededor del 70-
80 %. Un juego cudntico de cuatro agentes ha sido implementado con un proceso
de conversion paramétrica descendente espontdnea que produce cuatro fotones, en
dos pares entrelazados [71]. La informacién se codifica en la polarizacién y el modo
espacial de los fotones. Nuevamente, las fidelidades se reportan cerca del 75 %, lo
que resulta en errores en la recompensa en el equilibrio de alrededor del 10 %.

Las implementaciones 6pticas lineales son prometedoras debido a su capacidad
para realizar juegos con agentes ubicados de forma remota. Sin embargo, también
tienen desventajas. Para ejecutar un circuito diferente, uno debe reorganizar fisica-
mente los elementos 6pticos lineales, como las placas de onda y los divisores de
haz, lo que podria hacerse con pantallas de cristal liquido u otros dispositivos fot6-
nicos, aunque esto podria ser dificil de escalar a implementaciones de juegos més
complicados. Ademads, la produccién de mayores cantidades de pares de fotones
entrelazados es experimentalmente desafiante. Estos hacen que sea dificil escalar
implementaciones con circuitos 6pticos lineales a juegos mds complicados.

Potenciales Aplicaciones

Las aplicaciones de la teoria de juegos convencional han jugado un papel impor-
tante en muchos procesos modernos de toma de decisiones estratégicas, incluyendo
la economia, la seguridad y las comunicaciones. Estas aplicaciones tipicamente re-
ducen un problema especifico del dominio a un escenario de teorfa de juegos, de
tal manera que se puede desarrollar una solucién especifica del dominio estudian-
do la solucién tedrica de juegos. Un ejemplo bien conocido de aplicacién es el juego
de la “Gallina” aplicado a estudios de politica internacional durante la Guerra Fria
[73]. Schelling ha citado el estudio de este juego como influyente en la comprensién
de la crisis de los misiles cubanos. Mds ampliamente, estudiar estos juegos permite
entender cémo los agentes racionales e irracionales seleccionan estrategias.
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El método de reconocer soluciones tedricas formales de juegos dentro de apli-
caciones especificas del dominio también puede extenderse a conceptos de teoria
de juegos cudntica. Esto requiere un modelo para el juego que tenga en cuenta la
inclusién de recursos cudnticos tinicos, incluyendo estados entrelazados comparti-
dos. Por ejemplo, Zabaleta y Arizmendi [74, 75] han investigado un modelo de juego
cudntico para el problema de compartir el espectro en entornos de comunicacién in-
aldmbrica en el que los transmisores compiten por el acceso. Su aplicacién se plantea
como una version del juego de la minoria propuesto por Challet y Zhang [76] y estu-
diado por primera vez en forma cuantizada por Benjamin y Hayden [55] y también
por Flitney y Hollenberg [77]. Para Zabaleta y Arizmendi, una estacién base dis-
tribuye un estado cuantico entrelazado n-partito entre n transmisores individuales,
es decir, agentes, quienes luego aplican estrategias locales a cada parte del estado
cuéntico antes de medir. Basado en los resultados correlacionados observados, los
agentes seleccionan si transmitir (1) o esperar (0). Zabaleta y Arizmendi mostraron
que usar el recurso cudntico en este juego reduce la probabilidad de colisién de trans-
misién por un factor de n mientras se mantiene la equidad en la gestién de acceso.

En una aplicacion relacionada, Solmeyer et al. investigaron un juego de enru-
tamiento cudntico para enviar transmisiones a través de una red de comunicacién
[78]. El juego de enrutamiento convencional ha sido ampliamente estudiado como
una representacion de estrategias de flujo en redes del mundo real, por ejemplo, la
paradoja de Braess que agrega mads rutas no siempre mejora el flujo [79]. Solmeyer et
al. desarrollaron una versién cuantizada del juego de enrutamiento modificada para
incluir un estado cudntico distribuido entre agentes que representan los nodos den-
tro de la red. Cada agente tiene permitido aplicar una estrategia cudntica local a su
parte del estado en forma de una rotacion unitaria antes de medir. Solmeyer et al. si-
mularon el costo total del flujo de la red en términos de latencia total y encontraron
que el costo minimo se realiza cuando se usa un estado parcialmente entrelazado
cudnticamente entre nodos. Notablemente, sus resultados han demostrado que la
paradoja de Braess sigue existiendo pero solo para el caso de entrelazamiento cuan-
tico maximo y nulo. Cuando las redes cudnticas se conviertan en una realidad, con
multiples agentes cudnticos independientes operando aplicaciones distribuidas, la
teoria de juegos cuantica puede no solo proporcionar aplicaciones posibles, sino que
también puede ser necesaria para su andlisis.

En otras aplicaciones més recientes, [80] explora la aplicacién de la teorfa de jue-
gos cudantica en redes cudnticas. Destaca como los juegos cudnticos superan a los
clasicos en aspectos como recompensas y probabilidades de ganar, aplicando estas
ventajas a retos de las redes cuanticas como la distribucion de entrelazamiento y la
topologia de enrutamiento. Los resultados muestran mejoras en la fidelidad de los
enlaces y reduccién de latencia en comunicaciones, proponiendo un marco para fu-
turas investigaciones en optimizacién de redes cuanticas mediante teoria de juegos.
[81] se centra en el anélisis del juego del Coronel Blotto cuantico (QCBG) en el con-
texto de redes de comunicacion cudntica. Examina estrategias clasicas y cuanticas en
el QCBG, explorando los equilibrios de Nash mediante un sistema de aprendizaje
por refuerzo adversarial multiagente. Ademads, discute optimizaciones y problemas
abiertos en la modelacién y andlisis del atascamiento en redes cudnticas, marcando
un avance importante en la transiciéon de la teoria cuantica a aplicaciones préacticas
en comunicaciones de préxima generacion.

[82] explora como la teoria de juegos cudntica puede optimizar el trading de alta
frecuencia (HFT) en computadoras cudnticas. Se enfoca en la implementacién del
Dilema del Prisionero Cuédntico en HFT, demostrando mejoras potenciales en velo-
cidad y ganancias mediante la comunicacién cudntica. Propone que la combinacién
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de teorfa de juegos cooperativos y tecnologia cudntica puede conducir a decisio-
nes mds eficientes y equilibrios Nash Pareto-6ptimos en los mercados financieros.
[83] explora dinamicas de aprendizaje en juegos cuanticos, introduciendo el modelo
"Follow the Quantum Regularized Leader"(FTQL). Se analiza cémo las dindmicas
de estado cuantico mezclado se descomponen en componentes cldsicos y cudnticos,
destacando que soélo los equilibrios cudnticos puros pueden ser estables y atracti-
vos en FTQL. Ademads, se demuestra que las dindmicas FTQL tienen recurrencia de
Poincaré en juegos cuanticos de suma cero, lo que sugiere un nuevo enfoque para
comprender el aprendizaje y la toma de decisiones en entornos cudnticos.

Ademaés del estudio de procesos clédsicos, la teoria de juegos cudntica también
pueden ser usada para el estudio de procesos estrictamente cudnticos. En particu-
lar, varios procesos no cooperativos subyacentes a los enfoques existentes para el
desarrollo de tecnologia cudntica, incluyendo control cudntico [84], correcciéon de
errores cudnticos [65] y criptografia cudntica [85]. Cada una de estas dreas de aplica-
cién requiere una solucién a la competencia entre el usuario y el entorno, que puede
considerarse un ‘agente’ en el escenario teérico de juegos. Las soluciones a estas apli-
caciones especificas requieren un modelo de los procesos cudnticos mecanicos para
dindmicas e interacciones que son mds adecuados para la teorfa de juegos cudntica.

La disponibilidad actual de prototipos de procesadores cuanticos de propdsito
general proporciona oportunidades para el estudio continuo de la teorfa de juegos
cuantica. Esto incluird estudios experimentales de cémo los usuarios interactian
con juegos cudnticos, asi como la traduccién de estrategias cudnticas a escenarios
del mundo real. Sin embargo, es probable que se necesiten redes cuédnticas para las
pruebas de campo de aplicaciones de juegos cudnticos, ya que la mayoria requiere
la distribuciéon de un recurso cudntico entre varios agentes. Junto con operaciones
de entrelazamiento de alta fidelidad, estas redes cudnticas también deben propor-
cionar a los agentes marcos de control clasicos sincronizados e infraestructura. Estas
redes de juegos cudnticos prototipo pueden entonces evolucionar hacia métodos de
enrutamiento mas robustos [65].

2.5.2. Implementaciones de Computadoras Cuanticas

En la bisqueda de avanzar hacia la implementacién préctica de algoritmos ba-
sados en la Teoria de Juegos Cuantica, es crucial analizar las implementaciones ac-
tuales de computadoras cuanticas. Una de las aproximaciones mds prometedoras
y avanzadas en este campo es la utilizaciéon de qubits superconductores [86]. Estas
implementaciones no solo lideran en términos de escalabilidad, con hitos signifi-
cativos en ntimero de qubits, sino que también presentan avances tecnolégicos en
términos de fidelidades y optimizacién energética. Centrarse en las computadoras
cudnticas basadas en qubits superconductores no solo refleja el estado actual del ar-
te en la computacién cudntica, sino que también resulta esencial para comprender
las perspectivas futuras de la computacién cudntica aplicada a la teoria de juegos y
su integracion en sistemas de comunicacién avanzados y algoritmos de aprendizaje
por refuerzo multi-agente. Esta seccion alinea la investigacién con las tendencias y
desarrollos mas prometedores del campo, asegurando que los resultados y andlisis
presentados en esta tesis sean relevantes, actuales y aplicables a los desafios futuros
en fisica, computacion e ingenierfa.
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Fundamentos y Desarrollo Histérico

Los qubits superconductores representan una confluencia revolucionaria entre la
fisica cudntica y la ingenieria, emergiendo como la tecnologia lider en el espacio co-
mercial de la computacién cudntica. Su historia y evolucién, que arranca en los afios
ochenta, se entrelaza con avances fundamentales en la fisica de baja temperatura y
la teorfa cuantica. Empresas lideres como Google, asi como una serie de startups
innovadoras, estan explotando esta tecnologia que promete redefinir los limites del
procesamiento de informacién. Al dia de la escritura de este trabajo IBM tiene el re-
cord con una computadora de 433 qubits, aunque, hasta el momento, la calidad de
estos qubits sigue siendo insuficiente para que sean ttiles a nivel préctico [87].

El viaje hacia la comprension y aplicaciéon de los qubits superconductores co-
mienza con la teoria BCS en 1957 [88, 89], que explica como los pares de Cooper se
comportan a bajas temperaturas, generando el efecto superconductor. Este descubri-
miento fue seguido por el efecto Josephson en 1962 y su verificacion experimental
en Bell Labs en 1963 [90], proporcionando un fundamento teérico crucial para la
manipulacién de fenémenos cudnticos en circuitos superconductores.

En 1985, se realiz6 un salto significativo cuando John Clarke, Michel Devoret y
John Martinis demostraron el Tunelaje Cudntico Macroscépico de una unién Joseph-
son sesgada por corriente, allanando el camino para la creacién del primer "dtomo
eléctrico artificial"[91]. Este hito no solo demostrd la existencia de niveles cuanti-
cos discretos en un sistema macroscépico, sino que también estableci6 la base para
futuras investigaciones en qubits superconductores.

Los qubits transmon, que dominan el campo actualmente, son osciladores anar-
monicos no lineales cuya peculiaridad deriva de la unién Josephson. Esta unién per-
mite una mejor separacion de dos estados de energia en el superconductor que un
simple resonador lineal. Esta anharmonicidad es crucial ya que permite la cuanti-
zacion del flujo de corriente con niveles de energia discretos, controlables mediante
pulsos de microondas en el régimen de 5 GHz, enmarcados en la electrodindmica
cudntica de circuitos (cQED). Esta elecciéon de frecuencias de operacién esta dictada
por un equilibrio entre el costo de la electrénica para frecuencias superiores a 8 GHz
y la interferencia del ruido térmico ambiental para frecuencias inferiores a 4 GHz.

En estos qubits, la superposicién lineal de los dos primeros niveles de energia,
que presentan diferentes funciones de onda relacionadas con la fase y las probabi-
lidades de corriente, es clave para su operacion. Estos estados superpuestos corres-
ponden a un flujo de corriente oscilante en el rango de 10 MHz. La separacién de
estos niveles de energia se facilita por la diferente energia requerida para las transi-
ciones entre los estados base |0) y |1) y otros niveles superiores. En los qubits trans-
mon, la inductancia no lineal de la unién Josephson proporciona un oscilador anhar-
monico en el bucle Josephson, asegurando que la energia necesaria para acceder al
estado |1) sea mayor que la requerida para acceder a niveles superiores, como se
puede observar en la figura 2.7. Esto se alinea con las temperaturas de enfriamiento
del procesador y el ruido ambiental, creando un entorno operativo ideal para los
qubits.

Se requiere cierta cantidad de energia, conocida como el gap de energia, para
romper los pares de Cooper que circulan en un qubit superconductor. Esta es la
razon por la cual los qubits que cuentan con aluminio como el material tipico para
la creacién de la unién Josephson y sus alrededores, operan a alrededor de 15 mK.
En el aluminio, el gap de energia corresponde a 90 GHz a 20 mK. Esto es un orden
de magnitud mayor que la diferencia de energia entre los niveles |0) y |1). Significa
que el qubit puede ser operado con energias mas bajas (en el rango de 4-8 GHz) sin
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FIGURA 2.7: Los qubits superconductores utilizan un oscilador anar-
monico para diferenciar dos niveles de energfa correspondientes al
estado fundamental y excitado del qubit [92, 86].

romper los pares de Cooper de la corriente superconductora y alterar la coherencia
cudntica del qubit [93].

Los qubits transmon han visto varias innovaciones y variaciones, incluyendo
qubits con frecuencias fijas o ajustables, acopladores sintonizables para entrelazar
multiples qubits, y puertas de fase controladas con amplitud y frecuencia variables.
Estas variaciones han permitido reducir significativamente la profundidad de los
circuitos cudnticos, especialmente para la implementacién de la transformada de
Fourier cudntica necesaria en muchos algoritmos [94]. Las técnicas para una lectura
mas rapida de qubits y el uso de qutrits en lugar de qubits también estan siendo
exploradas.

El qubit en si estd acoplado a una cavidad que contiene un resonador, general-
mente implementado como un resonador de guia de onda coplanar. La energia del
sistema se modeliza mediante un Hamiltoniano de Jaynes-Cummings [95], que im-
plica conceptos como el espectro de Jaynes-Cummings, estados vestidos y un régi-
men dispersivo para la lectura de qubits [96].

Los qubits transmon y sus variantes representan un drea de investigacion vi-
brante y en rapida evolucién. Con cada avance en el disefio y la implementacion de
estos qubits, nos acercamos un paso mas a la realizacién de computadoras cuanticas
précticas y eficientes. Los desafios en el camino incluyen mejorar la fidelidad de los
qubits, aumentar su tiempo de coherencia y desarrollar métodos mas eficientes para
la lectura y manipulacién de qubits. Ademas, la biasqueda de nuevos materiales y
arquitecturas de qubits sigue siendo un drea de investigacion activa, prometiendo
descubrimientos emocionantes en el futuro.

Tecnologia y Operaciones de Qubits Superconductores

Los qubits transmon, como se menciond anteriormente, son la variante mds co-
munmente utilizada y explorada por gigantes tecnolégicos como IBM, Google y
IQM. Estos dispositivos operan como osciladores anharménicos no lineales, permi-
tiendo controlar la frecuencia resonante de cada qubit individualmente. Sin embar-
go, la sintonizacién de la frecuencia conlleva una reduccién en la vida atil (T1) del



40 Capitulo 2. Marco Teérico

qubit. Por tanto, resulta més efectivo mantener frecuencias fijas y distintas para cada
qubit, minimizando la interferencia entre ellos.

Las operaciones de un solo qubit se realizan mediante pulsos de microondas
transmitidos a través de cables coaxiales. Estos pulsos se ajustan al nivel /1wy, (ener-
gia necesaria para pasar del estado |0) al |1)), y su amplitud y fase se controlan
cuidadosamente para realizar operaciones especificas. Estas operaciones incluyen
varias compuertas cudnticas con angulos de rotacion ajustables que se generan a
partir de sefiales de microondas en fase y en cuadratura (I y Q), lo que permite una
manipulacién precisa del estado cudntico del qubit [97].

Las puertas de dos qubits se logran mediante un circuito de acoplamiento si-
tuado entre los qubits, que puede ser un simple capacitor o un sistema controlable
dindmicamente. IBM utiliza puertas de resonancia cruzada, mientras que Google y
sus equivalentes chinos emplean un qubit intermedio en su procesador para gestio-
nar este acoplamiento.

La lectura de los qubits varia segtn su tipo. En los transmon, un resonador aco-
plado al qubit se utiliza para transmitir un pulso de microondas y medir su efecto en
la frecuencia y fase del resonador. Esta técnica, conocida como "lectura dispersiva",
protege al qubit de todas las radiaciones excepto del pulso de lectura de microondas,
amplificando la sefial saliente con el menor ruido afiadido posible.

Las configuraciones actuales de computacién cuédntica superconductora impli-
can desafios significativos en términos de escalabilidad. Los criostatos, necesarios
para reducir la temperatura de los qubits hasta temperaturas tan bajas, se encuen-
tran equipados con una compleja infraestructura de cables y atenuadores de micro-
ondas, con aproximadamente 4-5 cables por qubit fisico, Fig. 2.8. La implementacién
de la correccién de errores cudnticos requerird miles de qubits fisicos por cada qubit
l6gico, un nimero que depende de factores como las fidelidades de los qubits fisi-
cos, su conectividad y las fidelidades objetivo de los qubits 16gicos. Con c6digos de
correccion de errores como los cédigos de superficie, se creardn desafios importantes
para ampliar la arquitectura, al menos, con las limitaciones de los criostatos actua-
les, fundamentales en la operacion de los qubits superconductores, en términos de la
cantidad de cableado y la generacién externa de microondas necesarios para operar
y leer los qubits.

Esta complejidad plantea desafios significativos para la escalabilidad de los orde-
nadores cudnticos. Ademads, el procesamiento de los datos generados por los qubits
requiere convertidores digital-analégico (DAC) y analdgico-digital (ADC) que ma-
nejan grandes volimenes de datos a velocidades de 8-14 Gbits/s, un diagrama de la
arquitectura utilizada por Google para controlar los qubits se puede observar en la
Fig. 2.9. Aunque los sistemas actuales se benefician del uso de equipos de laboratorio
estdndar para la generacién de microondas, la escalabilidad sigue siendo un desa-
fio que empresas como IBM estdn abordando mediante el desarrollo de su propia
electrénica de control de qubits.

La fabricacién de qubits superconductores implica técnicas que guardan simi-
litud con la produccién de circuitos analdgicos clésicos y, en cierta medida, con la
electrénica digital CMOS. Los materiales utilizados para fabricar qubits supercon-
ductores incluyen generalmente aluminio (para la unién Josephson, al menos para
el dieléctrico), niobio (para condensadores y resonadores y, a veces, la unién Joseph-
son) e indio (para los conectores del chipset), nitruro de titanio (para condensadores,
con mejor factor de calidad) y ocasionalmente selenio (asociado al niobio y al orificio
en los condensadores), silicio o zafiro (para el sustrato de la oblea) y tantalio (ver Fig.
2.10) [98].
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FIGURA 2.10: Los diversos componentes y materiales utilizados en
un qubit superconductor.

La miniaturizacion de los qubits superconductores representa un area activa de
investigacion, ya que su tamafio es considerable, principalmente por sus resona-
dores que suelen medir alrededor de 1mm?, pero con potencial de reduccién hasta
0,04mm?[99, 100]. Se estan explorando técnicas de fabricacién avanzadas para dismi-
nuir el tamafio de los resonadores, lo que a su vez reduciria la energia requerida para
enfriar los qubits a temperaturas extremadamente bajas. Ademas, se esta trabajando
en mejorar la conectividad entre los qubits superconductores mediante circuitos 3D,
asi como en la separacion de los qubits de los controles de microondas utilizando
vias a través de silicio (TSV), como las desarrolladas por IBM.

Las fidelidades de los qubits superconductores, inferiores a otros tipos de tecno-
logias, como por ejemplo los iones atrapados, se ven afectadas por diversos origenes
de ruido y atin no alcanzan para implementar cédigos de correccion de errores, aun-
que se proponen métodos para mejorar la fidelidad de lectura [101, 102]. Por otro
lado, aunque el tamafio en el rango de micrones de estos qubits complica la fabri-
cacién de chips de millones de qubits, y su miniaturizacién reduce su calidad [103],
proveedores como IBM planean desarrollar chipsets de hasta 133 qubits, interconec-
tdndolos con gufas de microondas y/o enlaces foténicos entrelazados capaces de
convertir estados cuanticos de qubits en estados cudnticos foténicos.

Investigaciéon Actual y Preparacién del Mercado

En la vanguardia de la computacién cudntica, numerosos laboratorios en todo
el mundo, incluyendo instituciones en EE.UU., Europa, Asia y la industria, estan
investigando activamente los qubits superconductores. Con un enfoque en variantes
como transmon y fluxonium, los esfuerzos de investigacion se centran en prolongar
el tiempo de coherencia de los qubits superconductores, un parametro critico que
actualmente limita la cantidad de operaciones cuanticas que se pueden realizar de
manera confiable.

En lugares como la Universidad de Princeton, se han logrado avances significa-
tivos, extendiendo el tiempo de coherencia T1 hasta 1.6 ms, una mejora notable en
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comparacién con los tiempos de coherencia anteriores de unos pocos cientos de mi-
crosegundos. Sin embargo, estos logros a menudo se limitan a un pequefio ntimero
de qubits funcionales. La investigacién también explora el uso de materiales inno-
vadores como el nitruro de titanio y el tantalio en sustratos de zafiro, asi como el
disefio de cavidades resonantes superconductoras de radiofrecuencia (SRF) que han
demostrado tiempos de vida del qubit de hasta 2 segundos [104].

Un area de investigacion particularmente intrigante es la conversiéon de fotones
de microondas superconductores en fotones en el espectro visible/infrarrojo, lo que
facilitarfa su transporte a larga distancia y compartir el entrelazamiento, fundamen-
tal para la computacién cuantica distribuida. Ademads, se estan investigando méto-
dos para simplificar la lectura de los qubits, como el uso de contadores de fotones de
microondas y multiplicadores de fotones Josephson (JPM) integrados directamente
en el chipset del qubit [105].

En el panorama actual de la computacién cudntica, los ordenadores cuanticos su-
perconductores se clasifican generalmente en las categorias pre-NISQ y NISQ (compu-
tadores cudnticos de escala intermedia y ruidosos). Los sistemas NISQ, con mds de
50 qubits fisicos, pueden ofrecer, en algunas casos muy especificos, algunas ventajas
en velocidad de célculo, calidad de resultados y eficiencia energética en compara-
cién con los mejores computadores clasicos. Sin embargo, los sistemas pre-NISQ,
con menos de 50 qubits, generalmente no alcanzan el umbral de ventaja cuantica.

Los sistemas NISQ utilizan algoritmos cudnticos que deben ser resistentes al rui-
do y tener un bajo ntiimero de ciclos de puertas cudnticas. Segiin una férmula gene-
ral, las fidelidades requeridas para un algoritmo dado dependen del error de puerta
de dos qubits del sistema (€), el nimero de qubits utilizados (1) y la profundidad
del algoritmo cudntico (d), € = ni*d. Este requisito de alta fidelidad presenta un de-
safio significativo para los algoritmos que requieren un gran ntimero de ciclos de
compuertas cuénticas.

Los algoritmos tipicos para plataformas NISQ incluyen el solucionador de auto-
valores cuanticos variacionales (VQE) [106], algoritmos de optimizacién aproximada
cuantica (QAOA) [107] y aprendizaje automadtico cudntico (QML) [108]. Estos algo-
ritmos son esenciales en campos como la simulacién quimica cuantica, optimizacién
combinatoria y tareas de clasificacion, agrupacién automaética y prediccion en apren-
dizaje automatico.

En términos de preparacion para el mercado, la mayoria de los ordenadores
cudnticos superconductores actuales atin no alcanzan la zona utilizable de NISQ,
como lo muestra el grafico de dispersion de fidelidades de puertas de dos qubits y
nimero de qubits de la Fig. 2.11. Empresas como IBM planean lanzar nuevas uni-
dades de procesamiento cudntico (QPUs) con fidelidades en el rango del 99.9 %, su-
ficientes para ejecutar algoritmos cuanticos NISQ con alguna ventaja cuédntica. Sin
embargo, existe una competencia entre dos enfoques: 1) qubits de muy alta fideli-
dad y mitigacién de errores cudnticos versus 2) una gran cantidad de qubits de alta
fidelidad y correccién de errores cudnticos.

Paralelamente al desarrollo de sistemas NISQ, se anticipa el advenimiento a lar-
go plazo de los ordenadores cudnticos tolerantes a fallas (FTQC). Estos QPUs se
basardn en grupos de qubits l6gicos con tasas de error reducidas gracias al uso de
coédigos de correccion de errores cudnticos y redundancia. Los qubits 16gicos tendran
una tasa de error més baja dependiendo de los c6digos de correccién de errores, las
fidelidades de los qubits fisicos, su conectividad y su ntimero. Se espera que los qu-
bits 16gicos basados en superconductores requieran entre mil y millones de qubits
fisicos dependiendo de la tasa de error objetivo de la aplicacién. Esta tasa de error
objetivo varia segtin la profundidad y amplitud del algoritmo cudntico del usuario
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FIGURA 2.11: Fidelidades actuales de puertas de dos qubits de
computadoras qubit superconductoras de proveedores comerciales.
La zona azul corresponde al drea donde las QPU podrian aportar al-
guna ventaja computacional ya sea en el régimen NISQ o FTQC. El
régimen FTQC requiere al menos un 99,9 % de fidelidad y una escala
a millones de qubits, mientras que el régimen NISQ se basa en unos
pocos cientos o miles de qubits. Fuente: datos de proveedores y com-
pilacién en 2023 en [109].
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y no es necesariamente estdtica en un QPU dado. Los algoritmos FTQC que pro-
porcionan un aumento exponencial de velocidad utilizan muchas compuertas para
implementar la transformada de Fourier cuantica (QFT), una primitiva utilizada en
la estimacioén de fase cudntica y las estimaciones de amplitud cuéntica, algoritmos
de édlgebra lineal y factorizaciéon de enteros.

La transicién de sistemas NISQ a computadoras cuanticas tolerantes a fallas re-
presentard un cambio significativo en la computacién cudntica, con un enfoque en
qubits 16gicos y correccion de errores cudnticos. Los avances en este campo seran
esenciales para superar las limitaciones actuales y desbloquear el verdadero poten-
cial de la computacién cuadntica. A medida que la tecnologia contintia desarrollan-
dose, se espera que los qubits superconductores desemperien un papel fundamental
en la realizacién de esta prometedora y revolucionaria tecnologia.

Desafios y Perspectivas Futuras

Como todos los tipos de qubits, los qubits superconductores tienen sus desafios
para posibilitar la creacién de computadoras cudnticas ttiles, tanto en el &mbito de
NISQ como de FTQC. En teoria, la tecnologia podria escalar a miles o incluso mi-
llones de qubits. Las mejores fidelidades de clase fueron obtenidas por IBM con su
procesador Egret de 33 qubits en noviembre de 2022, mostrando una fidelidad de
puerta de dos qubits del 99.7 %. Crear una computadora cudntica tolerante a fallas
requeriria al menos unos 100,000 qubits fisicos con una fidelidad del 99.9 %. Esto
permitiria 100 qubits l6gicos.

Estos requisitos crean desafios inmensos: jse puede contener la interferencia en-
tre qubits a esta escala? ;Es posible entrelazar de manera méxima y controlada sis-
temas cudnticos de muchos cuerpos tan grandes? ;Cémo disefiar cédigos de correc-
cién de errores cuanticos con un minimo de sobrecarga de qubits fisicos y requisi-
tos de fidelidad? ;Es posible crear electrénica de control de baja potencia, cableado,
multiplexacién y criogenia adecuados para alcanzar dicha escala [110]? ;Se podra
contener el consumo de energia relacionado, una pregunta interdisciplinaria que la
Iniciativa de Energfa Cuéntica propone abordar de manera sistémica [111]? ;Sera
posible interconectar varios procesadores cudnticos con recursos de microondas o
fotones entrelazados? Todos estos desafios cientificos y tecnolégicos son gigantes-
cos.

Otro desafio es mejorar las herramientas de software utilizadas para disefar es-
tos chipsets de qubits. Las herramientas de Automatizacién de Disefio Electrénico
(EDA) funcionan en computadoras clasicas. Hay algunas herramientas para dise-
far y simular digitalmente chipsets de qubits, pero atin no estdn suficientemente
integradas. Entre estas se encuentra Qiskit Metal de IBM. Anunciado en 2021, ac-
tualmente se encuentra en version alfa. En febrero de 2023, Amazon AWS present6
Palace (PArallel, LArge-scale Computational Electromagnetics), un cédigo de fuente
abierta de elementos finitos para simulaciones electromagnéticas de onda completa
capaz de simular un tnico qubit transmon. Otros marcos de Python se utilizan para
simular en varios niveles de abstracciéon un chipset de qubit, desde el funcionamien-
to interno del qubit hasta el chipset integrado completo.

Mientras tanto, proveedores como IBM y Google intentan crear sistemas NISQ
con cientos de qubits que podrian ofrecer alguna ventaja en la computacién cudntica
gracias a la técnica de mitigacién de errores cuanticos que funciona con algoritmos
de poca profundidad, particularmente, los variacionales que trabajan en modo hi-
brido junto con supercomputadoras [86].
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Capitulo 3

Modelado de Redes de
Comunicacion utilizando Teoria de
Juegos Cuantica

3.1. Introducciéon

La era moderna de las telecomunicaciones ha presenciado un crecimiento sin
precedentes en la transmision de paquetes de datos, impulsado en gran medida por
la globalizacién y la proliferacion de usuarios méviles. Este aumento constante ha
planteado serios desafios en términos de congestion, afectando negativamente el
rendimiento de las redes modernas. La congestién, que se manifiesta en diversos en-
tornos, desde colas en supermercados hasta trafico urbano y redes 5G, surge cuando
mdltiples usuarios compiten por recursos limitados, lo que lleva a un aumento en la
latencia para todos los contendientes.

Abordar el problema de la congestiéon no es una tarea trivial; se puede describir
como un equilibrio entre la latencia y el costo de transmisién. Tradicionalmente, la
teoria de juegos ha ofrecido un marco para modelar tales problemas, especialmente
cuando las decisiones egoistas de los agentes, tales como los paquetes en una red,
pueden afectar adversamente el rendimiento del sistema en su conjunto. No obstan-
te, la teoria de juegos cldsica presenta limitaciones, y es en este contexto donde la
teoria de juegos cudntica se revela como una solucién promisoria.

La teoria de juegos cudntica, que combina los principios fundamentales de la me-
canica cudntica con la teorfa de juegos, amplia las posibilidades estratégicas disponi-
bles para los agentes. Al aprovechar propiedades cudnticas tinicas, como la superpo-
sicion y el entrelazamiento, los agentes pueden potencialmente obtener resultados
mdés Optimos que en juegos cldsicos. Esta extension cudntica de la teoria de juegos
ha demostrado ser particularmente efectiva en el modelado y solucién de problemas
de congestion en redes de comunicacion.

En el contexto de las redes de comunicacion, se ha propuesto un marco basado
en la teorfa de juegos cudntica donde los paquetes de la red compiten de manera
egoista por la ruta mds corta. Las simulaciones y estudios han demostrado que los
tiempos de enrutamiento y viaje finales logrados con la versién cuantica superan sig-
nificativamente a los obtenidos con modelos clasicos. Estos avances abren la puerta
al desarrollo de protocolos de comunicacién que pueden aprovechar al maximo las
propiedades cuédnticas para optimizar los sistemas de comunicacién.

Maés alld de las redes clésicas, se vislumbra la llegada de internet cudntico en
el horizonte. Con proyectos en desarrollo en todo el mundo, desde Estados Unidos
[112] hasta Europa [113] y China [114], es esencial investigar como se puede lograr
la comunicacién cudntica de la manera mas eficiente. Los protocolos basados en la
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teoria de juegos cudntica ofrecen soluciones para las redes actuales, contribuyendo
asi al avance global de las comunicaciones.

Una caracteristica distintiva del protocolo cudnticos propuesto es su capacidad
de adaptacion. Al combinar la teorfa de juegos con el aprendizaje por refuerzo, se ha
disefiado un sistema que, al acumular recompensas, aprende a minimizar la latencia
en una red congestionada en funcién de las propiedades del sistema en tiempo real.
Esta capacidad de autoadaptacion es esencial para garantizar que las redes cudnti-
cas puedan responder dindmicamente a las condiciones cambiantes y garantizar un
rendimiento éptimo.

Sin embargo, tal como ocurre con cualquier tecnologia emergente, se presentan
desafios. Uno de los principales obstdculos es la influencia del ruido en el comporta-
miento de los sistemas cudnticos. A pesar de la ausencia de computadoras cuanticas
ideales, los estudios han demostrado que los beneficios de los protocolos cudnticos
aun prevalecen incluso bajo la influencia de niveles de ruido bajos tanto en disposi-
tivos cuanticos simulados como reales.

La teorfa de juegos cudntica ofrece un nuevo paradigma para abordar los persis-
tentes problemas de congestién en las redes de comunicacion. Al fusionar la mecé-
nica cudntica, la teorfa de juegos y el aprendizaje automaético, se abre un mundo de
oportunidades para disefiar sistemas de comunicacién mads eficientes y adaptativos,
sentando las bases para la préxima generacién de Internet Cudntico [115, 116, 117].

3.2. Mitigacién de la congestion de redes mediante la teoria
de juegos cuanticos

3.2.1. Teoria cudntica de juegos para el enrutamiento de redes de datos:
una solucién al problema de la congestion

Introduccién

En esta seccion, abordamos las bases del desafio de la congestion en las redes de
datos, un problema que se intensifica con el crecimiento sostenido de usuarios moé-
viles y la transmisién de una gran cantidad de paquetes de datos, tal y como se lo
present6 en el trabajo [3]. La gestién de la congestion se presenta como un delicado
equilibrio entre la latencia y el costo de transmisién, un dilema que se ha vuelto ca-
da vez mds prominente en el rendimiento de las redes modernas. En este escenario,
proponemos un marco novedoso para resolver el problema de la congestién en re-
des de comunicacion utilizando un modelo de teoria de juegos cuanticos, donde los
paquetes de red compiten egoistamente por la ruta mds corta. Este enfoque no solo
aborda la eficiencia en la seleccién de rutas sino que también introduce una nueva
dimensién en la toma de decisiones estratégicas a través de la mecénica cudntica.

El modelo que presentamos se basa en la aplicaciéon de estrategias cudanticas,
representadas por un modelo de compuertas de un qubit con tres pardmetros. Al
expandir las posibilidades de los agentes de ser cldsicos a cuanticos, demostramos
como se puede evitar la congestion en la red y reducir el tiempo de viaje total de
todos los paquetes en un sistema con un elevado volumen de paquetes que deciden
auténomamente cual es la mejor decision para el beneficio propio. A continuacién se
realiza una presentacion detallada del problema y el sistema, seguida de una expli-
cacion de las estrategias posibles para modelar la red y el desarrollo en profundidad
del modelo cuéntico. Los resultados de cada protocolo se comparan y su rendimien-
to se analiza graficamente, culminando en una discusion sobre las implicaciones de
nuestro enfoque.
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Modelado del problema de la congestién

El objetivo principal es minimizar el tiempo total de transmision, el cual esta
formado por la suma del tiempo de enrutamiento y el tiempo de viaje. El tiempo de
enrutamiento se define como el intervalo necesario para que un paquete determine
una ruta desde su punto de origen hasta su destino. Més precisamente, en el modelo
presentado, el tiempo de enrutamiento es proporcional al niimero de juegos que un
paquete debe jugar antes de encontrar su camino final. Cuanto mayor sea el nimero
de posibles rutas que un paquete considere, mayor serd el tiempo de enrutamiento.
El tiempo de viaje, por su parte, mide cudnto tarda un paquete en viajar desde el
origen hasta el destino una vez elegida la ruta. Esto significa, la suma de los costos
o pesos, w(e, e 4+ 1), de todos los canales que forman parte de un camino final.

Por lo tanto, TiempoTotal; = KgG; + Zf;l w(e, e + 1), donde el primer término
representa el tiempo de enrutamiento y el segundo término el tiempo de viaje. Kg
es el tiempo que se tarda en jugar un juego, G; es el nimero de juegos jugados por
el agente i, E; es el numero de canales de la ruta final del agente i y w(e,e 4+ 1) es el
peso del canal que conecta los nodos e y e 4 1.

El modelo de red de comunicacion tiene n1 nodos y n2 paquetes que se enviaran
entre nodos. La red se genera utilizando el modelo de Erd6s—Rényi-Gilbert [118] con
G(nodes = n1, probability = 0,5) (donde nodes es el nimero de nodos y probability la
probabilidad de que dos nodos estén conectados entre si) con la condicién de que ca-
da nodo tenga al menos una conexién con otro nodo. Se opta, para las simulaciones,
que la capacidad méxima de cada canal es de un paquete, con un rendimiento que
disminuye linealmente a partir de ahi. Este declive se reflejara en nuestro modelo
aumentando el peso correspondiente, w(e, e + 1), de cada canal proporcionalmente
al namero de paquetes que lo atraviesan. Un ejemplo de una red de nl = 10 no-
dos se muestra en la Figura 3.1, donde los paquetes que viajan a través de ella estan
representados con diferentes colores.

FIGURA 3.1: Ejemplo de modelo de red para nl = 10.

En un canal congestionado, el tiempo de viaje para un paquete dado serd mu-
cho més largo que en uno desocupado. En otras palabras, a medida que aumenta
el nimero de paquetes que viajan a través del mismo canal, el tiempo de viaje para
cada paquete aumenta. Esta situacién es analoga al transporte en la ciudad, donde el
tiempo que un vehiculo tarda en recorrer una ruta aumenta a medida que aumenta
el namero de vehiculos en esa ruta. Si esta situacién no se gestiona adecuadamente,
puede resultar en una grave congestion de trafico [119].

Cada paquete se considera como un agente que desea encontrar la de ruta mas
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corta desde su origen hasta su destino. La congestién (cuando la cantidad de paque-
tes supera la capacidad de los canales) hace que el tiempo de viaje a través de los
canales congestionados sea mucho mds largo. Finalmente, cada vez que un agente
desea tomar un canal que estd congestionado, se juega un juego en el nodo, donde
todos los agentes que deseaban tomar el canal tiene dos opciones: buscar otro canal
alternativo o viajar a través del canal a pesar de estar congestionado.

Si cada agente decide elegir su ruta mas corta, algunos canales de la red estardn
sobrecargados con todos los paquetes que estan disputdndolos, ralentizando la red.
Por lo tanto, si los agentes se comportan de manera egoista, siempre eligiendo su
ruta mds corta, toda la red se verd perjudicada. En el otro extremo, si cada agente
decide buscar canales desocupados, el tiempo de enrutamiento aumenta y la red
también se ralentizaria. Este modelo sencillo resume el considerable desafio que las
tecnologias de comunicaciéon modernas enfrentan, planteando una seria amenaza a
las estrategias de enrutamiento existentes [120]. Este fenémeno es conocido como el
dilema de la congestiéon, como exploraremos en las secciones siguientes.

Estrategias cldsicas y cudnticas

Es bien sabido que un juego se define por tres elementos: agentes, estrategias y
recompensas. En este caso, el juego planteado tiene una naturaleza no cooperativa,
es decir, es un juego con competencia entre agentes individuales, siendo los agentes
los paquetes que viajan a través de la red. Cuando la cantidad de paquetes alcanza
niveles que podrian conducir a la congestion del canal, las estrategias son tomar o no
dicho canal. Por dltimo, la recompensa es el tiempo total que se especifica sumando
el tiempo de enrutamiento y el tiempo de viaje (con un signo negativo ya que cuanto
menor sea el tiempo, mayor serd la recompensa).

Si méas de un paquete estd interesado en un canal, porque es parte de su ruta
actualmente més corta, cada paquete tiene dos estrategias posibles: elegir este canal
preferido (arriesgdndose a que otros paquetes también lo seleccionen y luego con-
gestionen el canal) o buscar su siguiente ruta mas corta (mds larga que la anterior
pero posiblemente menos congestionada). Estas dos estrategias se llamaran opcién
1y 0, respectivamente. Por ejemplo, en un escenario con dos agentes, cada agente
tiene dos opciones: 1) Tomar la ruta més corta arriesgandose a que la congestién au-
mente significativamente su tiempo de viaje. 0) Probar con su segundo camino més
corto, donde podria no haber congestién. En la Tabla 3.1, se presenta una situacién
en la que dos paquetes estdn interesados en el mismo canal.

CUADRO 3.1: Ejemplo de dos paquetes interesados en el mismo canal.

Agentes Agente 1
Acciones 0 1
Ninguno de los dos toma El agente 1 toma el canal
Agente 0 0 el canal y ambos y el agente O va a
van a buscar otro. buscar otro.

El agente 0 toma el canal
1 y el agente 1 vaa
buscar otro.

Ambos toman el canal
creando un camino congestionado.
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Los juegos pueden ser de diferente tipo, cldsicos o cudnticos. Consideremos pri-
mero los juegos cldsicos. Las estrategias cldsicas mixtas del agente son probabilis-
ticas, es decir, la opcién 0 se elige con una probabilidad p y la opcién 1 con una
probabilidad (1 — p). Entonces, una probabilidad p cercana a cero corresponde a
agentes codiciosos, ya que tenderdn a tomar siempre la ruta mas corta incluso cuan-
do muchos agentes compiten por ese canal. Un valor de p més cercano a uno creard
agentes que buscan con mds paciencia otra ruta menos congestionada.

Para estudiar la elecciéon de canal utilizando juegos cuanticos se sigue el protoco-
lo EWL para 2 agentes [51] y luego la extension para N agentes propuesta en [55]. El
primer paso es asignar un estado cuédntico a cada una de las estrategias posibles. El
protocolo cudntico es exactamente el mismo que el clésico, la tnica diferencia es que
las estrategias 0 y 1 anteriormente se representaban en un bit y ahora se represen-
tan en un qubit. La estrategia 0 (dejar la ruta preferida) se mapea al estado cuantico
|0) y la estrategia 1 (tomar la ruta preferida) al estado cuéntico |1). El segundo pa-
so es crear un circuito cudntico donde a cada agente se le asignara un qubit que
comenzaré en el estado |0). El tercer paso es crear un estado maximamente entrela-
zado entre todos los agentes. Esto se hace aplicando el operador de entrelazamiento
] = %(H@’N + ic?N), como se ve en la Figura 3.2, donde el ntimero de agentes es

N =2

qo: — FHU(0a, A, Aa) H ’ A
J JT
q:— U (915 OB, )‘B) — A

FIGURA 3.2: Modelo de juego EWL para 2 agentes. Donde qg y 41 son
los estados cuédnticos iniciales de los agentes y ¢ es un registro clésico
donde se almacenan las mediciones de los qubits.

En el cuarto paso, cada agente elige su estrategia mds adecuada de manera in-
dividual e independiente. Esto se hace modificando el estado de su propio qubit
localmente. Para hacer esto, cada agente aplica una o més puertas de un solo qu-
bit, modificando el estado de su qubit. Una puerta general de un solo qubit es una
matriz unitaria que puede representarse como [121]:

0 _ei)\ in( 8
woan = (S5t At o

Ya podemos destacar el hecho de que mientras los agentes clasicos tienen solo
un pardmetro para elegir su estrategia mixta: p, los agentes cudnticos tienen tres
pardmetros para elegir con el fin de seleccionar su propia estrategia pura: 6, ¢ y
A. El quinto paso, segtn el protocolo EWL, es aplicar el operador J' (transpuesto
conjugado de ]) después de las estrategias de los agentes. Finalmente, el sexto paso
consiste en medir el estado de los qubits para conocer el resultado del circuito y, por
lo tanto, la accién final de cada agente.

Resultados

En esta seccién, comparamos los resultados de los protocolos cldsicos y cudn-
ticos. Las simulaciones se realizaron promediando el rendimiento de 50 simulacio-
nes para diferentes configuraciones de red aleatorias generadas automaticamente.
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Se realizan simulaciones numéricas del caso cldsico con estrategias mixtas, barrien-
do en p, mientras que en el caso cudntico con estrategias puras, como se explica a
continuacién, barriendo en ¢x, ¢y y ¢z.

Las simulaciones del juego clasico, donde todos los agentes tienen la probabili-
dad p, se muestran en la Figura 3.3. La Figura 3.3a muestra cémo el tiempo promedio
de viaje por paquete aumenta con el incremento del ntimero de paquetes para dife-
rentes probabilidades p. La variacién del tiempo promedio de enrutamiento con el
nimero de paquetes se muestra a su lado en la Figura 3.3b.

Lal Travehng ume {10 nodas) {b) Routing timea (10 nodes|

—— Classcal (p = 0.1

i) an L ] 20 l L L

Humber of packets Numier of packels

FIGURA 3.3: Gréficas para diferentes probabilidades p de: (a) Tiempo
de viaje en funcién del ndmero de paquetes. (b) Tiempo de enruta-
miento en funcién del niimero de paquetes.

Las simulaciones se realizaron en redes de n1 = 10 nodos y un valor de n2 pa-
quetes desde n2 = 5 hasta n2 = 100 paquetes, promediando el rendimiento de 50
casos diferentes. El comportamiento cualitativo de la red, es decir, la dindmica refle-
jada en los graficos, es independiente del nimero de nodos. La tnica diferencia es
el niimero de paquetes necesarios para que la red se congestione; cuanto mayor sea
la red, mayor serd el nimero de paquetes requeridos para saturarla. Analizando los
graficos es posible concluir que existe una especie de compensacion entre el tiempo
de viaje y el tiempo de enrutamiento una vez que la red esta congestionada. Dado
un ntmero fijo de paquetes y un p bajo, el tiempo de viaje por paquete aumenta
pero el tiempo de enrutamiento disminuye. Por otro lado, a medida que p aumenta,
el tiempo de viaje por paquete disminuye pero el tiempo de enrutamiento aumenta.

Este efecto se puede ver en la Figura 3.4 donde se muestran los tiempos de viaje y
enrutamiento para diferentes probabilidades p. Estos resultados se obtienen cuando
el sistema alcanza un estado estacionario con un alto nimero de paquetes (n2 =
100).

Como se mencion6 anteriormente, la estrategia del agente cudntico consiste en
una secuencia de puertas cuanticas de 1 qubit. Para demostrar el potencial que tienen
las estrategias cudnticas, vamos a empezar estudiando un caso particular: el sistema
con rotaciones en los ejes X, Yy Z. Las matrices de puertas cudnticas de un qubit
para rotaciones son:
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Trade-off graph for 10 nodes
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FIGURA 3.4: Trade-off entre el tiempo de viaje y de enrutamiento para

diferentes valores de p entre 0 y 0,9. Los valores de p mds cercanos a

0 dan un tiempo de viaje alto y un tiempo de enrutamiento bajo. Los

valores de p més cercanos a 1 dan un tiempo de viaje bajo y un tiempo
de enrutamiento alto.

Ry(g) = <C9S(;£) - Si“g)) (3.3)

Rz(p) = (6_012 ei%’> (3.4)

Por lo tanto, cada agente debe elegir 3 dngulos que llamaremos ¢x, ¢y y ¢z. En
nuestro disefio, proponemos la estrategia ¢x = 7, ¢y = 7y ¢z = 0 para cada
agente, como se muestra en la Figura 3.5.

qo: —{ o Rx(m/2) — Ry(7/4) — Rz(0) 4@7

a: — | {Re(r/2) Ry (r/2) HRA0) A

L/

I2 a 1

FIGURA 3.5: Circuito correspondiente al protocolo de enrutamiento
para 2 agentes.

En las Fig 3.6a) y Fig 3.6b) se muestra el rendimiento del protocolo cudntico cuan-
do todos los agentes estdn usando S; = (%, %, 0) en comparacién con el rendimiento
clasico. El juego cuantico muestra el menor tiempo de viaje y un tiempo de enru-
tamiento medio en comparacién con el cldsico. Con esto en mente, podemos recal-
cular la Figura 3.4 y agregar el caso cudntico. Al hacer esto, obtenemos la Figura
3.7 donde podemos observar como la barrera de compensacién de tiempo de viaje-
enrutamiento cldsica es superada por este protocolo cuantico. Asi, obtendremos un
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rendimiento que mejora cualquier rendimiento cldsico alcanzando simultdneamente
menos tiempo de enrutamiento y menos tiempo de viaje.

{4} Traveling time (10 nodes) (b Routing tme (10 nodes)

Classical (5 = 0.3} | Classical (o = 0.9}
— Quantum 50— uantum

nme
Time:

2 2« @ ® n 40 L &«
Mumiber of paciets Number of packets

FIGURA 3.6: Gréficas para diferentes probabilidades p y el caso cuan-
tico: (a) Tiempo de viaje en funcién del ntimero de paquetes. (b) Tiem-
po de enrutamiento en funcién del niimero de paquetes.

Trade-off graph for 10 nodes
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FIGURA 3.7: Barrera de trade-off rota por el protocolo cuantico. En
rojo la estrategia cuantica, en azul diferentes estrategias cldsicas mix-
tas con valores de p entre 0 y 0,9.

Otra forma de visualizar la ventaja del protocolo cudntico es midiendo el to-
tal_time = routing_time + traveling_time. En la Figura 3.8, es claro que cuando se
mide el tiempo total, el rendimiento del protocolo cudntico supera el rendimiento
del protocolo clasico a medida que aumenta el niimero de paquetes y la red se con-
gestiona cada vez mas.
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FIGURA 3.8: Tiempo total = tiempo de enrutamiento + tiempo de via-
je, es evidente que el tiempo total minimo corresponde al caso cudn-
tico cuando aumenta el ntimero de paquetes.

Esta ventaja puede entenderse considerando el estado cudntico del circuito para
dos agentes (Figura 3.5) justo antes de medir, que es: [(hour) = J*(Rz(0) ® Rz(0)) (R, (§) ®

Ry(5))(R(5) ® Rx(3))7]00) = —j 21,

Es decir, el estado |01) se medird con una probabilidad del 50 % y el estado |10)
con una probabilidad del 50 %. Esta estrategia resulta ser 6ptima en Pareto ya que
ningiin agente puede mejorar su rendimiento sin empeorar el de alguien més. Este

estado |Pour) = —j % significa que uno de los dos agentes siempre tomaré el

canal y el otro no. Al evitar el estado |11) estamos evitando el caso en que los dos
agentes toman el canal, por lo tanto, evitando la congestion.

Aprovechando el entrelazamiento generado al principio del circuito en el juego
cuantico, se obtiene un comportamiento inalcanzable en el caso cldsico: tener un
tiempo de enrutamiento medio con un tiempo de viaje minimo. El mejor caso clésico,
como se ve en la figura 3.8, sucede para cuando p = 0,5 en ambos jugadores, es decir,
las combinaciones 00, 01, 10 y 11 suceden con una misma probabilidad de 25 %.
En este caso, el 50 % de las veces un solo agente tomaria el canal (01 o 10), el 25 %
ninguno tomaria el canal (00) y el otro 25 % ambos tomarian el canal (11) generando
un canal congestionado.

Finalmente, S; = (¢x, ¢y, ¢z) = (5, %,0) es solo una de las posibles estrategias
puras. En la Figura 3.9, se muestra el rendimiento de diferentes estrategias cuanticas.
El protocolo cuantico puede mejorar (puntos bajo la curva de trade-off clasica) o em-
peorar (puntos por encima de la curva de trade-off clasica) el rendimiento de la red
dependiendo de las diferentes estrategias cudnticas seleccionadas por los agentes si
cambian los valores de ¢x, ¢y y ¢z.

Conclusiéon

La seccién presentada ofrece una visién innovadora y detallada sobre la aplica-
cion de la teorfa de juegos cuantica en la gestion de redes de datos para abordar el



Capitulo 3. Modelado de Redes de Comunicacién utilizando Teoria de Juegos

56 Cudntica

Irade-off graph for 10 nodas

—=— Cusntm

x| ” " lf
x e el
’. h I ”': e o 1
E d LAY R
£ 1 i o : = _T,',""x_-. - 5 Wy g -
s . R """"—-———:"T: =

FIGURA 3.9: Barrera de compensacion rota por el protocolo cuédntico.
En rojo diferentes estrategias cudnticas puras, en azul diferentes es-
trategias cldsicas mixtas con valores de p entre 0y 0.99.

persistente problema de la congestién. A través de un enfoque cudntico, este estu-
dio propone una solucién creativa y prometedora, superando los enfoques cldsicos y
demostrando mejoras significativas en el rendimiento de la red. La utilizacién de es-
trategias cudnticas, representadas por un modelo de compuertas cuanticas, permite
una reduccién efectiva en el tiempo total de transmision, tiempo de viaje + tiempo de
enrutamiento, evidenciando una notable optimizacién en la gestion de congestiones
de red. Los resultados obtenidos subrayan un valor 6ptimo de Pareto, proponien-
do un enfoque que es simultdineamente beneficioso para el individuo y la red en su
conjunto.

En resumen, los resultados obtenidos en este estudio subrayan la capacidad de
la teoria cudntica de juegos para superar las limitaciones de los enfoques cldsicos
en la gestion de redes de datos. La eficiente resolucion del dilema de la congestion,
evidenciada en las simulaciones y el andlisis grafico, sugiere un avance significativo
hacia la optimizacién de redes en un mundo cada vez mas digitalizado y conectado.
Este enfoque cudntico no solo ofrece una solucién al problema de la congestion en
las redes de datos, sino que también abre caminos hacia nuevas investigaciones y
aplicaciones de la teoria cuantica en la solucién de problemas complejos en la infor-
matica y las telecomunicaciones.

3.2.2. Mitigacién de la congestion de enrutamiento en redes de datos: un
enfoque de teoria de juegos cuantica

Introduccion

En esta secciéon abordaremos la expansion del modelo de Teoria de Juegos Cuan-
tica aplicada a la mitigacion de la congestion en redes de datos como se publicé en
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[4]. Este trabajo completa el trabajo anterior en distintos aspectos. En primer lugar, el
modelo actual permite que los agentes utilicen estrategias cudnticas mixtas y da un
cierre al andlisis de los equilibrios de Nash y ¢éptimos de Pareto. En segundo lugar,
introduce y examina la influencia del entrelazamiento cuantico y el ruido cudntico
en el rendimiento de los protocolos de enrutamiento.

El anélisis se profundiza al considerar la realidad de los dispositivos cuanti-
cos actuales, caracterizados por su naturaleza NISQ (Quantum Noisy Intermediate-
Scale Quantum), donde la coherencia cuédntica puede verse comprometida por el
entorno, llevando a una pérdida del estado cuantico debido a la decoherencia. A
pesar de estas limitaciones, se demuestra que el protocolo cudntico todavia mantie-
ne beneficios en presencia de una cantidad no muy alta tanto de ruido simulado y
en dispositivos cudnticos reales como los ofrecidos por IBM. Este enfoque practico
y realista subraya la viabilidad de la teoria de juegos cuantica como una solucién
robusta frente a los desafios de la congestién en las redes de datos, marcando un
camino prometedor para futuras investigaciones y aplicaciones en sistemas de co-
municacién complejos.

Estrategias cuanticas mixtas

Es interesante saber si la estrategia 6ptima de Pareto S; = (%, %,O) que se pro-
puso en el trabajo anterior es también un equilibrio de Nash. Para que una estra-
tegia Sy = (¢x, ¢y, ¢z) sea un equilibrio de Nash, ningtin agente tendra incenti-
vos para modificar individualmente su estrategia. Resulta que existe una estrategia
S» = (5,4, 5) que es beneficiosa para un agente individual asumiendo que el res-
to aplica Sy, por lo tanto S; no es un equilibrio de Nash. También resulta que S; es
6ptimo de Pareto y no es un equilibrio de Nash, ya que existe una S3 = (5, %, )
que es beneficiosa para un agente individual asumiendo que el resto aplica S>. Nue-
vamente, Sz es Optimo de Pareto y no un equilibrio de Nash, ya que existe otra
Sy = (%, %, 37”) que es beneficiosa para un agente individual asumiendo que el resto
aplica Ss3. Finalmente, S4 es 6ptimo de Pareto y no un equilibrio de Nash ya que un
agente individual puede aplicar S; para beneficiarse a si mismo.

En resumen, Sq, Sy, S3 'y S4 son todas estrategias puras. Todas ellas son 6ptimas
de Pareto en nuestro problema, ya que ningtin agente puede mejorar su rendimiento
sin empeorar el de alguien més y si todos los agentes aplican la misma estrategia se
puede obtener el maximo rendimiento y evitar la congestién de la red. Sin embargo,
ninguna de ellas es un equilibrio de Nash ya que siempre hay una estrategia domi-
nante que aumentaria el beneficio de un agente individual, incentivando asi a los
agentes a modificar individualmente su estrategia.

Finalmente, podemos construir una estrategia mixta Ss que aplica las cuatro es-
trategias S1, S», S3 y S4 con igual probabilidad w = 0,25. S5 resulta ser 6ptima de Pa-
reto, ya que nadie puede mejorar su propio rendimiento sin empeorar el de alguien
mas y también tiene potencial de ser un equilibrio de Nash, ya que no pudimos en-
contrar ninguna estrategia Sx que un agente pueda aplicar individualmente para
aumentar su propio rendimiento asumiendo que los otros agentes estdn aplicando
Ss.

S1=(%%,00 withw =025

5o — S»=(%5%.%) w%th w = 0,25 (35)
S3 = (5,%4,m) withw =025
Sy=(%,%,3) withw =025
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La prueba rigurosa de que S5 es un equilibrio de Nash se dejara para trabajos
futuros y su dificultad reside en el hecho de que el espacio de estrategias es infinito.
¢x, ¢y Y @z ya son variables continuas, y para probar que Ss es un equilibrio de
Nash, es necesario demostrar que no existe ninguna estrategia mixta en todo el es-
pacio (tres funciones de densidad de probabilidad, sobre ¢x, ¢y y ¢z) que tenga el
incentivo de desviarse.

Observando el resultado |i,,¢) del sistema cuando todos los agentes aplican la
estrategia mixta S5, vemos en la Ecuacién (3.6) como evitamos la congestién. Los
estados |00) y |11) estdn ausentes, por lo tanto, se evita la congestion.

w with 50 %

[$out) = 1 |10) with 25 % (3.6)
01) with 25%

Influencia del ruido

Hasta el momento, hemos estado estudiando el sistema sin considerar el ruido y
la decoherencia de los estados cuanticos. En las siguientes subsecciones, se analiza
el protocolo cudntico bajo condiciones no ideales, modelando un canal ruidoso y
también utilizando los dispositivos cudnticos disponibles de IBM.

Simulacidon de la decoherencia

Para afiadir ruido cudntico al modelo, utilizamos el canal de depolarizacién cudn-
tica [121]. Este canal depende de un pardmetro C que mapea desde el estado ideal
Pout = |Wout) (Pour| al estado mixto con maxima aleatoriedad (é) siguiendo la ecua-
cion: Ac(pout) = Cpour + (1 — C)é, con I la matriz identidad y d la dimensi6n del
estado cudntico.

La Figura 3.10 se obtiene trazando el rendimiento del sistema para un caso 6pti-
mo de Pareto y diferentes valores de C (desde C = —3 hasta C = 1, respetando la
condicién de positividad completa). El rendimiento se asemeja cada vez més al caso
clasico a medida que el estado cuédntico original tiende al estado mixto maximo. Fi-
nalmente, como se esperaba, el estado mixto méximo (C = 0) y la estrategia mixta
clasica con p = 0,5 tienen el mismo rendimiento.

Ruido de dispositivos reales

Para probar nuestra propuesta, se utilizaron las computadoras cuanticas de IBM
[122] para simular los juegos cudnticos. Las computadoras cudnticas de IBM se deno-
minan dispositivos NISQ (Noisy Intermediate-Scale Quantum) [5], lo que significa
que los procesadores cudnticos son muy sensibles al entorno y pueden perder su
estado cudntico debido a la decoherencia cuédntica. En la era NISQ, los procesadores
cudnticos no son lo suficientemente sofisticados para implementar continuamente
la correccién de errores cudntica, por eso es importante probar nuestro algoritmo en
este tipo de dispositivos cuanticos. Los resultados pueden observarse en la Figura
3.11.

Es importante destacar que el rendimiento del protocolo es todavia relativamen-
te alto. Esto se debe a que los juegos se implementaron jugando en lotes de 2 agentes,
es decir, circuitos cuanticos de 2 qubits. Aunque los computadores cudnticos dispo-
nibles todavia son muy ruidosos para sistemas cudnticos grandes, se desempefian
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bien cuando se trata de pocos qubits y circuitos de puertas cudnticas poco profun-
das.
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Conclusién

En esta seccién, hemos explorado la aplicacién de la Teoria de Juegos Cudnti-
ca en la mitigacion de la congestién de redes de datos, un paso significativo en el
desarrollo de estrategias de enrutamiento més eficientes. Hemos visto cémo el mo-
delo cudntico, al permitir estrategias mixtas y puras tanto para agentes clasicos como
cudnticos, supera las limitaciones inherentes a los modelos clésicos, especialmente
en la compensacion entre el tiempo de enrutamiento y el tiempo de viaje. A pesar
de la ausencia de un equilibrio de Nash claro en las estrategias puras, la estrategia
mixta S5 emerge como una solucién potencialmente 6ptima de Pareto y candidata a
equilibrio de Nash, destacando la complejidad y la riqueza del paisaje estratégico en
la teoria cuédntica de juegos. Ademas, el analisis bajo condiciones no ideales, inclu-
yendo el impacto del ruido y la decoherencia cuéntica, proporciona una perspectiva
realista de la aplicacién de estos modelos en el contexto de los dispositivos cudnticos
actuales.

La implementacién de estos modelos en computadoras cudnticas IBM NISQ ha
demostrado la viabilidad préctica de nuestras estrategias cudnticas, incluso frente a
desafios como la decoherencia y el ruido ambiental. Los resultados obtenidos, que
muestran un rendimiento significativamente alto en escenarios de pocos qubits y
circuitos de puertas cudnticas poco profundas, son prometedores para el futuro de
las comunicaciones y el enrutamiento de redes. En resumen, este trabajo representa
un paso significativo hacia la comprensién y la aplicacion practica de la teoria de
juegos cudntica en la mitigacion de la congestion en redes de datos.

3.3. Protocolo basado en aprendizaje para enrutamiento en
redes cuanticas

Introduccién

En esta seccién, continuamos sobre la construccién de un protocolo para el enru-
tamiendo de redes de comunicaciones cudnticas incorporando técnicas de aprendi-
zaje por refuerzo para adaptar las estrategias que los agentes eligen en funcién del
estado de la red (cantidad de paquetes, congestion de la red, etc), como se realiz6
en [6]. Este avance, crucial en un mundo globalizado y con crecientes demandas de
seguridad en telecomunicaciones, anticipa una futura interconexién global a través
de canales cudnticos. La propuesta, que extiende investigaciones previas en enruta-
miento al incorporar técnicas de inteligencia artificial, se centra en mitigar la conges-
tién en telecomunicaciones modernas. Mediante un protocolo que combina teoria de
juegos y aprendizaje por refuerzo, se permite que los paquetes adapten estrategias
cudnticas en respuesta a la dindmica de la red. Este enfoque busca no solo mejorar el
rendimiento frente a protocolos cldsicos, sino también adaptarse a variaciones en la
red, empleando juegos no cooperativos y aprendizaje para un sistema autoajustable
y eficiente en distintos escenarios.

En el presente trabajo, se expande el protocolo basado en la Teoria de Juegos
Cuaéntica introducido en los trabajos anteriores aportando dos contribuciones prin-
cipales en comparacién con nuestro estudio anterior. Primero, se definen las condi-
ciones exactas bajo las cuales el protocolo cuantico supera a su equivalente cldsico,
analizando: a) el nimero minimo de paquetes en la red en funcién de su distancia
maxima y b) la minima distancia mdxima entre dos nodos en funcién de la cantidad
de nodos en la red. Segundo, dada la creciente relevancia de la interseccién entre la
teoria del aprendizaje, la teoria de juegos y el disefio de mecanismos, se incorpora
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FIGURA 3.12: Ntimero minimo de paquetes para que el rendimiento
del protocolo cudntico supere al cldsico en funcién del tamafio de la
red.

la capacidad de autoadaptaciéon en nuestro protocolo. El rendimiento del sistema se
estudia comparando diferentes algoritmos de aprendizaje en diversos escenarios.

Modelo clasico versus cuantico

En seccién 3.2.1 se demostré que el protocolo cudntico para una estrategia cudn-
tica particular supera a cualquier estrategia cldsica si se alcanza un niimero minimo
de paquetes que garantice la congestion. Este fendmeno podia observarse en la Fig.
3.8 donde se representan el caso cudntico (en rojo) y los casos clasicos (con diferentes
colores para distintas probabilidades p de buscar otro camino que no sea el mas cor-
to). En esa figura, es evidente que el caso cudntico tiene un tiempo total menor que
el resto de los casos clasicos, pero solo después de un cierto punto. Ese punto corres-
ponde con el nimero minimo de paquetes que una red debe tener para congestionar
la red y explotar las propiedades del protocolo cuantico.

Tamafio de la red: El nimero minimo de paquetes que garantiza la ventaja del
protocolo cudntico sobre el protocolo clasico depende de la distancia mdxima entre
dos nodos conectados (tamafio del canal més largo en la red) y del niimero de nodos
en la red.

En la Fig. 3.12, ilustramos el resultado de calcular el mencionado ntimero de
paquetes en funcién de la distancia méxima entre nodos correspondiente a cuatro
tipos de redes dependiendo de su niimero de nodos (5, 10, 15 y 20). En todos los
casos, es posible visualizar que el nimero de paquetes necesarios disminuye con la
distancia méxima entre dos nodos conectados.

Esto se debe a que a medida que aumenta el tamafio de la red, la influencia de la
congestién se hace mayor, siempre y cuando la cantidad de nodos en la red sea fija
(5, 10, 15 0 20): un canal congestionado largo afecta mucho mas al rendimiento del
sistema que uno corto. Esta es la razén por la cual el niimero minimo de paquetes
necesarios para congestionar una red disminuye a medida que aumenta la distancia
del canal més largo en una red.
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FIGURA 3.13: Distancia minima para que el rendimiento del protoco-
lo cuéntico supere al cldsico en funcién del ntiimero de nodos.

Cantidad de nodos: En la Fig. 3.12 también es posible observar otro fenémeno.
Existe un punto més alla del cual las distancias médximas en la red son tan largas que
la congestion alli siempre influye significativamente en la performance del sistema.
Por lo tanto, el nimero minimo de paquetes necesario para que el protocolo cuntico
supere al clasico es 0 (parte plana en la Fig. 3.12).

Ese punto depende exclusivamente del ntimero de nodos en la red y es posible
obtener una idea de esa relacién en la Fig. 3.13.

Precisamente, estos puntos representan la minima distancia maxima que conecte
dos nodos presente en una red, en funcién del niimero de nodos, que asegura que
el rendimiento del protocolo cuantico supera a su equivalente clasico para cualquier
ntmero de paquetes.

Estrategias basadas en aprendizaje por refuerzo

Los algoritmos basados en aprendizaje automaético aprovechan los datos para
mejorar el rendimiento. En nuestro caso, los datos son recompensas obtenidas de
la experiencia, por eso aprovechamos las herramientas del aprendizaje por refuerzo
para encontrar las mejores estrategias. El aprendizaje por refuerzo se ocupa espe-
cificamente de como los agentes deben seleccionar estrategias en un entorno para
maximizar una sefial de recompensa numérica [35].

En las secciones previas, se propusieron estrategias basadas en el conocimiento
del problema. Sin embargo, en este caso, el sistema deduciré las estrategias basan-
dose tinicamente en la experiencia (feedback). Es importante aclarar que el sistema
se tratard como centralizado, por lo tanto, la sefial de recompensa a minimizar sera
la suma de los tiempos totales de toda la red y las estrategias serdn las mismas para
todos los agentes.

Se emplea aprendizaje por refuerzo para abordar este problema, aunque cabe
destacar que también podrian aplicarse otras técnicas. Este trabajo representa un pa-
so inicial hacia la consideracién del problema como un sistema multiagente, donde
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cada jugador busque minimizar su propio tiempo total aprendiendo su propia es-
trategia.

El primer obstaculo al intentar aprender la estrategia 6ptima es el hecho de que el
espacio que necesita ser explorado es infinito. Todas las estrategias posibles son to-
das las posibles matrices unitarias de 2x2 U (6, ¢, A) [ec. 3.1], es decir, explorar sobre
3 variables de valor real independientes: 8, ¢ y A. Una de las formas de abordar este
problema es utilizar Tile Coding (Codificacién por Mosaicos). La idea principal de
Tile Coding es agrupar el espacio en particiones (1mosaicos) y representar cada estrate-
gia del espacio continuo a partir de una combinacion finita de mosaicos, un ejemplo
de como pasar de un espacio continuo de 2 dimensiones a un espacio discreto de
4 mosaicos se puede ver en la Fig. 3.14. En nuestro caso, se utilizaron 512 mosaicos
para representar el espacio continuo de estrategias en 3 dimensiones (0, ¢, A).

Tiling 1

i | | Tiling 3 "

1 |
1 I
. Tiling « | L5 S ) (TR ) i [ e i
Continuous e i
2D state .
‘R‘M 1 : . 2 “
~ Space  E L o FEE= o 8§
| ‘ ~.. Pointin il )
state space ~ ] ! I
to be |
represented

FIGURA 3.14: Tile coding aplicado a un espacio continuo de 2 dimen-
siones.

El valor Q(A) es una estimacion de lo beneficioso que es tomar cualquier ac-
cién/estrategia y se actualizard basdndose en la experiencia. Esto se hard utilizando
diferentes reglas de actualizaciéon y estudiando cudl es la mds apropiada.

L Qii1(A) = Qr(A) +«[Ry — Q:(A)]

5 { Qr41(A) = Qi(A) + (R — Ry)(1 —m(A)) y
" Qit1(a) = Qi(a) — a(Ry — Ry)mri(a) paratodoa # A

where:
= « denota la tasa de aprendizaje.
= R; denotes la recompensa inmediata en el tiempo ¢.

= R; denota el valor medio de R; hasta el tiempo t.

Q(a)
w i (a) = :;Q denota la distribucién de probabilidad de Boltzmann para

£(a)
b=1¢ T
seleccionar la accién a y T un parametro de temperatura.

Por un lado, el caso 1), se basa en el aprendizaje por diferencia temporal, y el
caso 2), por otro lado, se basa en la idea del ascenso de gradiente estocdstico [35].

Se consideraron dos tipos diferentes de tasas de aprendizaje: & = const y & = ﬁ,

donde N(A) es el numero de veces que la estrategia A ha sido seleccionada hasta
ahora.

Una segunda consideracion a tener en cuenta es la regla de seleccién de estrategia
a utilizar. En cada momento, se debe seleccionar una estrategia basada en la funcién
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de valor actual estimado Q(A). Si decidimos siempre usar la estrategia con el valor
estimado mads alto, nunca exploraremos suficiente como para asegurarnos de que la
estrategia con el valor estimado mds alto corresponda a la mejor estrategia real. Esto
se llama seleccién de estrategia codiciosa y puede ocurrir en el caso 1 (en el caso
2 las estrategias se seleccionan muestreando la funcién de Boltzmann 7;(a)). Para
resolver este problema, una alternativa simple es comportarse de manera codiciosa
la mayoria del tiempo, pero de vez en cuando, con una probabilidad €, el agente
selecciona una estrategia aleatoriamente.

La cuestion de equilibrar el egoismo con la aleatorizacién es un problema abierto
y se conoce como el dilema de exploracién-explotacion. Para nuestro caso, se consi-
deran dos enfoques diferentes: € = const y € = €y * ', v siendo una constante de
disefio y t el nimero de iteracion.

En la Fig. 3.15, es posible observar el tiempo total inmediato (donde Ry = —t;4,
cuanto mas corto sea el tiempo, mayor seré la recompensa) y su valor medio (—R;)
para 6 variaciones de algoritmos de aprendizaje (cada paso siendo diferentes ite-
raciones de selecciones de estrategias aleatorizadas del juego para una red fija y
promediando los valores en 10 ejecuciones diferentes) donde sus hiperpardmetros
fueron ajustados adecuadamente:

m ¢ = consty a = const
m e =constya = 575
» e =¢p*xy ya=const
me=¢ Y ya=4

= Ascenso por gradiente y « = const

Ascenso por gradientey & =

Previo al andlisis, es importante aclarar un aspecto: el entorno es estacionario. La
informacién de los paquetes (origen y destino) y la configuracion de la red varfan en
cada iteracion, sin embargo, la cantidad de paquetes de paquetes y nodos en la red
se mantiene constante. Asimismo, la distancia méaxima entre dos nodos conectados
permanece invariable.

Después de aclarar esto, se pueden extraer algunas conclusiones de estas simu-
laciones. Primero, todos los algoritmos de aprendizaje convergen hacia una solucién
eficiente y, aunque algunos tardaron mds que otros, la mayoria de ellos convergen
hacia la misma solucién. En segundo lugar, dado que el sistema es estacionario, los

. . o g : : _ 1
algoritmos que convergieron més rapido a la solucién son los que tienen o = N4
_1

Esto tiene sentido debido a que un & = N(A) da igual peso a todas las recompensas
desde el principio, lo cual es bueno siempre que las caracteristicas principales del
sistema se mantengan relativamente constantes (estacionario).

Finalmente, y lo méas importante, jla estrategia aprendida por los algoritmos que
superan a todos los demds es la misma que la propuesta en nuestro trabajo anterior!
La estrategia es Sy = (¢x, @y, ¢z) = (5,%,0) (0 alguna variacién que mantenga
esa relacion entre dngulos, ya que lo que importa es la relacion entre los angulos y

no su valor absoluto) que corresponde con el estado |Pour) = w al final del

circuito. Este estado de salida garantiza minimizar la congestién (como se explico
en las secciones 3.2.1 y 3.2.2), pero esta vez el resultado provino de la evolucién del
protocolo en si y no fue impuesto externamente como en las secciones anteriores.
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FIGURA 3.15: Tiempos totales de red mientras aprendes acumulando
experiencia. Tiempo de estrategia aprendido arriba y su valor medio
abajo. TD = diferencia temporal. GA = ascenso de gradiente (e = taul).
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RV b el rendimiento del protocolo.
Eficiencia

Este resultado indica que podria haber una correlacién entre el estado |iP4) =
01)+[10)
V2
zar esta idea, el rendimiento se midi6 para mil estrategias diferentes, siendo el ren-

dimiento el tiempo ideal precalculado minimo que el protocolo podria alcanzar di-
Tiempo total ideal
Tiempo total medido*

Al mismo tiempo, se utilizo el estado de salida |Pp) generado por cada una de es-
tas estrategias para calcular la similitud o fidelidad entre los estados |p4) v |¢5),
F(pa,¥p) = |(¥a|pp)|?. El resultado de trazar Rendimiento versus Fidelidad para
cada estrategia se muestra en la Fig. 3.16.

Efectivamente, en la Fig. 3.16, es claro cémo la fidelidad y el rendimiento es-
tdn positivamente correlacionados. Sin embargo, para cuantificar esta relacién, se
calcularon el coeficiente de covarianza, el coeficiente de Pearson y el coeficiente de
Spearman.

y el rendimiento del sistema cuando la red estd congestionada. Para visuali-

vidido por el tiempo medido para cada estrategia, Rendimiento =

« Coo(F,P) = ELED=P-P) _ 04423

_ Coo(EP) _
= Pea(F,P) = W = 0,85274

C k(E)rank(P)) __
« Spe(F,P) = SormEyHE _ 60305

donde ¢ significa desviacion estandar y rank() es una funcion de transformacién
que ordena y reemplaza un valor por su rango entero.
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En el primer caso, el coeficiente de covarianza es positivo, 0.04423, sugiriendo
que las variables cambian en la misma direccién como esperamos. Un problema con
la covarianza como herramienta estadistica por si sola es que es dificil de interpretar.
Esto nos lleva al coeficiente de correlacién de Pearson a continuacién. El coeficiente
de Pearson devuelve un valor entre -1 y 1 que representa los limites de correlaciéon
desde una correlacién negativa completa hasta una correlacién positiva completa;
un valor de 0.85274 sugiere un alto nivel de correlacién. Ademés, el coeficiente de
correlaciéon de Spearman se utiliza cuando las dos variables pueden estar relacio-
nadas por una relaciéon no lineal. Al igual que con el coeficiente de correlacién de
Pearson, los puntajes estdn entre -1 y 1 para variables perfectamente correlaciona-
das negativamente y perfectamente correlacionadas positivamente respectivamente
[123]. Finalmente, el enfoque basado en rangos muestra una fuerte correlacion entre
las variables de 0.92393.

Adaptabilidad

Los escenarios de la vida real suelen ser no estacionarios. Para emular estos casos,
creamos cambios repentinos en la red y observamos cémo responden ahora todos
los algoritmos. Hay muchos cambios que podrian provocarse: cambios repentinos
en el nimero de paquetes, el niimero de nodos o la distancia maxima entre dos
nodos consecutivos. Lo importante es que la red cambie, por un momento, de las
condiciones donde el protocolo cudntico es mejor que el cldsico a otra donde sucede
lo contrario y luego vuelva a las condiciones normales.

En la Fig. 3.17, se provocé un cambio en la distancia méxima entre dos nodos
consecutivos (simulando la caida momentanea del canal més grande de la red).

Después de realizar un andlisis similar al de la subseccién anterior, es posible ver
cémo los algoritmos que se desempefiaron mejor cuando el entorno era estacionario
son, aproximadamente, los que peor se adaptan cuando el entorno es no estaciona-
rio. Los algoritmos de aprendizaje que priorizan la explotacién (rojo y verde) son
los que no se adaptan en absoluto después de cambios repentinos. Por otro lado,
aquellos que priorizan la exploracién (naranja y azul) son los que mejor pueden
aprovechar la retroalimentacion recibida cuando la red cambia.

Ademéds, cuando la red vuelve a la normalidad, aquellos que se adaptaron al
cambio anterior en la red tienen que readaptarse y olvidar todo lo aprendido du-
rante ese periodo. Por otro lado, aquellos que no lograron adaptarse, no tienen que
readaptarse ya que no cambiaron durante la ruptura en la red.

La seleccién del algoritmo a utilizar en una red no estacionaria dependerd de la
frecuencia con la que ocurran los cambios y cudnto duren. En una red con interrup-
ciones cortas, la adaptaciéon no es crucial ya que centrarse en aprender las caracteris-
ticas de la red en condiciones normales serd mejor. Si se presta demasiada atencién
a ajustarse a pequefias variaciones en la red, dicha sensibilidad podria impedir la
obtencién de la estrategia 6ptima para un funcionamiento eficiente de la red en con-
diciones normales. Con base en estas premisas, se dara preferencia a los algoritmos
que prioricen la explotacién (TD con € = €j * v’ 0 GA con bajo 7).

De lo contrario, si la red es inestable y puede cambiar recurrentemente o per-
manecer lo suficientemente largo en esas pausas como para afectar el rendimiento
general de la red, los algoritmos que mejor se adaptan y reducen los problemas de
fluctuaciones son los que nunca dejan de explorar (TD con € = const o GA con alto
7).
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Conclusiéon

En esta seccion, hemos explorado la interseccién de la teoria de juegos cudnti-
ca y las técnicas de aprendizaje por refuerzo aplicadas al enrutamiento en redes de
comunicaciones cudnticas. Este enfoque innovador no solo promete mejorar el ren-
dimiento frente a los protocolos de enrutamiento clasicos, sino también adaptarse a
los cambios dindmicos en la red. A través de un modelo de aprendizaje centralizado,
para optimizar el tiempo total en la red, hemos investigado cémo los paquetes pue-
den adaptar estrategias cudnticas en respuesta a la congestion y otras variaciones en
la red, abordando asi los desafios actuales de eficiencia en telecomunicaciones.

Nuestro estudio profundizé sobre las condiciones especificas bajo las cuales el
protocolo cuantico supera al clasico, considerando el nimero minimo de paquetes y
la distancia del canal més largo de la red. Adicionalmente, se integré la capacidad
de autoadaptacion mediante algoritmos de aprendizaje por refuerzo, permitiendo al
sistema responder a variaciones estacionarias y no estacionarias. La adaptabilidad
de los algoritmos resulto ser clave, ya que aquellos que priorizan la explotacién mos-
traron limitaciones en entornos no estacionarios, mientras que los que favorecen la
exploracién se adaptaron mejor a los cambios. La eleccion del algoritmo de apren-
dizaje depende asi de la naturaleza de la red, ya sea una red con interrupciones
esporddicas o0 una propensa a cambios prolongados. Este trabajo sienta las bases pa-
ra futuras investigaciones en el campo de la comunicacién cuédntica y abre el camino
hacia sistemas de enrutamiento mas avanzados y adaptables.
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Capitulo 4

Algoritmos Cuanticos de
Aprendizaje por Refuerzo
Multi-Agente

4.1. Introducciéon

La confluencia de la teoria de juegos, la mecénica cuantica y el aprendizaje por
refuerzo ha abierto un fascinante dominio de investigaciéon, donde las dindmicas de
toma de decisiones entre agentes racionales se manifiestan tanto en configuracio-
nes cldsicas como cudnticas. Desde la primera formulacién de los juegos cuanticos a
principios de este milenio, se ha desarrollado un marco robusto que describe cémo
se comportan los agentes cuando los juegos son cuantizados. Estos juegos cudnticos,
que expanden el espacio estratégico de los agentes, han demostrado tener aplicacio-
nes en diversos campos, desde la economia hasta el disefio de redes de comunica-
cion.

Una de las caracteristicas més intrigantes de la teoria de juegos cudantica es la
emergencia de equilibrios adicionales, que a menudo superan a sus contrapartes
clasicas en términos de recompensas. Sin embargo, encontrar estos equilibrios en
un espacio de estrategia ampliado, especialmente cuando se permite a los agentes
utilizar estrategias mixtas, presenta desafios significativos. En este contexto, se pro-
puso un método innovador para aprender y visualizar estrategias cudnticas mixtas,
permitiendo a los agentes adaptar sus estrategias sin informacién completa sobre la
matriz de pagos del juego, las estrategias seleccionadas por sus oponentes, ni sus
recompensas en cada paso.

A medida que el mundo avanza hacia la coexistencia de multiples IA [124] que
aprenden de su interaccién, que puede ser colaborativa, estratégica o adversarial, el
aprendizaje en juegos se vuelve cada vez mads relevante [125]. Existen estrategias de
aprendizaje establecidas, como el juego ficticio [126] y el aprendizaje sin arrepenti-
mientos [127]. Sin embargo, el enfoque propuesto en estos trabajos se centra en un
algoritmo descentralizado que permite a los agentes ajustar sus estrategias basando-
se Gnicamente en una sefial de recompensa de retroalimentacién individual.

Mads alld de los juegos cudnticos en si, el aprendizaje por refuerzo en un entorno
cudntico presenta oportunidades y desafios tnicos. Se introdujo, adicionalmente,
un algoritmo unificado de aprendizaje que se aplica sin problemas tanto a juegos
clasicos como cudanticos que incorpora el concepto de justicia en la distribuciéon de
las recompensas entre los agentes a la hora de la toma decisiones. Este algoritmo,
basado en Exploring Selfish Reinforcement Learning (ESRL) [128], se extendi6 para
manejar juegos cudnticos de suma no nula con informacién imperfecta, destacando
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la capacidad del algoritmo para promover la equidad dentro de las interacciones
estratégicas.

La mecénica cudntica, con su inherente incertidumbre y entrelazamiento, intro-
duce un reino que se desvia de los paradigmas deterministas de la mecénica clésica.
El entrelazamiento, donde estados correlacionados emergen independientemente de
su separacion espaciales, presenta tanto un desafio como una oportunidad en el 4m-
bito de la teorfa de juegos cudantica. Esta capacidad de los juegos cudnticos para
explorar cémo estos fenémenos impactan en las interacciones estratégicas ha sido
fundamental para su desarrollo.

A medida que la teoria de juegos cuantica ha avanzado, también ha surgido la
necesidad de algoritmos de aprendizaje mds sofisticados que puedan navegar por
el complejo paisaje de los espacios de estrategia cudntica. En este sentido, se propu-
so, finalmente, un algoritmo basado en la estimacién del gradiente de la funcién de
recompensa para juegos cudnticos en entornos multiagente. Este enfoque basado en
politicas y descenso de gradientes proporciona flexibilidad al permitir que los agen-
tes aprendan directamente acciones a partir de recompensas, asegurando mejoras
continuas de la politica y resultando en estrategias optimizadas localmente.

Sin embargo, uno de los hallazgos mas sorprendentes de estos estudios fue el
descubrimiento de una relacién no trivial entre el ruido del circuito cuantico y el
rendimiento del algoritmo. En contradiccién con la concepcion generalizada de que
el ruido cudntico siempre es un obstaculo para el rendimiento, se constaté que en
condiciones especificas una pequefia cantidad de ruido cuantico puede aumentar las
recompensas individuales, especialmente en juegos con un gran ntimero de agentes.

La exploracion de juegos cudnticos con aprendizaje multiagente ha revelado una
riqueza de dindmicas complejas y fenémenos fascinantes. Estos descubrimientos no
solo tienen implicaciones tedricas, sino que también pueden tener aplicaciones prac-
ticas, especialmente dadas las limitaciones inherentes de los ordenadores cuanticos
intermedios ruidosos (NISQ) contempordneos. A medida que la comunidad cienti-
fica avanza en la exploracién de la interaccién entre la teoria de juegos, la mecédnica
cuéntica y el aprendizaje por refuerzo, los algoritmos y métodos propuestos en es-
tos trabajos emergen como piedras angulares fundamentales para desentrafiar las
complejidades de las interacciones estratégicas en diversos dominios.

4.2. Algoritmos sin cdlculo de gradiente para aprendizaje au-
tomatico en juegos cuanticos repetidos

4.2.1. Aprendizaje de estrategias mixtas en juegos cudnticos con informa-
cién imperfecta

Introduccion

En esta seccion se aborda la notable interseccién de la teoria de juegos y la meca-
nica cudntica, explorando cémo las estrategias mixtas se aprenden en juegos cudnti-
cos con informacién imperfecta. Este campo emergente desafia nuestra comprension
de la toma de decisiones estratégicas en un entorno cudntico, donde las superposi-
ciones y el entrelazamiento expanden exponencialmente el espacio de estrategias
posibles. [7] introduce un método innovador para navegar por este vasto paisaje,
buscando equilibrios que, aunque dificiles de encontrar debido a la complejidad
cudntica, prometen una nueva comprension de la competencia y la colaboracién en
escenarios de multiples agentes.
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El enfoque propuesto se basa en el aprendizaje por refuerzo, una técnica bien
establecida en la teoria de juegos clasica, pero aqui se extiende al dominio cuéntico.
A pesar de la falta de informacién completa, como la matriz de pagos y las acciones
de otros agentes, el algoritmo desarrollado demuestra una flexibilidad y eficiencia
notables, adaptandose a las peculiaridades de los juegos cuanticos. Este algoritmo
no solo adquiere la capacidad de explorar el espacio de estrategias mixtas sino que
también se ajusta a los efectos del entrelazamiento y el ruido del canal cuéntico. La
capacidad de los agentes para aprender y adaptarse en tales entornos imperfectos y
ruidosos es crucial, ya que refleja las condiciones reales en las que se esperaria que
operen los sistemas cudnticos.

Juego clasicos y cuanticos

El objetivo de la teorfa de juegos es analizar sistemas de toma de decisiones que
involucran a dos o mds agentes cooperando o no entre si. Una caracteristica im-
portante en los juegos es que la recompensa que recibe un agente depende no solo
de la accién que elija, sino también de las acciones adoptadas por los otros agen-
tes. Es bien sabido que un juego se define por tres elementos: agentes, estrategias
y recompensas. Este trabajo se basa en juegos de dos agentes con dos estrategias
puras cada uno. No obstante, se otorga la posibilidad a los agentes de usar estra-
tegias mixtas, donde pueden asignar probabilidades a cada estrategia pura y luego
seleccionar aleatoriamente entre ellas. Dado que las probabilidades son continuas,
hay infinitamente muchas estrategias mixtas disponibles para un agente. Luego, las
recompensas se definen por una matriz de pagos de 2 x 2. En la Tabla 4.1, es posi-
ble observar una representaciéon general de una matriz de pagos de 2 x 2 (donde
[a,c.e,g] v [b,d,fh] son las recompensas de los agentes 0 y 1, respectivamente). Las
siguientes tablas representan todos los juegos que se estudiardn en el resto de la sec-
cion (Tabla del Dilema del Prisionero 4.2, Tabla del Juego de Deadlock 4.3, Tabla de
Descoordinacion 4.4a y Tabla del Juego de Platonia 4.4b), donde el agente 0 puede
seleccionar entre acciones de fila y el agente 1 entre acciones de columna y obtener
una recompensa de (Rjygadoro, Rjugadort)-

\ Agente 1
\ | C D
Agente(0 | C | (a;b) (c;d)
D | (e;f) (g;h)

CUADRO 4.1: Representacién matricial general de un juego con dos
jugadores y dos estrategias.

\ Agente 1 \ Agente 1
\ | C D \ | C D
Agente 0 | C | (6.6;6.6) | (0;10) Agente 0 | C | (5,5) (-10; 30)
D | (10;0) (3.3;3.3) D | (30;-10) | (-5;-5)

(A) Version 1.

(B) Version 2.

CUADRO 4.2: Representaciéon de la matriz de pagos del dilema del
prisionero (e>a>g>c y d>b>h>f).

Para estudiar juegos cuanticos seguimos utilizando el protocolo EWL [51] para
2 agentes. Como se mencioné anteriormente, el primer paso es asignar un estado
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\ Agente 1 \ Agente 1
\ | C D \ | C D
Agente(0 | C | (6.6;6.6) | (10;0) Agente(0 | C | (5;5) (30;-10)
D | (0;10) (3.3;3.3) D | (-10;30) | (-5;-5)
(A) Version 1. (B) Version 2.
CUADRO 4.3: Representacién de la matriz de pagos del juego de
deadlock (c>a>g>e y f>b>h>d).
\ Agente 1 \ Agente 1
\ | R L \ | R L
Agente(0 | R | (10;0) (0;10) Agente0 | R | (0;0) (0;10)
L | (0;10) (10;0) L | (10,0) 0;0)

(A) Juego de descoordinacién. (B) Juego egoista.

CUADRO 4.4: Representacién matricial de pagos de otros juegos tti-
les.

cuantico a cada una de las estrategias posibles. En el caso de dos estrategias, por
ejemplo, en el Dilema del Prisionero, C — |0) y D — |1). El segundo paso es crear
un circuito cudntico donde a cada agente se le asigna un qubit que comienza en el
estado |0). El tercer paso es crear un estado entrelazado entre todos los agentes. Esto
se hace aplicando el operador de entrelazamiento | = cos(¥)I®N + isin(3) x oV,
como se mostrd ya en la Figura 3.2, donde I es la matriz identidad, oy la puerta
Pauli X, N = 2 representa el nimero de agentes y o un valor que determina la
cantidad de entrelazamiento, siendo 7y = 0 sin entrelazamiento en absolutoy v = 7
el entrelazamiento maximo.

En el cuarto paso, cada agente elige su estrategia mds adecuada de manera in-
dividual e independiente. Esto se hace modificando el estado de su propio qubit
localmente. Para hacer esto, cada agente aplica una o mds puertas cudnticas de un
qubit, modificando el estado de su qubit. Una puerta general de un qubit [13] es una
matriz unitaria que puede representarse como:

cos(g) —ei?

_ 5 sin(9)

H®.¢,1) = <ei¢ sin(§) e/(9+Y) cos(ﬁ))
Ya podemos destacar el hecho de que mientras los agentes cldsicos solo tienen 2
posibles estrategias puras (por ejemplo, cooperar o defectar), los agentes cuanticos
tienen un niimero infinito de estrategias puras, es decir, cualquier combinacién de
valor real para los tres pardmetros 6, ¢ y A. El quinto paso es aplicar el operador J*
(transpuesto conjugado de J) después de las estrategias de los agentes. Finalmente,
el sexto paso consiste en medir el estado de los qubits para leer las salidas clasicas del
circuito y, por lo tanto, la accién final de cada agente. Las lecturas se utilizan como

entradas de la matriz de pagos para determinar las recompensas de los agentes.
Una tdltima cosa a afiadir es el hecho de que vamos a reemplazar la puerta general
de un qubit de tres pardmetros U(6, ¢, A) por tres puertas cudnticas de rotacion de un

[
parametro Rx(¢1), Ry(¢2) y Rx(¢3), con Rx(¢p) = exp(—i%X) = (

(4.1)

cos(§) ﬂ'sin(f))
—isin(§) cos(%)

y Ry(¢) = exp(—i{Y) = (““S(g) _Sin(ﬁ) ). Esto es posible sin perder generalidad ya

' sin(%) cos(%)
que U(0, ¢, A) = e“Ra(B)Rm(v)Ra(d) [13]. Dicho esto, el circuito de la Figura 3.2 se
convierte en el de la Figura 3.5.
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Modelo de aprendizaje

Esta seccién presenta un nuevo método para aprender estrategias mixtas en jue-
gos cudnticos. Los resultados se centran en juegos con dos agentes, pero el método
es extensible para N agentes. La principal dificultad al calcular estrategias mixtas
en juegos cudnticos es que las posibles estrategias puras ya son infinitas (cualquier
valor real para 0, ¢ y A). Por lo tanto, una estrategia mixta se obtiene a través de una
funcién de densidad de probabilidad sobre estas tres variables continuas.

Algoritmo de aprendizaje - Primero, los valores de 0, ¢ y A se restringen a cualquier
valor real entre [0;277) (ya que son angulos). Por lo tanto, una estrategia mixta se
obtiene a través de una funcién de densidad de probabilidad (PDF) de tres variables.
La idea principal es usar Q-learning [35], discretizando el espacio de estrategias,
para aprender el valor aproximado de cada estrategia y construir una PDF con él.
Los agentes seleccionan sus estrategias en cada iteracion mediante el muestreo de
la PDE. Reciben una recompensa, actualizan sus propias tablas Q y PDFs con esta
nueva informacién y contintian con la siguiente iteracion.

Tres dificultades surgen cuando los agentes intentan aprender sus estrategias
mixtas en juegos cudnticos. El primer obstaculo se presenta debido a que, en el pro-
ceso de aprendizaje en juegos, la recompensa de cada agente depende no solo de
la estrategia que elija, sino también de las estrategias de otros agentes. En otras pa-
labras, la retroalimentaciéon que un agente usa para actualizar el valor Q de una
estrategia variara dependiendo de las estrategias que los otros agentes hayan selec-
cionado.

El segundo problema proviene de la diferencia en la naturaleza entre las estrate-
gias cldsicas y cudnticas. Mientras las estrategias cldsicas puras siempre devuelven
resultados deterministicos, las estrategias cudnticas puras pueden llevar a resulta-
dos no deterministas. Por ejemplo, en la versién 4.2a del Dilema del Prisionero, si el
jugador0 selecciona la estrategia So = (6o, o, Ao) = (77,0,0) y el jugadorl también
selecciona la estrategia S = (61, ¢1, A1) = (71,0,0), el estado cudntico antes de medir
va a ser |ou) = JT(U(7,0,0) @ U(r,0,0))]]00) = |OO>+‘01>;‘10>+|H>. Esto significa
que las acciones finales van a ser (cooperar, cooperar) con probabilidad 0.25, (coope-
rar, traicionar) con probabilidad 0.25, (traicionar, cooperar) con probabilidad 0.25 y
(traicionar, traicionar) con probabilidad 0.25. Por lo tanto, incluso si ambos agentes
repiten sus estrategias puras, las recompensas para el jugador0 (y el jugadorl) serdn
6,6 con probabilidad 0.25, 0,0 con probabilidad 0.25, 10 con probabilidad 0.25 y 3,3
con probabilidad 0.25. Esta propiedad no determinista de las estrategias cuanticas
puras hace que el aprendizaje de estrategias cudnticas mixtas sea incluso més lento.

La tercera dificultad se debe al hecho de que, al tratar con estrategias mixtas,
aprender los valores Q no es suficiente. Los agentes necesitan ser capaces de trans-
formar correctamente esa informacién en una funcién de densidad de probabilidad
que no los haga ni demasiado codiciosos ni demasiado indecisos. Un comportamien-
to codicioso hard que los agentes intenten obtener més recompensas utilizando el
valor estimado actual de las estrategias y no aprendiendo lo suficiente del entorno,
este concepto se llama explotaciéon y puede causar convergencia a minimos locales.
Por otro lado, un comportamiento indeciso hara que los agentes se enfoquen prin-
cipalmente en mejorar su conocimiento sobre cada accién en lugar de obtener més
recompensas, esto se llama exploracién y puede causar que no haya convergencia
en absoluto.

En este contexto, los agentes comienzan en la primera iteracién inicializando su
tabla Q, la cual, idealmente, convergerd a una representacion cuantitativa de cuan
buena es cada estrategia. Luego, establecen en cero un contador que indica cuantas
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veces cada estrategia fue seleccionada. Este contador se utilizard para actualizar la
tabla Q; cuantas mas veces un agente haya seleccionado una estrategia, menor serd
la influencia que tendrd una nueva recompensa obtenida al actualizar su valor Q.
Cabe aclarar que la primera estrategia de cada jugador es seleccionada al azar. Des-
pués de que todos los agentes tengan una estrategia, juegan el juego y obtienen la
recompensa correspondiente segiin su matriz de pagos de 2 x 2.

En la siguiente iteracién, los agentes usan sus estrategias seleccionadas y las re-
compensas recibidas para actualizar el contador: count(s); = count(s);—1 + 1,y el
valor Q: Q¢(s) = Qi-1(s) + (m) % (Rt—1 — Qt—1(s)). Ahora, los agentes tienen
que seleccionar una nueva estrategia. Para lograr esto, van a convertir los valores
Q en probabilidades y crear una PDF de la cual van a muestrear para seleccionar

la siguiente estrategia. La probabilidad de cada estrategia se definird mediante la

Qt(s)
%, donde T se denomina pardmetro de tempera-

Zallsg N
tura. Para temperaturas altas (T — o0), todas las estrategias tienen casi la misma

probabilidad y cuanto mds baja es la temperatura, mas afectan los valores Q a la
probabilidad. Para una temperatura baja (T — 0), la probabilidad de la estrategia
con la recompensa esperada més alta tiende a 1.

Hay dos tltimos conceptos que vale la pena mencionar antes de pasar a estudiar
los resultados del algoritmo. Para evitar converger a maximos locales, afiadimos un
factor e-codicioso. En cada iteracién, cada agente genera un niimero real aleatorio
entre 0 y 1 y si este nimero es menor que ¢, el agente selecciona su estrategia al
azar en lugar de muestrear de la PDEF. Por tltimo, el factor T de la funcién softmax
comenzara desde un valor inicial alto T, (priorizando la exploracién) y luego dis-
minuird a un valor final bajo T (priorizando la explotacion) siguiendo la ecuacion:

funcién softmax: pi(s) =

T=Tr+ (T, — Tf)e_é, siendo T un factor de tasa de decaimiento.

En el Algoritmo 3, es posible observar una descripciéon completa del método de
aprendizaje utilizando pseudocédigo.

Modelo descentralizado - El sistema de aprendizaje es descentralizado, cada agente
toma decisiones auténomas locales dirigidas a sus objetivos individuales que posi-
blemente entren en conflicto con los de otros agentes. Aprenderan individual e inde-
pendientemente, sin comunicacién entre ellos ni una influencia ordenadora central
de un sistema centralizado que ejerza control directamente sobre los componentes
de nivel inferior del sistema.

Ademas, los agentes no tendran informacion perfecta sobre el entorno. Especifi-
camente, los agentes no conocerdn la matriz de pagos del juego que estdn jugando
actualmente, no sabrén la estrategia o la recompensa que otros agentes estdn reci-
biendo en ningtin momento, e incluso no saben contra cudntos agentes estan jugan-
do. Su tinica retroalimentacion es la recompensa que reciben después de seleccionar
una estrategia.

Tanto el modelo descentralizado como el de informacién imperfecta para dos
agentes se pueden observar en la Figura 4.1. Los agentes seleccionan una estrategia
Sx = [¢x1, x2, ¢x3] v la envian al dispositivo cudntico. Las dos estrategias de los
agentes funcionan como 6 pardmetros (941, P42, PA3, P51, PB2 Y PB3) €n un circuito
cudntico parametrizado. Se ejecuta el circuito cudntico y las lecturas se asignan a sus
acciones clasicas correspondientes (las que corresponden al primer paso del protoco-
lo EWL). Estas acciones se utilizan para jugar el juego en curso y las recompensas se
envian a sus agentes. Los agentes usan su recompensa para ajustar su estrategia (de
acuerdo con el Algoritmo 3), seleccionan una nueva estrategia y el circuito cudntico
parametrizado se ejecuta nuevamente.
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Algorithm 3 Agentes que aprenden estrategias mixtas en juegos cuanticos

Require: N > 2

N2 > Numero de agentes
T, + 4 > Temperatura inicial
Tr < 0,125 > Temperatura final
T < 30000 > Tasa de decaimiento
€+ 0,01 > Factor e-codicioso
for t = 0 to 200000 do > Numero de iteraciones
T+ Tr+ (T, — Tf)e*% > Actualizar temperatura
forn =0to N —1do > Para todos los agentes
if t = 0 then > Primer paso
count, <0 > Inicializar el contador de estrategias
Qn+ Qo > Inicializar la Q-table
strateqy[n| < strategies(randint) 1> Estrategia aleatoria para jugador n
else
county(s) < count,(s)+1 > Actualizar contador para estrategia s
Qu(s) < Qu(s) + (R[n] — Qu(s))/county(s) > Actualizar Q-table
if random(1) < € then > Si no acuta codiciosamente
strategy|[n] < strategies(randint) > Retornar acciéon
end if
for s in estrategias do > Para todas las estrategias
Q)
p(s) < eis) > Funcién de densidad de probabilidad
e T
end for =
str <— sample from p > Seleccionar una estrategia muestreando PDF
strategy[n] < strategies(str) > Retornar la estrategia seleccionada
end if
end for
R <~ GAME(strategy) > Obtener recompensas de todos los agentes
end for
4 Player O
/ Quantum device\l
r ¥ ¥ 'd RO
m Rx (wa1) I* Ry (paz) |—| Rx (£as) — " A —A0
"— [ Rx (¢m) 4| Ry (¢B2) |—| Rx (vB3) |* A Game
A A \ R

N

J

Player 1

FIGURA 4.1: Modelo de dos jugadores aprendiendo estrategias mix-

Resultados

tas utilizando circuitos cuanticos parametrizados.

En esta seccién, procederemos a aplicar el Algoritmo 3 al entorno cldsico de
los juegos presentados en la seccién anterior para verificar su comportamiento. Los
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equilibrios obtenidos se compararan con los equilibrios de Nash bien conocidos de
estos juegos. Mds tarde, se aplicard el Algoritmo 3 a la version cuédntica de los jue-
gos y se verificara si los equilibrios cambiaron y, en caso afirmativo, determinando
si dichos cambios representan mejoras o desmejoras.

En la primera parte de la secciéon de resultados, los agentes cudnticos estaran ma-
ximamente entrelazados en el momento en que apliquen sus puertas. Sin embargo,
luego, se analizard el impacto del entrelazamiento en el rendimiento de los juegos
cudnticos. De manera similar, en los primeros resultados, se asumird que los circuitos
cudnticos son ideales en términos de ausencia de ruido, para luego introducir ruido
de despolarizacion en dichos circuitos. Finalmente, se procederéd a caracterizar como
esto sesgard el comportamiento de los agentes.

Performance de juegos cldsicos vs cudnticos en condiciones ideales - Légicamente es
posible encontrar equilibrios de la version clésica de los juegos presentados anterior-
mente aplicando el Algoritmo 3. En este caso, los agentes solo tienen dos estrategias
(0Oo1,CoD,RolL,..), por lo que las estrategias mixtas se definen por pg y p1,
donde pg + p1 = 1. En la columna de equilibrios cldsicos de la Tabla 4.5, es evidente
que tanto los equilibrios de Nash conocidos como los equilibrios obtenidos por los
agentes aplicando el Algoritmo 3 coinciden aproximadamente.

Equilibrios clasicos Equilibrios cuadnticos

Juegos Nash Obtenidos Tendencia | Obtenidos

El dilema del Prisionero v1 | [3.3;3.3] | [3.316; 3.316] [5;5] [4.968 ; 4.962]
El dilema del Prisionero v2 | [-5; -5] [-4.837 ;-4.857] | [10; 10] [10.142 ; 9.618]
Juego de Deadlock v1 [6.6;6.6] | [6.581 ;6.585] [5; 5] [4.979 ; 4.964]
Juego de Deadlock v2 [5;5] [5.046 ; 5.055] [10; 10] [9.652 ;9.464]
Juego de Descoordinacién | [5; 5] [5.001 ; 4.999] [5; 5] [4.987 ; 5.013]
Juego del Egoismo [0;0] [0.148 ; 0.094] [5;5] [4.952 ; 4.946]

CUADRO 4.5: Rendimiento de los juegos clasicos y cudnticos después
de aplicar el algoritmo 3 (recompensas promedio de los tltimos 50000
valores).

Es importante destacar el hecho de que todas las estrategias de los agentes con-
vergen en estrategias puras, con la excepcién de aquellos que juegan el juego de
discoordinacién (pg = 0,5y p1 = 0,5). Esto verifica el comportamiento predicho por
los equilibrios de Nash conocidos en todos los casos.

Las recompensas en el equilibrio y el comportamiento de aprendizaje de los
agentes que aprenden a jugar juegos cudnticos usando el Algoritmo 3 se muestran
en la Tabla 4.5 y en la Figura 4.2, respectivamente. Todos los valores en la Tabla 4.5
corresponden al promedio de los dltimos 50,000, es decir, después de que se ha-
ya realizado la mayor parte de la fase de exploracién. Es posible observar cémo en
cuatro (Tablas 4.2a, 4.2b, 4.3b y 4.4b) de los seis juegos, el rendimiento cudntico es
superior al cldsico. Ademads, hay un caso (Tabla 4.4a) donde las recompensas son
iguales y uno donde el caso clasico (Tabla 4.3a) supera al cuantico. Las recompensas
promedio trazadas en la Figura 4.2 tambien se calcularon tomando el valor medio
de una ventana de las tltimas 50,000 recompensas, cuando fue posible:

promedio(recompensas(0 : t)) sit < 50,000
promedio(recompensas(t — 50,000 : t))  sit >= 50,000
4.2)

recompensa_promedio(t) = {
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FIGURA 4.2: Recompensa promedio (desde una ventana de los tlti-

mos 50.000 valores) para los agentes que aprenden a jugar. Juegos de

izquierda a derecha. Primera fila: Dilema del Prisionero v1 y Dilema

del Prisionero v2. Segunda fila: Juego Deadlock v1 y Juego Deadlock
v2. Tercera fila: Juego de Discoordinacién y Juego Egofsta.

Es interesante observar que en ambas versiones del Dilema del Prisionero, los
agentes cudnticos de alguna manera superan el famoso dilema y obtienen una re-
compensa mds alta que el equilibrio de Nash clasico ([5;5] en lugar de [3,3;3,3] y
[10;10] en lugar de [—5; —5]). Ademads, en la version 2 del Dilema del Prisionero (Ta-
bla 4.2b), el resultado es incluso mads alto que la eficiencia de Pareto clésica ([10; 10]
en lugar de [5; 5)). Esta segunda condicion se cumplira siempre que [<3¢; %] > [a; b]
en la Tabla 4.1.

De manera similar, en el juego de Deadlock, que es un juego que no presenta nin-
gun dilema en su configuracion cldsica, silo hace en el mundo cuantico. Los agentes
clasicos tienen una estrategia de cooperacién mutua que es tanto un equilibrio de
Nash como una eficiencia de Pareto. Sin embargo, cuando los agentes pasan al juego
cuantico, pierden ese privilegio. Si se cumple la condicién [CZj ; %] > [a;b], esto es
una buena noticia, ya que los agentes cudnticos atin logran tener un nuevo equili-
brio con una recompensa incluso mds alta que la de los agentes cldsicos ([10;10] en
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lugar de [5;5]). De lo contrario, las recompensas de los agentes cladsicos terminaran
superando a las cudnticas ([6,6; 6,6] versus [5;5]).

Los tltimos dos juegos son: el juego de discoordinacién y el juego de Platonia.
El primero no presenta ningtin cambio cuando se cuantiza, lo cual es en si mismo
una particularidad. El segundo, por otro lado, es el juego que presenta la mayor
diferencia. Los agentes cldsicos siempre convergen a una estrategia pura (L), que les
da la menor recompensa posible ([g; 1] = [0;0]), mientras que los agentes cudnticos
convergen a una estrategia que les permite obtener la recompensa mas alta posible,
(435 3] = [5:5).

Dependencia del entrelazamiento - Hasta ahora, hemos adoptado un valorde y = 7
en | = cos($)I®N +isin(J) 0PN, Esto asume un entrelazamiento maximo entre
agentes. Se sabe que el entrelazamiento es el recurso que permite ventajas en los
juegos cudnticos sobre los cldsicos [129]. Sin embargo, lograr esta situacién de entre-
lazamiento maximo a veces es costoso de producir. Por lo tanto, en la Figura 4.3 es
posible visualizar como varia la relacién entre las recompensas cudnticas y cldsicas
en equilibrio en funcién de vy (siendo v = 0y v = 7 sin entrelazamiento y entrelaza-

miento méximo respectivamente) para tres juegos con comportamientos diferentes.

Quantum vs Classiczl Reward Ratio as a function of gamma

®— Prisoner’s Dilemma
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FIGURA 4.3: Relacién de recompensa cudntica versus cldsica en fun-
cién del factor de entrelazamiento .

Para empezar, cuando y = 0, es decir, sin entrelazamiento, los agentes de todos

los juegos cudnticos tienen los mismos equilibrios que los agentes cldsicos, ﬁ—z ~ 1.
Este comportamiento confirma que las diferencias entre los juegos cldsicos y cudnti-
cos provienen del entrelazamiento y no del hecho de que su espacio de estrategia se
haya extendido de dos estrategias puras a un niimero infinito de estrategias puras.
En el juego cudntico con 7y = 0, los agentes todavia pueden manipular sus qubits con
cualquier compuerta cuantica del conjunto infinito de ellas, tienen el mismo espacio
de estrategia mixta con o sin entrelazamiento. Por lo tanto, entrelazamiento significa
cudntico. Sin entrelazamiento significa clasico, incluso si se les permite manipular
qubits.

A partir de ahi, en la Figura 4.3, a medida que aumentamos el valor de 7, po-
demos ver cémo la recompensa de los agentes se acerca progresivamente al valor
previamente calculado con entrelazamiento maximo. Para el Dilema del Prisionero
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Rq _ 4,968+4,962

vl, 1,5. Para el juego de la discoordinacion Ry — 498745013 _

= 331643316 — ’ R 500144999 —
Para el juego del deadlock v1, R— = % ~ 0,75. Para concluir, podemos decir
que para notar una ventaja (o desventa]a) en los juegos cudnticos, no es necesario
superar un cierto umbral de nivel de entrelazamiento. Cuanto mayor sea el nivel de
entrelazamiento entre los agentes, por pequefio que sea, mayores seran las ventajas
(o desventajas) que experimentaran los agentes.

Dependencia del ruido - Un andlisis similar pero para un fenémeno diferente se
puede realizar examinando el ruido cudntico. En las secciones anteriores, asumimos
que, después de la aplicacion del operador ], todos los agentes podian aplicar sus
compuertas a sus qubits en un canal ideal. Esta condicién también es dificil de cum-
plir, por lo que procederemos a modelar esta situacion de manera mas cuidadosa.

El modelo de ruido utilizado sera el canal de depolarizacién. El estado del siste-
ma cudntico después de este ruido es: e(p) = 4L + (1 —A)p = (1 — A)p + 5 (XpX +
YpY + ZpZ), siendo p = |¢) (| la matriz de densidad del estado cudntico antes de
que se aplique el ruido. La forma de modelar esto (Figura 4.4) es afiadiendo una
cuarta compuerta después de Rx(¢1)Ry(¢2)Rx(¢3), esta compuerta sera seleccio-
nada aleatoriamente siguiendo las probabilidades:

1 0
I = withp =(1—-A
[0 1] p=(1-2)
01
X=| 0] with p = %
U4 — ,0 ‘ (4.3)
—1
Y = with p = 2
i o0 P=3
1 0
Z = with p = 2
0 —1 P=3
P HR& quHR WA3 H (/\?}7 It() ’__A%
TR {“\ vm}‘ {Ry (¢B2) R\fwm)‘ {U-l(f\}‘] 1T

¥
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FIGURA 4.4: Un modelo completo del protocolo EWL teniendo en
cuenta el factor de entrelazamiento y el ruido del canal despolarizan-
te.

Esto significa que el estado cudntico en cada canal permanecerd intacto con una
probabilidad de (1 — A) y serd modificado con una probabilidad de A. Para modificar
el estado cudntico del canal, las compuertas X, Y o Z seran aplicadas con la misma
probabilidad. En la Figura 4.5 es posible visualizar cémo varia el rendimiento de dos
juegos (Dilema del Prisionero v2 y Juego de Platonia) en funcién de A.

En la Figura 4.5, es claro cémo el ruido afecta el rendimiento y el comportamien-
to de los agentes cudnticos. Las recompensas comienzan a disminuir rapidamente
incluso con pequefios aumentos en el valor de A. Ademads, para un valor de A > 0,4,
el proceso de aprendizaje de los agentes se ve tan afectado por el ruido que no pue-
den hacer nada mejor que aleatorizar entre todas las estrategias. Para el Dilema del

Prisionero v2 (Tabla 4.2b), R; ~ 5*102& = 5. Para el juego de Platonia (Tabla 4.4b),
R, ~ 0H0L080 _ )5
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Quantum Reward vs Depolarization Noise

—— Selfish Game

Prisoner's Dilemma

A

FIGURA 4.5: Recompensa de los jugadores cudnticos en funcién del
pardmetro A para el modelo de canal despolarizante.

Una forma de interpretar esto es que los agentes estan aprendiendo de una fuente
corrupta. A veces, seleccionan una estrategia y reciben una recompensa correspon-
diente a otra estrategia. Esto causa que los agentes se comporten irracionalmente,
lo que, a su vez, hace que aprender del otro agente sea también mads dificil. Todo
esto significa que si no se puede garantizar un sistema cudntico con poco ruido, el
aprendizaje de los agentes se vera notablemente afectado.

Visualizacién de estrategias mixtas - Otra forma de entender el comportamiento de
los agentes es visualizando sus estrategias. Las estrategias mixtas estan representa-
das por una funcién de densidad de probabilidad sobre el espacio de estrategias. En
los juegos cudnticos, el espacio de estrategias estd representado por tres variables
continuas, cada una de ellas representando los angulos de las puertas de rotacién
cudntica Rx(¢1), Ry(¢2) vy Rx(¢3). En la Figura 4.6, es posible observar diferentes
estrategias aprendidas por agentes en juegos cudnticos bajo distintas configuracio-
nes. Cada punto en la PDF corresponde a una estrategia diferente S = (¢1, 92, ¢3)
y tiene asignado un valor entre 0 y 1 que corresponde a la probabilidad de que esa
estrategia sea seleccionada por el agente (}_; Ps, = 1).

Cada punto estd representado con un tamafio y un color proporcional a su valor.
Cuanto mayor es el valor de la probabilidad, mayor es su tamafio y mds amarillo su
color. Es posible observar cémo, en algunos casos, las estrategias mixtas convergen
a una estrategia pura, Ps;, = 1y Vj # i P; = 0 (Figura 4.6, abajo a la derecha).
Sin embargo, en la mayoria de los casos, las estrategias mixtas convergen en una
distribucién particular que puede o no tener una forma interesante.

Conclusion

En la culminacién de la exploracién de estrategias mixtas en juegos cuanticos
con informacién imperfecta, se ha disefilado un algoritmo que no solo se destaca por
su descentralizacién, sino que también capacita a los agentes para aprender dentro
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FIGURA 4.6: Funcién de Densidad de Probabilidad sobre las tres va-

riables (@1, @2, ¢3) que representan diferentes estrategias cuanticas

mixtas. Arriba a la izquierda: juego de deadlock (y = 0y A = 0).

Arriba a la derecha: dilema del prisionero (y = 0 y A = 0). Abajo

izquierda: juego de discoordinacién (y = 7 y A = 0). Abajo a la de-
recha: juego egoista (y = T y A = 0).

de un marco de informacién incompleta. Este algoritmo representa un avance sig-
nificativo en la bisqueda sistemaética de equilibrios en una variedad de juegos, per-
mitiendo una comparacién directa entre las recompensas obtenidas en las versiones
cudnticas y cldsicas de los juegos. La eficacia del algoritmo se ha corroborado a tra-
vés de la coincidencia de los equilibrios obtenidos para las versiones cldsicas de los
juegos con sus respectivos equilibrios de Nash, proporcionando asi una validacién
robusta de su rendimiento.

El uso del algoritmo para identificar equilibrios en juegos cudnticos revel6 que
las estrategias mixtas tienden a converger hacia distribuciones particulares, las cua-
les pueden o no presentar configuraciones interesantes. Este hallazgo subraya la
complejidad inherente a la cuantificacion de juegos y la necesidad de herramien-
tas sofisticadas como la propuesta para navegar por este espacio expandido de es-
trategias. La capacidad de adaptarse y aprender en entornos cudnticos, donde la
informacién puede ser fragmentaria o incierta, es crucial para el avance de la teoria
de juegos cudntica y su aplicacién en escenarios del mundo real, como mercados
cudnticos y redes de comunicacién cudnticas. La investigacion futura se beneficiara
de la exploracién de estos algoritmos en sistemas con ruido y entrelazamiento no
ideal, ampliando atin més el entendimiento de la toma de decisiones estratégicas en
el &mbito cudantico.
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4.2.2. QESRL: Exploracién del aprendizaje por refuerzo egoista para jue-
gos cuanticos repetitivos

Introducciéon

En la vanguardia de la teoria de juegos cudntica, el articulo "QESRL: Exploring
Selfish Reinforcement Learning for Repeated Quantum Games’ representa un avan-
ce significativo en la comprension y aplicaciéon de estrategias de aprendizaje por
refuerzo en contextos cudnticos. Este trabajo se distingue de la seccién al introducir
un algoritmo unificado de aprendizaje que se aplica tanto a juegos cldsicos como
cudnticos de suma no cero teniendo el cuenta la distribucién de las recompensas en-
tre los agentes. Basdndose en el algoritmo de "Exploracién Egoista de Aprendizaje
por Refuerzo” (ESRL) [128] previamente propuesto en juegos clésicos, este enfoque
se extiende para manejar juegos cudnticos con informacién imperfecta. La singulari-
dad de este algoritmo radica en su capacidad para permitir a los agentes explorar y
aprender estrategias periddicas en juegos cudnticos, aprovechando la cuantizacién
de los juegos para descubrir resultados més justos.

El algoritmo QESRL, en su esencia, es una fusién innovadora de la teoria de
juegos, la mecénica cudntica y el aprendizaje por refuerzo. Esta confluencia de dis-
ciplinas permite una comprensién mds profunda de las interacciones estratégicas,
revelando la compleja trama que subyace a la optimizacién de comportamientos de
agentes en diversos escenarios. Un aspecto central de este estudio es la evaluacién
de la equidad en la distribucién de recompensas entre los agentes. A través de la im-
plementacion del algoritmo QESRL, se observa una notable diferencia en la justicia
de la distribucién de recompensas en comparacién con algoritos de aprendizaje por
refuerzo cuanticos (QRL) tradicionales. Este enfoque mantiene la adaptabilidad y la
dindmica de convergencia del algoritmo adquiriendo la capacidad de equilibrar las
recompensas individuales y colectivas, abordando asi el desafio de distribuir recom-
pensas de manera equitativa entre los agentes en escenarios multiagente. La capa-
cidad del algoritmo QESRL para navegar en el intrincado espacio donde las inter-
acciones estratégicas se encuentran con los fenémenos cuanticos promete remodelar
nuestra comprensioén de los comportamientos cooperativos y competitivos.

Modelo clasico ESRL

ESRL (Aprendizaje por Refuerzo Egoista Exploratorio) [128] es un algoritmo ba-
sado en la teoria de autématas de aprendizaje, disefiado para juegos repetidos esto-
casticos y de suma no-cero. Los agentes ESRL son independientes y actualizan una
distribucién probabilistica sobre las acciones basadas en las recompensas recibidas.
Los agentes alternan entre fases de exploracién, priorizando la optimizacién indivi-
dual, y fases de sincronizacién, coordinando objetivos sociales. Una vez transcurrido
un periodo fijo de tiempo, donde los agentes han estado alternando entre explora-
cién y sincronizaciéon, comienzan a explotar sus estrategias preferidas aprendidas
durante las fases anteriores. En particular, ESRL se adapta a diferentes formas de
juegos sin conocimiento previo. Este enfoque innovador armoniza a los agentes que
comparten informacion muy limitada, utilizando aprendizaje auténomo y optimiza-
ciéon colaborativa dentro de un marco dindmico. En las siguientes subsecciones, ex-
plicaremos generalmente las fases de exploracion, sincronizacién y explotacién. Sin
embargo, en la siguiente secciéon daremos una descripcién mds profunda de ellas al
definir el algoritmo QESRL.
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Fase de exploracién - Durante la fase de exploracion del algoritmo ESRL, los agen-
tes operan de manera auténoma como aprendices autodirigidos tradicionales. Em-
pleando algoritmos de automatas de aprendizaje por refuerzo, los agentes ajustan
sus probabilidades de accién basadas en los resultados de sus acciones y las recom-
pensas recibidas. Esta fase lleva a la convergencia de los agentes hacia equilibrios
puros de Nash conjuntos. Este proceso de aprendizaje autocontenido permite a los
agentes adaptarse a varios escenarios de juego sin depender del conocimiento pre-
vio.

Fase de sincronizacién - En la fase de sincronizacién, el enfoque cambia de la opti-
mizacién individual a la toma de decisiones colaborativa. Los agentes evaltian la so-
lucién conjunta alcanzada durante la fase de exploracién, considerando su relevan-
cia para sus objetivos individuales. Esta fase introduce una comunicacién limitada
entre los agentes, permitiéndoles compartir su rendimiento y contribuir a la evalua-
cién colectiva de la calidad del equilibrio. A través de esta cooperacion, el algoritmo
ESRL identifica equilibrios de Nash 6ptimos en Pareto, explora nuevos atractores de
solucién y combina experiencias de aprendizaje individuales para lograr resultados
refinados y beneficiosos colectivamente.

Fase de explotacion - En esta fase final, los agentes aprovechan las estrategias
aprendidas en las fases anteriores de exploracién y sincronizacion. Después de un
tiempo suficiente, todos los agentes comienzan a implementar la politica periodi-
ca que han aprendido coordinando su comportamiento y alternando entre las dife-
rentes acciones conjuntas seleccionadas por cada agente. Esta politica periddica se
mantendra hasta el final del episodio.

Modelo cuintico ESRL

El algoritmo QESRL adapta el algoritmo ESRL para ser aplicado a modelos de
juegos cuanticos como los presentados en [7] y descritos en la seccién 4.2.1. Las si-
guientes tablas representan todos los juegos que se estudiardn en el resto de la sec-
cién: (Batalla de los Sexos 4.6b, Dilema del Prisionero 4.6c y Juego de Platonia 4.6d),
donde el agente 0 puede seleccionar entre acciones de fila y el agente 1 entre acciones
de columna y obtener una recompensa de (Rjugadoro, Rjugadorl)-

\ Agente 1 \ Agente 1
\ | A B \ | A B
Agente0 | A | (a;b) (c;d) Agente0 | A | (10;5) (2;2)
B | (e;f) (g;h) B | (0;0) (5,10)
(A) Representacién matricial general de un juego.  (B) Matriz de pagos de la Batalla de los Sexos.
\ Agente 1 \ Agente 1
\ | A B \ | A B
Agente0 | A | (6.6;6.6) | (0;10) Agente0 | A | (0;0) (0;10)
B | (10;0) | (3.3;3.3) B | (10;0) |(0;0)

(C) Matriz de resultados del Dilema del Prisionero. (D) Matriz de pagos del juego Platonia.

Descripcion del algoritmo QESRL - Para adaptar el ESRL a los juegos cudnticos,
debemos ser capaces de aprender una funcién de densidad de probabilidad sobre
las estrategias disponibles para los agentes en los juegos cudnticos. Cada estrategia
cudntica estd representada por 3 dngulos: @1, @2 y ¢3, los cuales podrian estar en
el rango de [0 : 277). Como se describié anteriormente en [7], discretizaremos el
espacio de estrategias y crearemos un vector donde cada elemento corresponde a un
conjunto de dngulos: S; = [¢1; ¢2; @3]. Por lo tanto, este vector mapeard el espacio
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de estrategias con la PDF actualizada en cada iteracion del algoritmo. El diagrama
de la Figura 4.1, que representaba visualmente el modelo de aprendizaje del articulo
[7], se corresponde también con el modelo de aprendizaje del algoritmo QESRL con
dos agentes. La descripcién completa de las fases de exploracién y sincronizacién
del QESRL, adaptadas del ESRL clésico, se describe en el resto de esta seccion.

En el algoritmo 4 es posible observar el pseudocédigo de la fase de exploracion
del QESRL, donde: « es la tasa de aprendizaje. PDF es un vector que representa la
funcién de densidad de probabilidad en todas las acciones disponibles del agente.
Actions es un vector con todas las acciones seleccionadas por todos los agentes en
una iteracion. Rewards es un vector con todas las recompensas recibidas de cada
agente en una iteracién. dones es un vector con una bandera que indica si cada agente
ha convergido.

Algorithm 4 Fase de exploracion del algoritmo QESRL.

Require: Definicion de la matriz del Juego

Require: N > Namero de agentes
Require: A > Ntmero de acciones
« < 0,001 > Tasa de aprendizaje
tmax < 100000 > Nuamero de iteraciones

# Inicializacion
fori =1to N do > Para cada agente
Creacion de agente i > Inicializar PDF uniformemente

Actions[i] < sample_action(PDF) 1> Muestrear PDF para determinar accién
end for

Rewards < Game(Actions) > Recompensas de todos los agentes
# Loop principal
while (!done or ty,,) do
fori =1to N do > Para cada agente
PDF < (1 — a * Rewards|i]) * PDF > Actualizar de PDF
PDF|[Actions[i]] <— PDF[Actionsli]] + a * Rewards[i] > Actualizar de PDF
Actions[i] < sample_action(PDF) > Muestrear PDF
donesli] < done_checking(PDF) > Comprobar convergencia de agentes
end for
Rewards < Game(Actions) > Recompensas de todos los agentes
done <— AND (dones) > Comprobar convergencia de agentes
end while

En el algoritmo 5 es posible observar el pseudocédigo de la fase de sincroniza-
cion del QESRL, donde: Actions es un vector con todas las acciones finales de cada
agente. Rewards es un vector con todas las recompensas finales para cada agente.
Finalmente, Hist es una matriz de N filas y 2 columnas. Cada fila, representando un
agente diferente, tiene 2 columnas: la primera representa la accién conjunta preferida
de cada agente en equilibrio y la segunda su recompensa correspondiente.

Resultados

Esta seccién presenta dos estudios realizados utilizando el algoritmo QESRL. Co-
menzaremos comparando el rendimiento de dos agentes jugando tres juegos dife-
rentes en su version cldsica versus cudntica. Luego se estudia como el rendimiento
y la equidad de los agentes que juegan un juego particular crecen en funcién del
nuimero de agentes.
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Algorithm 5 Fase de sincronizacién del algoritmo QESRL.

Require: Hist: Una lista donde cada agente almacenard su equilibrio preferido y su
respectiva recompensa.

fori =1to N do > Para cada agente
if Rewards[i] > Hist[i][1] then > Sila recompensa recibida supera la preferida
Hist[i][0] <— Actions > Actualizar equilibrio favorito
Hist[i][1] +— Rewards]i] > Actualizar recompensa correspondiente
end if
end for

Juegos cldsicos versus juegos cuanticos - Los resultados de agentes utilizando el al-
goritmo QESRL para el Juego de la Batalla de los Sexos, el Dilema del Prisionero y
el Juego de Platonia, tanto en sus versiones cldsicas como cudnticas, se presentan en
la Figura 4.7. Hay dos consideraciones importantes a tener en cuenta antes de conti-
nuar con los resultados: 1) las lineas verticales negras en los gréficos representan los
cambios en las fases del algoritmo, siendo la dltima fase siempre la fase de explota-
cién, que permanecerd indefinidamente; 2) la diferencia entre los juegos cldsicos y
cudnticos se establece modificando el pardmetro 7 del operador J(7), donde v = 0
significa juego clasico y vy = 7 juego cudntico. La tasa de aprendizaje se establecio
en « = 0,001 para todos los casos.

El juego de la Batalla de los Sexos (BoS) ilustra los desafios de coordinacién,
ya que dos agentes eligen entre las acciones A’ y ‘B’ para lograr un objetivo co-
mun, como se muestra en la tabla 4.6b. Las diferencias en las preferencias de re-
compensas subrayan la complejidad de las decisiones, resaltando los desafios para
alcanzar un consenso en medio de prioridades distintas. En la figura 4.7a es po-
sible observar como dos agentes jugando la version cldsica del BoS convergen a
una recompensa de Ri» = 7,5. En particular, estos resultados confirman que la
version clasica de QESRL produce los mismos resultados que el algoritmo ESRL
reportado en [128]. El juego BoS tiene tres equilibrios de Nash con recompensas:
[R1, Rp] = [10,5] (puro), [R1, Rp] = [5,10] (puro), y [R1, R2] = [3,84,3,84] (mixto).
Esto significa que las recompensas en el equilibrio alcanzado por el algoritmo ESRL
(y QESRL) ([R1, R2] = [7,5,7,5]) son més altas que el otro equilibrio con recompensas
distribuidas equitativamente ([R1, Rz| = [3,84,3,84]) y tienen las mismas recompen-
sas totales que los otros dos equilibrios ([Ry, R2] = [10,5] y [R1, R2] = [5,10]) pero
ahora con recompensas distribuidas equitativamente. La combinacién de rendimien-
to méximo y equidad es lo que hace que estos algoritmos sean tan fascinantes.

En la Figura 4.7b se puede ver como las recompensas de los dos agentes usando
QESRL con entrelazamiento cudntico convergen exitosamente a R, = 7,5. Aunque
es posible observar que la dindmica de las recompensas de los agentes antes de la
convergencia es méds complicada que en la version clédsica (debido al entrelazamien-
to), ambos agentes logran una recompensa idéntica a la version clasica.

El Dilema del Prisionero (PD) ejemplifica los conflictos de cooperacién. Los agen-
tes eligen cooperar o traicionar, destacando la tensioén entre el interés propio y el be-
neficio mutuo, ilustrando los desafios de incentivar la cooperacién con motivos en
conflicto como se muestra en la Tabla 4.6¢c. La Figura 4.7c muestra la convergencia
de la QESRL clasica cuando los agentes juegan el Dilema del Prisionero. Es impor-
tante destacar que el algoritmo QESRL sin entrelazamiento converge al equilibrio
de Nash clésico, [R1, Rz] = [3,33,3,33]. Dado que la version cldsica del PD solo tiene
un equilibrio de Nash, coincide con el equilibrio del algoritmo QESRL, verificando
nuevamente su correcto funcionamiento.
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(A) Batalla de los sexos clésica. (B) Batalla de los sexos cudntica.

Recompensas QESRL: Jugador 0 = 7.5000. Ju- Recompensas QESRL: Jugador 0 = 7.5000. Ju-
gador 1 =7.5000. gador 1 =7.5000.

(c) El dilema del prisionero clasico. (D) El dilema del prisionero cuantico.

Recompensas QESRL: Jugador 0 = 3.3333. Ju- Recompensas QESRL: Jugador 0 = 5.7113. Ju-
gador 1 =3.3333. gador 1 =5.7113.
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(E) Juego de Platonia clasico. (F) Juego de Platonia cuéntico.
Recompensas QESRL: Jugador 0 = 0.7322. Ju- Recompensas QESRL: Jugador 0 = 5.0537. Ju-
gador 1 = 1.2500. gador 1 = 4.5802.

FIGURA 4.7: Agentes que utilizan el algoritmo QESRL en juegos Cla-
sicos y Cuanticos con 2 jugadores.

Las recompensas de los agentes jugando la versiéon cudntica del dilema del pri-
sionero se pueden observar en la Figura 4.7d. En ese grafico, es posible visualizar la
correcta convergencia del algoritmo y confirmar que las recompensas de los agentes
usando entrelazamiento [Ri, Ry] = [5,71,5,71] (juego cudntico) son mds altas que las
de aquellos que no lo usan [Ry, Ry] = [3,33, 3,33] (juego clésico).

Finalmente, el Juego de Platonia (PG) involucra a N participantes en busca de
una recompensa sustancial. Un tnico individuo que reclame el premio lo obtiene
todo, mientras que multiples o ninguno resulta en ninguna recompensa para nadie,
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como se muestra en la tabla 4.6d. Este escenario revela los desafios de la toma de de-
cisiones cooperativa. En las Figuras 4.7e y 4.7f es posible observar las recompensas
de los agentes jugando el mismo juego (PG) usando QESRL con o sin entrelazamien-
to cudntico. En este juego en particular, podemos observar tanto la exitosa conver-
gencia del algoritmo como la clara ventaja de la configuracién cudntica versus la
clasica: [Ry, Rp] = [5,05,4,58] vs. [Ry, Rp] = [0,73,1,25], respectivamente.

Performance versus Equidad - Ahora vamos a analizar como escala el algoritmo
QESRL cuando el ntiimero de agentes en el juego aumenta. El Juego de Platonia se
puede extender facilmente a N agentes utilizando la siguiente tabla de recompensas
4.7

Acciones Resto de los N-1 agentes.
Todos seleccionan 0 | Al menos uno selecciona 1
.1010 0
Agente i 1170 0

CUADRO 4.7: Recompensas del Agente i para el Juego Platonia de N
jugadores.

Los juegos se jugardn en un entorno cudntico. La tasa de aprendizaje se estable-
cerd en &« = 0,001 y el nimero maximo de iteraciones antes de detener la simulacién
cuando no se logra la convergencia serd de t;,,, = 100000 en todos los casos. Esta
ultima especificacion es muy condicional, especialmente para juegos mas grandes.
A medida que aumenta el ntimero de agentes, también aumenta el ntiimero de ite-
raciones necesarias para alcanzar el equilibrio. Por lo tanto, se espera observar una
disminucién en el rendimiento de los agentes a medida que crece el nimero de agen-
tes. Sin embargo, adoptaremos este valor porque el tiempo de simulacién aumenta
exponencialmente a medida que crece el nimero de agentes. Esto se debe a dos razo-
nes: 1) més agentes de aprendizaje significa actualizar mas funciones de densidad de
probabilidad en cada iteracién, y 2) el tamafio del circuito cudntico a simular en cada
iteracién también aumenta. De lo contrario, la simulacién se volveria exponencial-
mente mds costosa, requiriendo exponencialmente mads iteraciones con tiempos de
ejecucion significativamente més prolongados en cada iteraciéon. Ademads, mantener
un ntmero fijo de iteraciones maximas asegura consistencia en el analisis.

Dicho esto, en la Figura 4.8 (izquierda) es posible observar como evoluciona el
rendimiento del QRL puro (lo que significa solo la fase de exploracién del algorit-
mo QESRL) y el propio QESRL a medida que aumenta el niimero de agentes. Es
importante destacar que el rendimiento de los agentes es comparable para ambos
algoritmos. Sin embargo, cuando miramos la equidad en la distribucién de recom-
pensas entre los agentes, los resultados son notablemente diferentes.

El coeficiente de Gini [130], una medida esencial en la teoria de juegos, evaltia la
equidad en la distribucién de recompensas entre los agentes. Varfa entre 0 y 1, re-
flejando desde un equilibrio perfecto hasta un desequilibrio total. Calculado a partir
de la curva de Lorenz, cuantifica la disparidad entre la curva y la linea de equidad
ideal, proporcionando perspectivas sobre la equidad dentro de contextos matemati-
cos y fisicos. La férmula del coeficiente de Gini para un conjunto de N recompensas
2y Nin N4
N Z,Ii1 Ti N
entre agentes (1 — G) en funcién del namero de agentes. En este grafico, se puede
observar que aunque el rendimiento de los agentes es casi el mismo entre el QRL
puro y el QESRL, la equidad en la distribucién de recompensas entre los agentes es
significativamente mayor para el QESRL.

ries G = En la Figura 4.8 (derecha) es posible observar la equidad
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Performance of GAL vs OFSRL Fairness of ORL vs GESRL
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FIGURA 4.8: Rendimiento y equidad de las recompensas de N agentes
que juegan el Juego Platonia.

Conclusién

La investigacion presentada culmina con conclusiones significativas que marcan
un avance en el campo del aprendizaje por refuerzo en juegos cudnticos. En primer
lugar, el estudio destaca la eficacia del algoritmo QESRL no solo en términos de ren-
dimiento y adaptabilidad, sino también en su capacidad para fomentar un entorno
de juego mas justo y equitativo. Esta caracteristica del QESRL, que promueve una
distribucién més equilibrada de las recompensas entre los agentes, representa un pa-
so importante hacia la creacién de sistemas de aprendizaje por refuerzo que no solo
buscan la optimizacién de las recompensas, sino también la equidad en el proceso
de aprendizaje. Este enfoque en la justicia, especialmente en juegos cudnticos donde
las interacciones pueden ser extremadamente complejas, es crucial para el desarrollo
de aplicaciones préacticas que requieren una consideracion cuidadosa de la equidad
entre los participantes.

En segundo lugar, las conclusiones del estudio resaltan la importancia de la es-
calabilidad y la robustez del algoritmo QESRL. A diferencia de los enfoques tradi-
cionales, el QESRL demuestra ser efectivo no solo en juegos simples, sino también
en escenarios mas complejos con un mayor niimero de agentes. Esta capacidad para
mantener un alto rendimiento y justicia en entornos méds complejos y dindmicos abre
nuevas posibilidades para la aplicacién de algoritmos de aprendizaje por refuerzo
en una variedad de contextos cudnticos. Asi, el estudio proporciona una base sélida
para futuras investigaciones y desarrollos en el campo del aprendizaje por refuer-
zo cudantico, enfatizando la necesidad de considerar la justicia y la equidad como
componentes esenciales en el disefio de estos algoritmos.
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4.3. Maximizar recompensas locales en juegos cuanticos de
multiples agentes mediante estrategias de aprendizaje
basadas en gradientes

Introduccién

En la evolucién de la investigacion sobre juegos cudanticos, [8] representa un
avance significativo, integrando estrategias de aprendizaje basadas en gradientes en
el contexto de juegos cudnticos con multiples agentes. Este enfoque se distingue de
las secciones previas, 4.2.1 y 4.2.2, al enfocarse en la maximizacion de recompensas
locales a través de técnicas de aprendizaje adaptativas y mds sofisticadas, basadas
en la estimacion del gradiente de la funcion de recompensa.

Esta seccion introduce una metodologia novedosa que combina la teoria de jue-
gos cudnticos con estrategias de aprendizaje automatico, especificamente el apren-
dizaje basado en gradientes. Esta combinacién permite una exploracién mas pro-
funda de cémo los agentes pueden optimizar sus estrategias en entornos cuanticos,
especialmente en situaciones donde miltiples agentes interactilan y compiten por
recompensas. A diferencia de los anteriores, este estudio pone un énfasis particular
en la eficiencia y efectividad del aprendizaje en entornos con poco ruido cuéntico,
profundizando sobre nuevas vias para comprender la interaccién entre la mecénica
cudntica y los algoritmos de aprendizaje automético. Este trabajo establece un marco
tedrico y préctico para investigar como los agentes pueden aprender y adaptarse de
manera Optima en juegos cudnticos complejos, marcando otro paso adelante en la
integracion de la teoria cuantica y el aprendizaje automatico.

Descripcién del Modelo

Este trabajo se basa en juegos con N agentes que tienen dos estrategias puras cada
uno. En este caso, las recompensas se pueden definir con una matriz de pagos con
2N filas (una para cada combinacién de acciones conjuntas) donde cada fila tiene
N columnas (una para cada agente), cada columna representa la recompensa para
cada agente dada una combinacién de la accién conjunta. En la Tabla 4.8, es posible
observar una representacion general de una matriz de pagos para dos agentes con
dos estrategias donde A0 y Al son las estrategias del agente A; BO y Bl son las
estrategias del agente B; Ral, Ra2, Ra3 y Ra4 son las recompensas del agente A; Rb1,
Rb2, Rb3 y Rb4 son las recompensas del agente B. En consecuencia, una matriz de
pagos general para tres y cuatro agentes se puede encontrar en las Tablas 4.9 y 4.10,
respectivamente.

Estrategias | Recompensas
(A0, BO) (Ral, Rb1)
(A0, B1) (Ra2, Rb2)
(A1, BO) (Ra3, Rb3)
(A1, B1) (Ra4, Rb4)

CUADRO 4.8: Matriz general de pagos para 2 jugadores y 2 estrate-
gias.

A lo largo de la seccion se consideran los siguientes juegos de N agentes con dos
estrategias: el juego de las minorias [131], que premia a los agentes que seleccionan
una estrategia que fue elegida por menos del 50 % de los agentes. El juego de Pla-
tonia [132], que recompensa a un agente si elige la estrategia 1 y todos los demas
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Estrategias | Recompensas

(A0, BO, CO) | (Ral, Rb1, Rcl)
(A0, B0, C1) | (Ra2, Rb2, Rc2)
(A0, B1,C0) | (Ra3, Rb3, Rc3)
(A0, B1,C1) | (Ra4, Rb4, Rc4)
(A1, B0, CO) | (Ra5, Rb5, RcH)
(A1, B0, C1) | (Ra6, Rb6, Rcb)
(A1, B1,C0) | (Ra7, Rb7, Rc7)
(A1,B1,C1) | (Ra8, Rb8, Rc8)

CUADRO 4.9: Matriz general de pagos para 3 jugadores y 2 estrate-
gias.

Estrategias Recompensas

A0, B0, CO, DO) | (Ral, Rb1, Rcl, Rd1)

A0, B0, CO, D1) | (Ra2, Rb2, Rc2, Rd2)

A0, B0, C1, D0) | (Ra3, Rb3, Rc3, Rd3)

A0, BO, C1, D1) | (Ra4, Rb4, Rc4, Rd4)

A0, B1, CO, DO) | (Ra5, Rb5, Rc5, Rd5)

A0, B1, CO, D1) | (Ra6, Rb6, Rc6, Rd6)

A0, B1, C1,D0) | (Ra7, Rb7, Rc7, Rd7)

A0, B1,C1, D1) | (Ra8, Rb8, Rc8, Rd8)

A1, B0, CO, DO) | (Ra9, Rb9, Rc9, Rd9)

A1, B0, CO, D1) | (Ral0, Rb10, Rc10, Rd10)
A1, B0, C1, DO0) | (Rall, Rb11, Rc11, Rd11)
A1, B0, C1, D1) | (Ral2, Rb12, Rc12, Rd12)
A1, B1, CO, DO) | (Ral3, Rb13, Rc13, Rd13)
Al,B1, C0, D1) | (Ral4, Rb14, Rc14, Rd14)
Al,B1, C1,D0) | (Ral5, Rb15, Rc15, Rd15)
Al,B1,C1,D1) | (Ral6, Rb16, Rcl6, Rd16)

—_| o~~~ A~~~ A~~~ A~~~ o~

CUADRO 4.10: Matriz general de pagos para 4 jugadores y 2 estrate-
gias.

agentes eligen 0. El dilema de la cena [133], que es una extension para N agentes del
bien conocido dilema del prisionero. Finalmente, el dilema del voluntario [134], que es
una extension para N agentes del famoso juego del gallina. Todos estos juegos se ex-
pandirdn mds en la subseccion de resultados, sin embargo, ahora podemos observar
una matriz de pagos de tres agentes de estos juegos como ejemplo (aunque todos
son extensibles a N agentes): el problema de las minorias en la Tabla 4.11, el juego
de Platonia en la Tabla 4.12, el dilema despiadado en la Tabla 4.13 y el dilema del
voluntario en la Tabla 4.14.

En el resto de las seccion modelaremos los juegos cudnticos siguiendo el modelo
EWL [51] presentados secciones anteriores pero extendido a N agentes en [55].

Algoritmo de aprendizaje - Es momento de definir el algoritmo empleado por los
agentes para aprender acciones 6ptimas en los juegos cudnticos presentados. El algo-
ritmo opera de forma descentralizada, con cada agente intentando maximizar tni-
camente su propia recompensa a largo plazo. Aunque los agentes no comparten
ninguna informacién con sus oponentes sobre el juego en el que participan o las
recompensas que reciben, tienen que compartir sus acciones con otros participantes.
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Estrategias | Recompensas
(0,0,0) (0,0,0)
0,0,1) (0,0,10)
0,1,0) (0,10, 0)
0,1,1) (10, 0, 0)
(1,0,0) (10,0, 0)
(1,0,1) (0,10,0)
(1,1,0) (0,0,10)
(1,1,1) (0,0,0)

CUADRO 4.11: Matriz de pagos del juego de las minorias para 3 juga-
dores.

Estrategias | Recompensas
(0,0,0) (0,0,0)
0,0,1) (0,0,10)
0,1,0) (0,10,0)
0,1,1) (0,0,0)
(1,0,0) (10, 0, 0)
(1,0,1) (0,0,0)
(1,1,0) (0,0,0)
(1,1,1) (0,0,0)

CUADRO 4.12: Matriz de pagos del dilema de Platonia para 3 juga-

dores.

Estrategias | Recompensas

0,0,0) (6.66, 6.66, 6.66)
0,0,1) (3.33,3.33, 10.0)
0,1,0) (3.33,10.0, 3.33)
0,1,1) (0.00, 6.66, 6.66)
(1,0,0) (10.0, 3.33, 3.33)
(1,0,1) (6.66, 0.00, 6.66)
(1,1,0) (6.66, 6.66, 0.00)
(1,1,1) (3.33,3.33,3.33)

CUADRO 4.13: Matriz de pagos de dilemas sin escripulos para 3 ju-
gadores.

Antes de adentrarnos en la descripcién del algoritmo, es importante definir al-
gunos conceptos cruciales. Primero, la estrategia de cada agente se representa como
el producto matricial de tres compuertas de rotacién cuédntica dependientes de pa-
rametros (acciones): u; = Rx(¢i3) X Ry(¢in) X Rx(¢s1). Segundo, la estrategia con-
junta de todos los agentes se representa como el producto tensorial de Kronecker de
todas las acciones individuales de los agentes. Para el caso de dos agentes A y B, es-
to se expresa como U = 1y @ up = (Rx(¢a3) X Ry(¢a2) X Rx(¢a1)) ® (Rx(¢p3) X
Ry(¢p2) X Rx(¢p1)). Este formalismo permite encapsular las estrategias colectivas
de los agentes en el juego cudntico.

El estado cuantico de salida del circuito cuantico se calcula entonces como | o) =
J¥ x U x J x |00). Por tltimo, la probabilidad de que cada estado clasico posible se
mida al final del circuito cudntico se determina mediante la regla de Born prob(@ a1, ¢ a2, 9 a3, B1, PB2, $B3) -
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Estrategias | Recompensas
0,0,0) (0,0,0)
0,0,1) (0,0,1)
0,1,0) (0,1,0)
(0,1,1) (0,1,1)
(1,0,0) (1,0,0)
(1,0,1) (1,0,1)
(1,1,0) (1,1,0)
(1,1,1) (-10, -10, -10)
CUADRO 4.14: Matriz de pagos del dilema de los voluntarios para 3
jugadores.
Poo
|Pout|*> = Po1| Esta ecuacion relaciona directamente las estrategias de los agentes
P10 g 8
pPu

(dngulos) con las probabilidades de que cada accién (0 o 1) sea seleccionada en un
juego cudantico. Todos estos conceptos son facilmente extensibles a un caso general
que involucre a N agentes.

Todos los juegos con N agentes y dos acciones, como se mencioné anteriormen-
te, pueden representarse mediante una matriz de 2V filas y N columnas. Cada fi-
la corresponde a una combinacién especifica de acciones elegidas por los agentes,
mientras que cada columna representa la recompensa recibida por cada agente. Esta
representaciéon matricial sirve como un resumen directo entre todas las recompen-
sas asignadas en el juego y cada combinacién posible de acciones. Como ejemplo
ilustrativo, un juego genérico de dos agentes con dos acciones puede representar-
se por la siguiente matriz, donde los pares [Rai, Rbj] denotan las combinaciones de
recompensas para el agente A y el agente B en respuesta a sus posibles acciones,
Ral Rb1
Ra2  Rb2
Ra3 Rb3|"

Ra4 Rb4

Utilizando los conceptos definidos anteriormente, se puede calcular un vector
de recompensas. Esto se logra multiplicando el vector que representa la probabili-
dad de que cada accién sea seleccionada por la matriz del juego. La representaciéon
matematica de esta operacion se da por recompensa(@ a1, A2, A3, PB1, PB2, ¢B3) =
prob.transpuesta() * juego. En este célculo, la matriz recomensa estd compuesta por
dos filas, la primera representa la recompensa asignada al Agente A: recompensa, =
poo * Ral + po1 * Ra2 4 p1o * Ra3 + p11 * Ra4. Esto es una suma ponderada de las re-
compensas para el Agente A, con pesos correspondientes a las probabilidades de las
posibles combinaciones de acciones. De manera similar, la segunda fila corresponde
a la recompensa para el Agente B: recompensay, = poo * Rb1 + po1 * Rb2 4 p19 * Rb3 +
p11 * Rb4. Asi, el marco propuesto permite una clara relacién entre las recompensas
esperadas para cada agente dadas sus estrategias.

Ahora es posible describir el algoritmo o policy empleado por los agentes para
actualizar sus estrategias basadas en las recompensas recibidas en cada iteracién.
Aqui, el término policy se refiere a una funcién utilizada por el agente para seleccio-
nar acciones dada la recompensa instantanea recibida [45]. Cada agente comienza
con un conjunto de acciones seleccionadas al azar y utiliza el algoritmo Adam [135],
un prominente método de optimizacién basado en gradientes en el dominio del

respectivamente, juego =
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aprendizaje automaético, que ajusta adaptativamente las tasas de aprendizaje para
las acciones. Sin embargo, antes de continuar, es necesario definir un aspecto critico:
el método por el cual cada agente calcula el gradiente de la funciéon de recompensa
con respecto a sus acciones.

Cada agente estima el valor del gradiente recalculando su propia recompensa
pero modificando una de sus propias acciones por una pequefia diferencia de €. Por
ejemplo, el Agente A, poseyendo informacion sobre el juego en curso y las acciones
tomadas por otros agentes, puede calcular el gradiente con respecto a cada una de
sus acciones de la siguiente manera:

reward,(@a1 + € P a2, A3, PB1, PB2, PB3) — reward,(Q a1, P a2, P a3, PB1, PB2, PB3)

Vo = .

Vou = rewarda(Qa1, Paz + & 9 a3, P81, P82, PB3) — rewarda (a1, P a2, PA3, PB1, PB2, PB3)
€

Vous rewarda (9 a1, 9a2, P43 + & PB1, PB2, PB3) — reward, (A, a2, P43, P81, PB2, PB3)

s

Al calcular los gradientes, las acciones de los agentes podrian ajustarse directa-
mente en la direccién de aumentar las recompensas utilizando ascenso de gradiente
estocastico (SGD) de manera directa como en (4.4), donde « es la tasa de aprendi-
zaje, es decir, la velocidad a la que un modelo se ajusta a nuevos comentarios. Los
agentes también podrian incorporar un promedio mévil de los dltimos gradientes
para dar pasos mds grandes en dreas mds planas y pasos mds pequefios en areas
mas empinadas, como en RMSProp.

Q"iLAJrl1 = ¢A1 +axVea
Pl = ¢l +axVoa (4.4)

s = Pas T @x Vs
Sin embargo, el algoritmo Adam supera a SGD y RMSProp al ofrecer tasas de
aprendizaje adaptativas que se ajustan para cada accién individualmente para na-
vegar por la funcién de recompensa, empleando promedios méviles (como en RMS-
Prop), pero también incorporando el cdlculo de la estimacién de momentos. Si bien
este algoritmo de aprendizaje resulta extremadamente mads eficiente, requiere que
los agente realicen algunos célculos adicionales, que se definen a continuacion:

mih = 1 * mAl +(1=B1)*Voa
mih = P mAZ (1—=p1)*Vea
iy = B * mA3 +(1=B1)*Veas
Uiﬁl = P2 * UAl (1—PB2) * Vo3,
Z’tAJrzl = B2Vl + (1—B2) * Vo3,
| Vs = B2 * Uy + (1= B2) x Vi

mAl —_ mf4+11 (1 t+1)
mAZ — qu—zl (1 t+1)
mA:; — m;gl (1 f+1)
Zf) —_ UtA-iil/(l t+1)
Va2 = vy /(1= B3
UA?, — Uzgl/( t+1)
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(Pi4+11 = @by + (a1 % 1M1a1)/ (Va1 + a2)
9Ly = @y + (a1 x1i142) / (VOa2 + 2)
oLyt = @ls + (a1 x1i1a3) / (VO3 + a2)

donde &7 determina el tamafio del paso en cada iteracién. a, es un nimero muy
pequefio para prevenir cualquier divisiéon por cero. B; se utiliza para el promedio
de decaimiento exponencial de gradientes pasados. B, se utiliza para el promedio
de decaimiento exponencial de gradientes cuadrados pasados. Finalmente, m es una
estimacién del primer momento (la media) de los gradientes y v es una estimacién
del segundo momento (la varianza) de los gradientes. Para obtener mas informacién
sobre el algoritmo Adam, por favor consulte la bibliografia [135].

El método de célculo del gradiente y el algoritmo Adam implican varios hiper-
pardmetros. Estos valores han sido estudiados meticulosamente, resultando en la
identificacién de un conjunto 6ptimo de valores. Estos valores 6ptimos se adoptan
para el resto del articulo, asegurando la consistencia y resultados 6ptimos en andlisis
y discusiones subsiguientes.

e=1x108
= 0,0001
a =1x108
g1 =09
B2 = 0,999

Finalmente, un diagrama de bloques que muestra el sistema integral que incluye
tanto a los agentes que implementan el algoritmo de aprendizaje como al entorno
del juego cuantico se puede encontrar en la Figura 4.9.

Resultados

Esta seccién presenta los resultados obtenidos al aplicar el algoritmo previamen-
te descrito a los juegos de suma no nula mencionados anteriormente. Se propor-
cionan representaciones graficas de las recompensas para cada agente a lo largo de
1,000,000 de iteraciones para dos escenarios:

1. Juegos sin entrelazamiento, logrados con un valor de v = 0 en el operador J.
Este escenario corresponde a la versién cldsica del juego.

2. Juegos con entrelazamiento, logrados con un valor de v = 7 en el operador J,
que corresponde a la versiéon completamente cuantica del juego.

Los resultados se presentan de esta manera para lograr representar dos objeti-
vos: 1) verificar la correcta funcionalidad del algoritmo (el escenario clasico deberia
comportarse como lo predice la teoria de juegos cldsica), 2) comparar la dindmica y
el rendimiento de los agentes entre los casos cldsicos y cuanticos. Esta comparaciéon
puede revelar cualquier cambio notable en el comportamiento o la estrategia que
surja en la transicién de un marco cldsico a uno cudntico.

Este andlisis comienza con el juego de las minorias. La Figura 4.10 ilustra la evo-
lucién de las recompensas de los agentes tanto para los casos cldsicos (izquierda)
como cudanticos (derecha), especificamente para juegos que involucran tres, cuatro y
cinco agentes. Cabe destacar que el juego de las minorias no tiene una interpretaciéon
significativa para un escenario de dos agentes.



4.3. Maximizar recompensas locales en juegos cudnticos de multiples agentes

. ) . . 97
mediante estrategias de aprendizaje basadas en gradientes

Learnin
—> 9 Action 1
Agent 1
Reward 1 ——— Eeqming Action 2—»
Agent 2
Learnin j
Reward 2 p—————»| Agent 39 Action 3
- Joint Action
L]
Reward 3 -
Learnin
g =Action N
Agent N
Reward N
| Y

Quantum Environment

Qo =2 —i Rx (va1) H Ry (paz) [ Rx (was) | U4 | |
a4 |— Rx (wni) }—:_ﬁ\' (B2 JJI— Rx (¢Bs) U-l[z\fl_ 2 L'_;
g2+ 24 J(7) HRx (per) [ Ry (pe2) [ Rax (9cs) FH US| T 1 (1)

g3 2 ----11\.\<f,:|1|]:J| Ry (¢p2) — Bx (¢ps) = U4(A) 2 —r
. "-| Ry (pe1) |—;R\ (wi2) |—| Rx [‘r_i','.'s'l__| U4(A) |L

C: =

FIGURA 4.9: Modelo completo del sistema: aprendizaje de agentes +
entorno cuéntico.

Los resultados son, de hecho, convincentes, aunque una descripcién mds especi-
fica del juego de las minorias es beneficiosa para nuestro andlisis. Tal como se men-
cion6 anteriormente, el juego de la minoria para N agentes ofrece a cada agente dos
opciones (0y 1), luego, se otorga una recompensa de Ry = 10 a los agentes que elijan
la opcién minoritaria, que se define como cualquier seleccién realizada por menos
del 50 % de los agentes [131].

La Figura 4.10 muestra que las recompensas promedio para el juego que invo-
lucra a tres y cinco agentes son casi idénticas en ambos casos, cldsico y cuantico
(Rs = %1 = 3333y Rs = %2 = 3,999 versus R = 3,333 y Rs = 3,999, respecti-
vamente), exactamente como los equilibrios de Nash cldsicos y cuanticos calculados
tedricamente en [55]. No solo los valores son casi los mismos, sino que también con-
vergen hacia un estado de equilibrio 6ptimo: en un juego de tres agentes, un solo
agente puede estar en la minoria, mientras que en un juego de cinco agentes, dos
agentes es la maxima cantidad que constituye una minoria. Este equilibrio 6ptimo
denota un estado de balance donde las recompensas se maximizan, subrayando la
exitosa implementacién del algoritmo tanto en contextos cldsicos como cuénticos.

Sin embargo, para el juego de cuatro agentes, el caso cldsico converge a una re-
compensa de R3 ~ 0 para todos los agentes, mientras que el caso cuantico no. Los
agentes en el juego cuantico logran aprender un conjunto de estrategias, aseguran-
do que cada agente gane con una probabilidad p ~ 1/4, también como se predijo
en [55]. Esto resulta en que cada agente reciba una recompensa promedio de aproxi-
madamente Ry = 1% ~ 22451, demostrando una clara ventaja del juego cudntico
sobre el enfoque clédsico en este escenario particular.
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FIGURA 4.10: Aprendizaje de juegos de las minorias cldsicos versus

cudntico para 3,4y 5jugadores. (a): Recompensa promedio = 3,3333.

(b): Recompensa promedio = 3,3333. (c): Recompensa promedio

= 0,0007. (d): Recompensa promedio = 2,2451. (e): Recompensa pro-
medio = 3,9999. (f): Recompensa promedio = 3,9999.
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Ahora dirijamos nuestra atencion a la Figura 4.11, que muestra la evolucién de
las recompensas de los agentes en el juego de Platonia tanto para configuraciones
clasicas (izquierda) como cudnticas (derecha), para dos, tres, cuatro y cinco agentes.
En este juego, se otorga una recompensa de Ry = 10 solo a un agente que seleccione
la accién 1, si y solo si todos los demads agentes han elegido la opcién 0, como se
muestra en la Tabla 4.15.

Agente i \Otros (N-1) Agentes | Todos 0 | Algtn 1
0 0 0
1 10 0

CUADRO 4.15: Matriz de pagos para el Juego Platonia con N agentes.

Los resultados de este juego son ciertamente més llamativos. Todos los agentes
en el juego clésico convergen (independientemente del ntimero de agentes, N) a su
equilibrio de Nash cldsico, resultando en una recompensa total de Ry ~ 0 para todos
los agentes. A pesar de ser predecible, este resultado result6 en el peor rendimiento
posible. En marcado contraste, la configuracién cudntica muestra el poder del entre-
lazamiento, ya que los agentes logran consistentemente una recompensa total sig-
nificativamente méds alta, independientemente del niimero de agentes involucrados
(R2 = 9,66, R3 = 9,99, Ry = 4,21 y Rs = 9,58). Este notable resultado resalta la efi-
cacia del algoritmo y el potencial de las estrategias cudnticas en juegos multijugador
complejos, que pueden ofrecer ventajas sobre sus contrapartes clasicas.

La Figura 4.12 muestra la evolucién de las recompensas para los agentes tanto en
los escenarios clasicos (izquierda) como cudnticos (derecha) del dilema de la cena.
Este juego involucra a dos, tres, cuatro y cinco agentes y es una extensién de N agen-
tes del conocido dilema del prisionero. El dilema de la cena modela una situacién en
la que un grupo, acordando dividir el costo total de una comida en partes iguales,
debe elegir individualmente entre un plato menos caro o uno més caro. Aunque ele-
gir el plato més caro puede parecer ventajoso para cada individuo, ya que si eligen el
plato més barato terminardn pagando partes de los platos caros de otros comensales,
esta decision colectiva finalmente conduce a un resultado financiero general menos
6ptimo (todos pagando un precio muy alto) [133]. En la Tabla 4.16, presentamos una
matriz de pagos para la version de dos agentes del dilema de la cena, que también
sirve como representacion del renombrado dilema del prisionero.

A\B |0 1
0 (6.66; 6.66) | (0.00; 10.0)
1 (10.0; 0.00) | (3.33; 3.33)

CUADRO 4.16: Matriz de pagos para el Juego sin escrtpulos con 2
jugadores o Dilema del prisionero.

Como se observa en la Figura 4.12, las recompensas de los agentes clasicos siem-
pre (para cada N) convergen rdpidamente al valor de Ry ~ 3,33. Este valor re-
presenta el equilibrio de Nash clésico esperado y corresponde a la accién egois-
ta que produce la recompensa minima cuando es elegida por todos los agentes.
Sin embargo, el caso cudntico presenta otro contraste alentador. En el caso de dos
agentes, ambas recompensas convergen a un valor de Ry ~ 6,66, correspondiente
al valor ideal asociado con la cooperacion de ambos agentes. Por otro lado, para
tres, cuatro y cinco agentes, las recompensas de los agentes cuanticos no conver-
gen completamente; en cambio, fluctian en torno a alcanzar los valores finales de
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FIGURA 4.11: Aprendizaje del Juego Platonia cldsico versus cudntico
para 2, 3,4 y 5 jugadores. (a): Recompensa total = 0, 1445. (b) Recom-
pensa total = 9, 6604. (c) Recompensa total = 0,0090. (d) Recompensa
total = 9,9999. (e) Recompensa total = 0,0008. (f) Recompensa to-
tal = 4,2078. (g) Recompensa total = 0,0001. (h) Recompensa total
=9,5895.
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FIGURA 4.12: Aprendizaje del juegos sin escripulos cldsico versus
cudntico para 2, 3, 4 y 5 jugadores. (a) Recompensa promedio =
3,3333. (b) Recompensa promedio = 6,6666. (c) Recompensa prome-
dio = 3,3333. (d) Recompensa promedio = 5,5525. (e) Recompensa
promedio = 3,3333. (f) Recompensa promedio = 5,0717. (g) Recom-
pensa promedio = 3,3333. (h) Recompensa promedio = 5,3244.
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Ry = [R3,R4, Rs5] = [5,55,5,07,5,32]. Aunque este valor no es el mas alto posible, es
significativamente mayor que los Ry ~ 3,33 obtenidos en el caso clasico.

Finalmente, nos enfocamos en el juego del voluntario, como se muestra en la
Figura 4.13. El juego del voluntario es una extensiéon de N agentes del juego del
gallina, que encarna escenarios en los que todo un grupo se beneficia de un sacrificio
menor de al menos un individuo, pero todos sufren si nadie se sacrifica [134]. La
matriz de pagos para el juego del dilema del voluntario de dos agentes se ilustra en
la Tabla 4.17, representando al mismo tiempo el famoso juego del gallina.

A\B | 0 1
0 60 | (L1
1 (1;-1) | (-10;-10)

CUADRO 4.17: Matriz de pagos para el Dilema del voluntario con 2
jugadores o Juego de la gallina.

En este escenario final, observamos que los comportamientos de ambos casos,
el clasico y el cudntico, son casi idénticos para cada N. Las recompensas convergen
de manera consistente al valor esperado del equilibrio de Nash cldsico Ry = 1/N
en ambos escenarios. Este resultado confirma que las ventajas cudnticas no siem-
pre pueden estar presentes y que nuestro algoritmo propuesto es una herramienta
valiosa para verificar de manera eficiente y sistematica estos comportamientos.

Efectos del ruido

Esta secciéon examina cémo el ruido inherente en las computadoras cuanticas po-
dria afectar el rendimiento del algoritmo de aprendizaje. Este analisis es un primer
paso para comprender las implicaciones précticas de implementar tales algoritmos
en entornos computacionales cudnticos reales, donde el ruido es un factor inevitable.

En la seccién anterior, asumimos que, después de la aplicacién del operador J, to-
dos los agentes podrian aplicar sus puertas a sus qubits en un canal ideal, sin ningtin
tipo de ruido que afecte la vulnerabilidad del sistema cudntico. Dada la dificultad
de cumplir con tal condicién, se hace necesario emprender un enfoque de modelado
para tener en cuenta esta situacion con precision.

El modelo de ruido elegido para nuestro estudio es el canal de depolarizacién,
principalmente porque modela efectivamente tanto los errores de bit-flip como los
de phase-flip. Si bien el modelo de ruido del canal de depolarizacién captura las
caracteristicas esenciales de numerosos procesos de ruido en el mundo real, es un
modelo simplificado y que no representa ningun dispositivo cuanticos especificos.
El estado del sistema cudntico de un qubit después de este ruido es e(p) = (1 —
Mo+ 4= 1=Mp+5(XpX +YpY + ZpZ), con p = |p)(yp| siendo la matriz de
densidad del estado cuantico antes de que se aplique el ruido.

La manera de modelar esto es agregando una cuarta puerta después de Rx(¢1),
Ry(¢2) y Rx(¢3); esta compuerta se seleccionara al azar siguiendo las probabilida-
des, tal como se explicé en la ecuacién 4.3 y en la figura 4.4. Esto significa que el
estado cudntico en cada canal permanecerd intacto con una probabilidad de (1 — A)
y serd modificado con una probabilidad de A. Para modificar el estado cudntico del
canal, las puertas X, Y o Z se aplicardn con la misma probabilidad.

Para este andlisis, nuestro enfoque estard en el juego de Platonia en su variante
cudntica (7 = 7), ya que este juego manifiesta la ventaja mds significativa al contras-
tar los modelos clasicos y cudnticos. Las Figuras 4.14 y 4.15 ilustran la variacién en
la recompensa promedio de los agentes en funcién del ruido cuéntico (A y log(A),
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FIGURA 4.13: Aprendizaje del Juego del Voluntario clasico versus
cuantico para 2, 3, 4 y 5 jugadores. (a) Recompensa promedio =
0,4999. (b) Recompensa promedio = 0,4999. (c) Recompensa prome-
dio = 0,6666. (d) Recompensa promedio = 0,6606. (e) Recompensa
promedio = 0,7499. (f) Recompensa promedio = 0,7164. (g) Recom-
pensa promedio = 0,7999. (h) Recompensa promedio = 0,7390.
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respectivamente, y la linea roja punteada representa el sistema sin ruido, A = 0)
inherente en el circuito cuantico del modelo EWL para dos, tres, cuatro, cinco, seis y
siete agentes.

Por un lado, para los escenarios que involucran dos, tres, cuatro y cinco agen-
tes, se observa un resultado esperado: a medida que aumenta el ruido en el circuito
cudntico, el rendimiento de los agentes se deteriora. Esto es previsible ya que la re-
troalimentacién recibida por los agentes para actualizar sus estrategias, utilizando el
algoritmo propuesto, contiene progresivamente mas ruido a medida que aumenta A.
En consecuencia, la eficacia de aprendizaje de los agentes disminuye con el aumento
de A, lo que lleva a una disminucién en su rendimiento general. Todos los agentes
alcanzan una recompensa promedio maxima cuando A = 0, con el caso ideal de no
tener ruido.

Por otro lado, se observa un comportamiento particular cuando el nimero de
agentes en el juego cuantico aumenta a seis y siete agentes. Se observa que una leve
presencia de ruido en el circuito cudntico ofrece ventajas al algoritmo en términos de
maximizacion de la recompensa promedio de los agentes. En ambos casos, los juegos
que involucran a seis y siete agentes producen la mayor recompensa promedio para
un valor no nulo de A (A = 0,0078125 y A = 0,00390625, respectivamente).

Es importante destacar que podria haber un caso trivial en el que el rendimiento
de los agentes mejore de manera no decreciente a medida que aumenta la canti-
dad de ruido en el circuito cuantico. Es decir, en varios juegos, un agente que acttia
completamente al azar (maximo ruido) logra una recompensa mayor que un agente
racional (sin ruido). Sin embargo, tal comportamiento no serfa particularmente no-
table. Por ejemplo, esto se observa en el dilema clasico del prisionero (Tabla 4.16),
donde el comportamiento racional converge en una recompensa de R = 3,33, mien-
tras que un comportamiento completamente aleatorio produce una recompensa de
R = 043334666410 _ 4

4

En nuestro estudio, una pequefia cantidad de ruido es beneficiosa, pero el rui-
do excesivo sigue siendo desventajoso. Este comportamiento no trivial es relevante
ya que cualquier sistema cuédntico no aislado tendra ruido intrinseco que podria ser
aprovechado potencialmente. Esto es particularmente notable en el contexto actual,
donde todas las computadoras cudnticas contempordneas inevitablemente poseen
un nivel significativo de ruido. Por lo tanto, descubrir aplicaciones donde dicho rui-
do pueda ser aprovechado para mejorar el rendimiento del sistema es de suma rele-
vancia.

Una explicacion plausible para este fenémeno podria derivarse del hecho de que
cuando aumenta el nidmero de agentes, la funcién de recompensa se vuelve mds
compleja vy, si el algoritmo opera en un entorno sin ruido, puede quedar atrapado
en méaximos locales. Sin embargo, una cantidad mintiscula de ruido en los circui-
tos cudnticos podria ser suficiente para sacar el sistema de estos maximos locales,
permitiendo la exploracién de otras acciones con recompensas més altas. Es impor-
tante que el nivel de ruido sea lo suficientemente bajo para no dafiar el proceso de
aprendizaje general y, por lo tanto, el rendimiento del sistema.

Conclusion

Esta investigacién ha explorado las dindmicas intrincadas de los juegos cudnti-
cos que involucran multiples agentes, arrojando luz sobre las complejas relaciones
entre el ruido cuantico, el rendimiento del sistema y la eficacia del aprendizaje. Se
ha demostrado que las estrategias basadas en gradientes en un entorno multiagente
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FIGURA 4.14: Recompensa promedio del juego Platonia de N ju-

gadores versus ruido cudntico representada como A (para A =

1 1 1 1 1 1 1 111 .
[0, 10047 513 7567 1287 64 33+ 16/ 8/ 4’ j,l]). (a) Recompensa promedio

maéxima = 9.882 por ruido cudntico para A = 0. (b) Recompensa pro-

medio maxima = 9.971 para ruido cudntico para A = 0. (c) Recom-

pensa promedio méxima = 4.319 para ruido cudntico para A = 0. (d)

Recompensa promedio maxima = 6.451 para ruido cudntico para A

= 0. (e) Recompensa promedio méxima = 2.221 para ruido cuantico

para A = 0.0078125. (f) Recompensa promedio maxima = 1.686 para
ruido cudntico por A = 0.00390625.
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FIGURA 4.15: Recompensa promedio del juego Platonia de N juga-
dores versus ruido cudntico representada como log(A) (para A =
[0, 151/ 555/ 726, Togr abr 7 150 37 3, 2, 1]). (@) Recompensa promedio
maéaxima = 9.882 por ruido cuédntico para A = 0. (b) Recompensa pro-
medio maxima = 9.971 para ruido cudntico para A = 0. (c) Recom-
pensa promedio maxima = 4.319 para ruido cuantico para A = 0. (d)
Recompensa promedio maxima = 6.451 para ruido cudntico para A
= 0. (e) Recompensa promedio méxima = 2.221 para ruido cudntico
para A = 0.0078125. (f) Recompensa promedio maxima = 1.686 para
ruido cudntico por A = 0.00390625.
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presentan caracteristicas intrigantes cuando se toman en cuenta la mecanica cuédnti-
ca.

El algoritmo de aprendizaje cudntico propuesto ha mostrado un rendimiento ro-
busto en diversas configuraciones de juego. Ademas, la investigacion de los efectos
del ruido cudntico revelé un comportamiento tnico que podria tener implicaciones
de gran alcance. Como era de esperar, el aumento del ruido causé que el rendi-
miento de los agentes en juegos con pocos participantes se deteriorara. Sin embargo,
sorprendentemente, una pequefia cantidad de ruido pareci6é ser ventajosa en jue-
gos con seis y siete agentes, facilitando la salida de maximos locales y permitiendo
la exploracién de acciones mas Optimas. Este descubrimiento estimula la discusién
sobre el posible aprovechamiento del ruido del sistema, un desafio comun en las
computadoras cudnticas contempordneas, para mejorar el rendimiento.

Las percepciones de este estudio tienen implicaciones sustanciales para la apli-
cacién préactica de la computacion cuantica. En el campo de la inteligencia artificial,
donde las mejoras cudnticas podrian optimizar la exploraciéon de soluciones maés
eficientes, o en las redes de comunicacién, donde los principios de los juegos cuan-
ticos podrian permitir el desarrollo de sistemas de comunicacién mas robustos. La
exploracién de juegos cudnticos con aprendizaje multiagente en esta investigacion
apenas ha arafiado la superficie. Hay una gran cantidad de dindmicas complejas y
fenémenos fascinantes por explorar en este campo emergente.
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Conclusion

5.1. Trabajos Futuros

A partir de la experiencia adquirida en esta tesis doctoral, se plantean diversas
direcciones futuras de investigaciéon que pueden construirse sobre las bases de este
trabajo. Entre ellas, se contempla la posibilidad de desarrollar un modelo més com-
plejo para redes de comunicacién que refleje con mayor precision la realidad de la
congestion, incorporando pardmetros avanzados como diferentes topologias de red,
capacidades de canal variadas y modelos de los medios fisicos. En la misma direc-
cién, se sugiere la exploracion de la aplicacion de algoritmos descentralizados de
aprendizaje por refuerzo en el protocolo de ruteo de la seccién 3.2, contrastando con
el enfoque centralizado de la seccién 3.3 que busca minimizar la latencia total de la
red.

Otras dreas de interés incluyen la incorporacién de algoritmos de correccién de
errores en los agentes para mitigar las pérdidas de rendimiento causadas por el ruido
cudntico, ademads de la caracterizacién del rendimiento de los agentes ante cambios
en el juego que estan jugando a lo largo de un proceso de aprendizaje prolongado.
Finalmente, se propone la aplicacién de algoritmos de aprendizaje cuantico para la
optimizacién de estrategias en entornos cuanticos, una via muy poco explorada que
podria aprovechar las capacidades tnicas de la computacién cudntica para mejorar
la eficiencia del aprendizaje en juegos cuanticos.

5.2. Conclusiones finales

Esta tesis doctoral ha navegado por la confluencia de la computacién cudntica,
la teoria de juegos y el aprendizaje por refuerzo, desvelando un panorama innova-
dor para el modelado de redes de comunicacién y sistemas multi-agente. Hemos
demostrado cémo la integracion de estas disciplinas permite superar desafios de
congestién en redes y mejora las estrategias de ruteo, extendiendo las capacidades
mas alld de los métodos clasicos. A través de la exploraciéon de propiedades cuan-
ticas como la superposicion y el entrelazamiento, esta investigaciéon ha ampliado
el espacio estratégico, permitiendo optimizaciones que eran inaccesibles dentro del
marco de juegos cldsicos y el aprendizaje tradicional.

Los avances presentados en esta tesis destacan: a) la creaciéon de un modelo ba-
sado en la teorfa de juegos que representa el problema de la congestiéon y evidencia
las ventajas de utilizar juegos cudnticos versus juegos clasicos, b) el disefio de un
protocolo de ruteo basado en juegos cuanticos y el andlisis de su rendimiento ba-
jo condiciones ideales, entrelazamiento parcial y ruido cuéntico, c) la incorporacién
de algoritmos de aprendizaje por refuerzo en el protocolo de ruteo para agregar
la capacidad de autoadaptacion en en tiempo real en funcién del estado de la red,
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d) el desarrollo de un algoritmo de aprendizaje por refuerzo multi-agente descen-
tralizado para juegos cuanticos con informacién imperfecta donde los agentes pue-
den aprender tanto estrategias puras como mixtas, e) la integracién de la capacidad
de distribuir equitativamente las recompensas entre los agentes en el algoritmo de
aprendizaje multi-agente, incluso cuando los agentes intentan maximizar dnicamen-
te su propio rendimiento, f) el disefio de un algoritmo de aprendizaje para sistemas
multi-agente que incorpora la estimacién del gradiente de la funcién de recompensa
para buscar las estrategias 6ptimas. El éxito de estos algoritmos en la mejora de la
gestion de congestiones y en la optimizacién de las recompensas subraya el poten-
cial de los enfoques cudnticos sobre los clasicos, marcando un hito en el desarrollo
de redes de comunicacién y sistemas inteligentes.

Este trabajo representa un avance significativo en la aplicaciéon practica de la teo-
ria de juegos cudntica, abriendo nuevas vias para la optimizacién de las telecomu-
nicaciones y el aprendizaje automatico. Al desentrafiar las complejidades de estas
interacciones estratégicas en diversos dominios, hemos sentado las bases para futu-
ras investigaciones en sistemas distribuidos autoadaptativos, donde los algoritmos
cudnticos pueden jugar un papel crucial en la superacién de desafios contempora-
neos y en el establecimiento de nuevos paradigmas tanto cientificos como tecnolégi-
cos.



111

Bibliografia

[1] Agustin Silva y Claudio. Gonzalez. «<So0C FPGA implementation of Hopfield
Neural Network for solving the Shortest Path Problem». En: Congreso Argen-
tino de Sistemas Embebidos. Vol. 11. http:/ /www.sase.com.ar/case/ediciones/case2021/.
2021, pags. 100-103.

[2] Agustin Silva, Omar G Zabaleta y Claudio Gonzalez. «Aceleracion de simu-
lacién de circuitos cudnticos parametrizados en SoC FPGA». En: Congreso Ar-
gentino de Sistemas Embebidos. Vol. 12. http:/ /www.sase.com.ar/case/ediciones/case-
2022/.2022, pags. 44-46.

[3] Agustin Silva, Omar G Zabaleta y Constancio M Arizmendi. «Quantum Ga-
me Theory approach for data network routing: a solution for the congestion
problem». En: Journal of Physics: Conference Series. Vol. 2207. 1. IOP Publishing.
2022, pag. 012034

[4] Agustin Silva, Omar G Zabaleta y Constancio M Arizmendi. «Mitigation
of Routing Congestion on Data Networks: A Quantum Game Theory Ap-
proach». En: Quantum Reports 4.2 (2022), pags. 135-147.

[5] John Preskill. «Quantum Computing in the NISQ era and beyond». En: Quan-
tum 2 (2018), pag. 79.

[6] AgustinSilva, Omar G Zabaleta y Constancio M Arizmendi. «Learning-based
Protocol for Routing in Quantum Networks». En: IFAC-PapersOnLine 55.40
(2022), pags. 211-216.

[7] Agustin Silva, Omar G Zabaleta y Constancio M Arizmendi. «Learning Mi-
xed Strategies in Quantum Games with Imperfect Information». En: Quantum
Reports 4.4 (2022), pags. 462-475.

[8] Agustin Silva, Omar Gustavo Zabaleta y Constancio Miguel Arizmendi. «Ma-
ximizing Local Rewards on Multi-Agent Quantum Games through Gradient-
Based Learning Strategies». En: Entropy 25.11 (2023), pag. 1484.

[9] A Cicuttin et al. «<Looking for suitable rules for true random number gene-
ration with asynchronous cellular automata». En: Nonlinear Dynamics (2022),
pags. 1-12.
[10] Werner Florian Samayoa et al. «<HyperFPGA: An Experimental Testbed for
Heterogeneous Supercomputing». En: (2023).

[11] Ethan Bernstein y Umesh Vazirani. «Quantum complexity theory». En: Pro-
ceedings of the twenty-fifth annual ACM symposium on Theory of computing. 1993,
pags. 11-20.

[12] Eric W Weisstein. «Number field sieve». En: https://mathworld. wolfram. com/
(2000).

[13] Michael A Nielsen e Isaac L Chuang. Quantum computation and quantum infor-
mation. Cambridge university press, 2010.



112 Bibliografia

[14] John F Nash Jr. «Equilibrium points in n-person games». En: Proceedings of
the national academy of sciences 36.1 (1950), pags. 48-49.

[15] Tim Roughgarden. «Algorithmic game theory». En: Communications of the
ACM 53.7 (2010), pags. 78-86.

[16] David Easley, Jon Kleinberg et al. «Networks, crowds, and markets». En:
Cambridge Books (2012).

[17] Amar Prakash Azad, Eitan Altman y Rachid El-Azouzi. «Routing games:
From egoism to altruism». En: 8th International Symposium on Modeling and
Optimization in Mobile, Ad Hoc, and Wireless Networks. IEEE. 2010, pags. 528-537.

[18] Richard ] Lay Venkat Anantharam. «Optimal routing control: Repeated game
approach». En: IEEE transactions on automatic control 47.3 (2002), pags. 437-450.

[19] Zhu Han, Zhu Ji y KJ Ray Liu. «Dynamic distributed rate control for wireless
networks by optimal cartel maintenance strategy». En: IEEE Global Telecom-
munications Conference, 2004. GLOBECOM'04. Vol. 6. IEEE. 2004, pags. 3454-3458.

[20] Fabio Milan, Juan José Jaramillo y R Srikant. «Achieving cooperation in mul-
tihop wireless networks of selfish nodes». En: Proceeding from the 2006 workshop
on Game theory for communications and networks. 2006, 3-es.

[21] Allen B MacKenzie y Stephen B Wicker. «Stability of multipacket slotted
aloha with selfish users and perfect information». En: IEEE INFOCOM 2003.
Twenty-second Annual Joint Conference of the IEEE Computer and Communica-
tions Societies (IEEE Cat. No. 03CH37428). Vol. 3. IEEE. 2003, pags. 1583-1590.

[22] Eitan Altman et al. «Non-cooperative forwarding in ad-hoc networks». En:
NETWORKING 2005. Networking Technologies, Services, and Protocols; Perfor-
mance of Computer and Communication Networks; Mobile and Wireless Commu-
nications Systems: 4th International IFIP-TC6 Networking Conference, Waterloo,
Canada, May 2-6, 2005. Proceedings 4. Springer. 2005, pags. 486-498.

[23] Mark Félegyhazi, Levente Buttydn y Jean-Pierre Hubaux. «Equilibrium analy-
sis of packet forwarding strategies in wireless ad hoc networks-the static ca-
se». En: Personal Wireless Communications: IFIP-TC6 8th International Conferen-
ce, PWC 2003, Venice, Italy, September 23-25, 2003. Proceedings 8. Springer. 2003,
pags. 776-789.

[24] Vikram Srinivasan et al. «Cooperation in wireless ad hoc networks». En: IEEE
INFOCOM 2003. Twenty-second Annual Joint Conference of the IEEE Computer
and Communications Societies (IEEE Cat. No. 03CH37428). Vol. 2. IEEE. 2003,
pags. 808-817.

[25] Pietro Michiardi y Refik Molva. «A game theoretical approach to evalua-
te cooperation enforcement mechanisms in mobile ad hoc networks». En:
WiOpt'03: Modeling and Optimization in Mobile, Ad Hoc and Wireless Networks.
2003, 4-pages.

[26] Pietro Michiardi y Refik Molva. «Core: a collaborative reputation mechanism
to enforce node cooperation in mobile ad hoc networks». En: Advanced Com-
munications and Multimedia Security: IFIP TC6/TC11 Sixth Joint Working Confe-
rence on Communications and Multimedia Security September 26-27, 2002, Porto-
roz, Slovenia. Springer. 2002, pags. 107-121.

[27] Sonja Buchegger y Jean-Yves Le Boudec. «Performance analysis of the CON-
FIDANT protocol». En: Proceedings of the 3rd ACM international symposium on
Mobile ad hoc networking & computing. 2002, pags. 226-236.



Bibliografia 113

[28] Eitan Altman, Yezekael Hayel e Hisao Kameda. «Evolutionary dynamics and
potential games in non-cooperative routing». En: 2007 5th International Sym-
posium on Modeling and Optimization in Mobile, Ad Hoc and Wireless Networks
and Workshops. IEEE. 2007, pags. 1-5.

[29] Engin Zeydan et al. «Bottleneck throughput maximization for correlated da-
ta routing: a game theoretic approach». En: 2010 44th Annual Conference on
Information Sciences and Systems (CISS). IEEE. 2010, pags. 1-6.

[30] S-K Ng y Winston Khoon Guan Seah. «Game-theoretic model for collabora-
tive protocols in selfish, tariff-free, multihop wireless networks». En: IEEE
INFOCOM 2008-The 27th Conference on Computer Communications. IEEE. 2008,
pags. 216-220.

[31] See-Kee Ng y Winston KG Seah. «Game-theoretic approach for improving
cooperation in wireless multihop networks». En: IEEE Transactions on Sys-
tems, Man, and Cybernetics, Part B (Cybernetics) 40.3 (2010), pags. 559-574.

[32] Petteri Nurmi. «Modelling routing in wireless ad hoc networks with dynamic
Bayesian games». En: 2004 First Annual IEEE Communications Society Confe-
rence on Sensor and Ad Hoc Communications and Networks, 2004. IEEE SECON
2004. IEEE. 2004, pags. 63-70.

[33] Zhu Han. Game theory in wireless and communication networks: theory, models,
and applications. Cambridge university press, 2012.

[34] Zhu Han et al. Game theory for next generation wireless and communication net-
works: Modeling, analysis, and design. Cambridge University Press, 2019.

[35] Richard S Sutton y Andrew G Barto. Reinforcement learning: An introduction.
MIT press, 2018.

[36] Ming Tan. «Multi-agent reinforcement learning: Independent vs. cooperative
agents». En: Proceedings of the tenth international conference on machine learning.
1993, pags. 330-337.

[37] Caroline Claus y Craig Boutilier. «The dynamics of reinforcement learning in
cooperative multiagent systems». En: AAAI/IAAI 1998.746-752 (1998), pag. 2.

[38] Eduardo Rodrigues Gomes y Ryszard Kowalczyk. «Dynamic analysis of mul-
tiagent Q-learning with e-greedy exploration». En: Proceedings of the 26th an-
nual international conference on machine learning. 2009, pags. 369-376.

[39] Michael Wunder, Michael L Littman y Monica Babes. «Classes of multiagent
g-learning dynamics with epsilon-greedy exploration». En: Proceedings of the
27th International Conference on Machine Learning (ICML-10). 2010, pags. 1167-1174.

[40] Ardeshir Kianercy y Aram Galstyan. «Dynamics of Boltzmann Q learning in
two-player two-action games». En: Physical Review E 85.4 (2012), pag. 041145.

[41] Wolfram Barfuss, Jonathan F Donges y Jiirgen Kurths. «Deterministic limit of
temporal difference reinforcement learning for stochastic games». En: Physi-
cal Review E 99.4 (2019), pag. 043305.

[42] Shuyue Hu, Chin-wing Leung y Ho-fung Leung. «Modelling the dynamics
of multiagent g-learning in repeated symmetric games: a mean field theoretic
approach». En: Advances in Neural Information Processing Systems 32 (2019).

[43] Stefanos Leonardos y Georgios Piliouras. «Exploration-exploitation in multi-
agent learning: Catastrophe theory meets game theory». En: Artificial Intelli-
gence 304 (2022), pag. 103653.



114 Bibliografia
[44] Georgios Papoudakis et al. «<Benchmarking multi-agent deep reinforcement
learning algorithms in cooperative tasks». En: arXiv preprint arXiv:2006.07869

(2020).

[45] Stefano V Albrecht, Filippos Christianos y Lukas Schéfer. «Multi-agent rein-
forcement learning: Foundations and modern approaches». En: Massachusetts
Institute of Technology: Cambridge, MA, USA (2023).

[46] John Von Neumann y Oskar Morgenstern. «Theory of games and economic
behavior, 2nd rev». En: (1947).

[47] David A Meyer. «Quantum strategies». En: Physical Review Letters 82.5 (1999),
pag. 1052.

[48] Kazukilkeday Shoto Aoki. «Theory of quantum games and quantum econo-
mic behavior». En: Quantum Information Processing 21.1 (2022), pag. 27.

[49] Edwin Ho et al. «<Game Theory in defence applications: A review». En: Sen-
sors 22.3 (2022), pag. 1032.

[50] Magda M Madbouly, Yasser F Mokhtar y Saad M Darwish. «Quantum ga-
me application to recovery problem in mobile database». En: Symmetry 13.11
(2021), pag. 1984.

[51] Jens Eisert, Martin Wilkens y Maciej Lewenstein. «Quantum games and quan-
tum strategies». En: Physical Review Letters 83.15 (1999), pag. 3077.

[652] Simon C Benjamin y Patrick M Hayden. «Comment on “Quantum Games
and Quantum Strategies”». En: Physical Review Letters 87.6 (2001), pag. 069801.

[53] Jens Eisert y Martin Wilkens. «Quantum games». En: Journal of Modern Optics
47.14-15 (2000), pags. 2543-2556.

[54] Luca Marinatto y Tullio Weber. «A quantum approach to static games of com-
plete information». En: Physics Letters A 272.5-6 (2000), pags. 291-303.

[65] Simon C Benjamin y Patrick M Hayden. «Multiplayer quantum games». En:
Physical Review A 64.3 (2001), pag. 030301.

[56] Neil F Johnson. «Playing a quantum game with a corrupted source». En: Phy-
sical Review A 63.2 (2001), pag. 020302.

[57] Algbaly AH Toor. «Evolutionarily stable strategies in quantum games». En:
Physics Letters A 280.5-6 (2001), pags. 249-256.

[58] Adrian P Hitney y Derek Abbott. «Quantum version of the Monty Hall pro-
blem». En: Physical Review A 65.6 (2002), pag. 062318.

[59] A Igbal y AH Toor. «Quantum mechanics gives stability to a Nash equili-
brium». En: Physical Review A 65.2 (2002), pag. 022306.

[60] Jiangfeng Du et al. «Entanglement enhanced multiplayer quantum games».
En: Physics Letters A 302.5-6 (2002), pags. 229-233.

[61] Adrian P Flitney y Derek Abbott. «Quantum games with decoherence». En:
Journal of Physics A: Mathematical and General 38.2 (2004), pag. 449.

[62] Azhar Igbal y Stefan Weigert. «Quantum correlation games». En: Journal of
Physics A: Mathematical and General 37.22 (2004), pag. 5873.

[63] Jing-Ling Chen, Leong Chuan Kwek y Choo Hiap Oh. «Noisy quantum ga-
me». En: Physical Review A 65.5 (2002), pag. 052320.

[64] Hong Guo, Juheng Zhang y Gary ] Koehler. «A survey of quantum games».

En: Decision Support Systems 46.1 (2008), pags. 318-332.



Bibliografia 115

[65]

[66]

[67]

[68]

[69]

[70]

[71]

[72]

[73]

[74]

[75]

[76]

[77]

[78]

[79]

[80]

[81]

[82]

Faisal Shah Khan et al. «Quantum games: a review of the history, current sta-
te, and interpretation». En: Quantum Information Processing 17 (2018), pags. 1-42.

Junichi Shimamura et al. «Quantum and classical correlations between pla-
yers in game theory». En: International Journal of Quantum Information 2.01
(2004), pags. 79-89.

P Zhang et al. «Optical realization of quantum gambling machine». En: Eu-
rophysics Letters 82.3 (2008), pag. 30002.

WEF Balthazar et al. «<Experimental realization of the quantum duel game
using linear optical circuits». En: Journal of Physics B: Atomic, Molecular and
Optical Physics 48.16 (2015), pag. 165505.

ARC Pinheiro et al. «Vector vortex implementation of a quantum game». En:
JOSA B 30.12 (2013), pags. 3210-3214.

Robert Prevedel et al. «<Experimental realization of a quantum game on a one-
way quantum computer». En: New Journal of Physics 9.6 (2007), pag. 205.

JB Altepeter et al. «Experimental realization of a multi-player quantum ga-
me». En: Nonlinear Optics: Materials, Fundamentals and Applications. Optica Pu-
blishing Group. 2009, PDNTuA2.

Christian Schmid et al. «Experimental implementation of a four-player quan-
tum game». En: New Journal of Physics 12.6 (2010), pag. 063031.

WM Reisman. «Arms and Influence. By Thomas C. Schelling. New Haven
and London: Yale university Press, 1966. pp. ix, 293. Index. 7,50.». En: Ameri-
can Journal of International Law 61.2 (1967), pags. 625-626.

Omar Gustavo Zabaleta, Juan Pablo Barrangti y Constancio M Arizmendi.
«Quantum game application to spectrum scarcity problems». En: Physica A:
Statistical Mechanics and its Applications 466 (2017), pags. 455-461.

OG Zabaleta y CM Arizmendi. «Evolutionary quantum minority game: A
wireless network application». En: Chaos: An Interdisciplinary Journal of Nonli-
near Science 28.7 (2018).

Damien Challet e Y-C Zhang. «<Emergence of cooperation and organization in
an evolutionary game». En: Physica A: Statistical Mechanics and its Applications
246.3-4 (1997), pags. 407-418.

Adrian P Hlitney y Lloyd CL Hollenberg. «Multiplayer quantum minority
game with decoherence». En: Quantum Information & Computation 7.1 (2007),
pags. 111-126.

Neal Solmeyer, Ricky Dixon y Radhakrishnan Balu. «Quantum routing ga-
mes». En: Journal of Physics A: Mathematical and Theoretical 51.45 (2018), pag. 455304.

Tim Roughgarden. «On the severity of Braess’s paradox: Designing networks
for selfish users is hard». En: Journal of Computer and System Sciences 72.5
(2006), pags. 922-953.

Indrakshi Dey et al. «Quantum Game Theory meets Quantum Networks».
En: arXiv preprint arXiv:2306.08928 (2023).

Shantom Kumar Borah et al. «Analysis of Adversarial Jamming From a Quan-
tum Game Theoretic Perspective». En: IEEE Systems Journal 17.1 (2022), pags. 881-891.

Faisal Shah Khan y Ning Bao. «Quantum Prisoner’s Dilemma and high fre-
quency trading on the quantum cloud». En: Frontiers in Artificial Intelligence 4
(2021), pag. 769392.



116 Bibliografia

[83] Kyriakos Lotidis, Panayotis Mertikopoulos y Nicholas Bambos. «Learning in
quantum games». En: arXiv preprint arXiv:2302.02333 (2023).

[84] Lei Cui et al. «Coherent feedback control for linear quantum systems and
two-strategy evolutionary game theory». En: (2017).

[85] Pan-Yang Su. «Analyzing Quantum Cryptography and Communication ba-
sed on Quantum Game Theory». En: Quantum 2 (), pag. 14.

[86] Olivier Ezratty. «Perspective on superconducting qubit quantum computing».
En: The European Physical Journal A 59.5 (2023), pag. 94.

[87] Sergey Bravyi et al. «The future of quantum computing with superconduc-
ting qubits». En: Journal of Applied Physics 132.16 (2022).

[88] John Bardeen, Leon N Cooper y ] Robert Schrieffer. «Microscopic theory of
superconductivity». En: Physical Review 106.1 (1957), pag. 162.

[89] John Bardeen, Leon N Cooper y John Robert Schrieffer. «Theory of supercon-
ductivity». En: Physical review 108.5 (1957), pag. 1175.

[90] Philip W Anderson y John M Rowell. «Probable observation of the Joseph-
son superconducting tunneling effect». En: Physical Review Letters 10.6 (1963),
pag. 230.

[91] John M Martinis, Michel H Devoret y John Clarke. «Energy-level quantiza-
tion in the zero-voltage state of a current-biased Josephson junction». En:
Physical review letters 55.15 (1985), pag. 1543.

[92] Philip Krantz et al. «A quantum engineer’s guide to superconducting qu-
bits». En: Applied physics reviews 6.2 (2019).

[93] Hans Mooij. «Superconducting quantum bits». En: Physics world 17.12 (2004),
pag. 29.

[94] Agustin Di Paolo et al. «Extensible circuit-QED architecture via amplitude-
and frequency-variable microwaves». En: arXiv preprint arXiv:2204.08098 (2022).

[95] Jonas Larson y Th K Mavrogordatos. «The Jaynes-Cummings model and its
descendants». En: arXiv preprint arXiv:2202.00330 (2022).

[96] Xiu Gu etal. «<Microwave photonics with superconducting quantum circuits».
En: Physics Reports 718 (2017), pags. 1-102.

[97] Yilun Xu et al. «Radio frequency mixing modules for superconducting qubit
room temperature control systems». En: Review of Scientific Instruments 92.7
(2021).

[98] Sunmi Kim et al. «Enhanced coherence of all-nitride superconducting qu-
bits epitaxially grown on silicon substrate». En: Communications Materials 2.1
(2021), pag. 98.

[99] Abhinandan Antony et al. «Miniaturizing transmon qubits using van der
Waals materials». En: Nano letters 21.23 (2021), pags. 10122-10126.

[100] Julia Zotova et al. «Compact Superconducting Microwave Resonators Based
on Al-AlO x-Al Capacitors». En: Physical Review Applied 19.4 (2023), pag. 044067.

[101] Rebecca Hicks et al. «Active readout-error mitigation». En: Physical Review A
105.1 (2022), pag. 012419.

[102] Martin Beisel et al. «Configurable readout error mitigation in quantum work-
flows». En: Electronics 11.19 (2022), pag. 2983.



Bibliografia 117

[103]

[104]

[105]

[106]

[107]

[108]

[109]

[110]

[111]

[112]

[113]

[114]

[115]

[116]

[117]

[118]

[119]

[120]

[121]

Jay M Gambetta et al. «Investigating surface loss effects in superconduc-
ting transmon qubits». En: IEEE Transactions on Applied Superconductivity 27.1
(2016), pags. 1-5.

A Romanenko et al. «Three-dimensional superconducting resonators at T<
20 mK with photon lifetimes up to 7= 2 s». En: Physical Review Applied 13.3
(2020), pag. 034032.

Alexander Opremcak et al. «High-fidelity measurement of a superconduc-
ting qubit using an on-chip microwave photon counter». En: Physical Review
X 11.1 (2021), pag. 011027.

Jules Tilly et al. «The variational quantum eigensolver: a review of methods
and best practices». En: Physics Reports 986 (2022), pags. 1-128.

Leo Zhou et al. «Quantum approximate optimization algorithm: Performan-
ce, mechanism, and implementation on near-term devices». En: Physical Re-
view X 10.2 (2020), pag. 021067.

Maria Schuld y Francesco Petruccione. Machine learning with quantum compu-
ters. Springer, 2021.

Olivier Ezratty. «Understanding Quantum Technologies 2023». En: arXiv pre-
print arXiv:2111.15352 (2023).

Marco Fellous-Asiani et al. «Optimizing resource efficiencies for scalable full-
stack quantum computers». En: PRX Quantum 4.4 (2023), pag. 040319.

Alexia Auffeves. «Quantum technologies need a quantum energy initiative».
En: PRX Quantum 3.2 (2022), pag. 020101.

David Awschalom. From Long-distance Entanglement to Building a Nationwide
Quantum Internet: Report of the DOE Quantum Internet Blueprint Workshop. Inf.
téc. Brookhaven National Lab.(BNL), Upton, NY (United States), 2020.

SLN Hermans et al. «Qubit teleportation between non-neighbouring nodes
in a quantum network». En: Nature 605.7911 (2022), pags. 663-668.

Yu-Ao Chen et al. «An integrated space-to-ground quantum communication
network over 4,600 kilometres». En: Nature 589.7841 (2021), pags. 214-219.

Stephanie Wehner, David Elkouss y Ronald Hanson. «Quantum internet: A
vision for the road ahead». En: Science 362.6412 (2018), eaam9288.

Antonio Manzalini. «Quantum communications in future networks and ser-
vices». En: Quantum Reports 2.1 (2020), pags. 221-232.

Koji Azuma et al. «Quantum repeaters: From quantum networks to the quan-
tum internet». En: Reviews of Modern Physics 95.4 (2023), pag. 045006.

Edgar N Gilbert. «<Random graphs». En: The Annals of Mathematical Statistics
30.4 (1959), pags. 1141-1144.

Mohammad Reza Jabbarpour et al. «Applications of computational intelli-
gence in vehicle traffic congestion problem: a survey». En: Soft Computing
22.7 (2018), pags. 2299-2320.

Ruijin Ding et al. «Packet routing against network congestion: A deep multi-
agent reinforcement learning approach». En: 2020 International Conference on
Computing, Networking and Communications (ICNC). IEEE. 2020, pags. 932-937.

Michael A Nielsen e Isaac Chuang. Quantum computation and quantum infor-
mation. 2002. American Association of Physics Teachers.



118 Bibliografia

[122] «IBM Quantum Experience. Available online: http://www.research.ibm.com/quantum».
En: (accessed on 10 Jun 2021).

[123] Jason Brownlee. «Statistical methods for machine learning». En: Machine Lear-
ning Mastery. (2020).

[124] Yaodong Yang y Jun Wang. «An overview of multi-agent reinforcement lear-
ning from game theoretical perspective». En: arXiv preprint arXiv:2011.00583
(2020).

[125] Drew Fudenbergy David K Levine. «Whither game theory? Towards a theory
of learning in games». En: Journal of Economic Perspectives 30.4 (2016), pags. 151-170.

[126] George W Brown. «lterative solution of games by fictitious play». En: Act.
Anal. Prod Allocation 13.1 (1951), pag. 374.

[127] James Hannan. «Approximation to Bayes risk in repeated play». En: Contri-
butions to the Theory of Games 3 (1957), pags. 97-139.

[128] Katja Verbeeck et al. «Exploring selfish reinforcement learning in repeated
games with stochastic rewards». En: Autonomous Agents and Multi-Agent Sys-
tems 14 (2007), pags. 239-269.

[129] Jiangfeng Du et al. «Entanglement playing a dominating role in quantum
games». En: Physics Letters A 289.1-2 (2001), pags. 9-15.

[130] Robert Dorfman. «A formula for the Gini coefficient». En: The review of econo-
mics and statistics (1979), pags. 146-149.

[131] Damien Challet, Matteo Marsili y Yi-Cheng Zhang. Minority games: interacting
agents in financial markets. OUP Oxford, 2004.

[132] Douglas R Hofstadter. Metamagical themas: Questing for the essence of mind and
pattern. Hachette UK, 2008.

[133] Natalie S Glance y Bernardo A Huberman. «The dynamics of social dilem-
mas». En: Scientific American 270.3 (1994), pags. 76-81.

[134] Andreas Diekmann. «Volunteer’s dilemma». En: Journal of conflict resolution
29.4 (1985), pags. 605-610.

[135] Diederik P Kingma y Jimmy Ba. «Adam: A method for stochastic optimiza-
tion». En: arXiv preprint arXiv:1412.6980 (2014).



	Declaración de Autoría
	Resumen
	Abstract
	Agradecimientos
	Índice de Figuras
	Índice de Tablas
	Introducción
	Objetivos Generales
	Objetivos Particulares
	Publicaciones
	Como primer autor
	Revistas internacionales
	Congresos internacionales
	Congresos nacionales

	Otros

	Materias cursadas durante el doctorado
	En Universidad Nacional de Mar del Plata
	En otras Universidades Nacionales
	En ICTP, Trieste, Italia


	Marco Teórico
	Computación Cuántica
	Introducción
	Regla de Born
	Ecuación de Schrödinger
	Bits cuánticos
	Entrelazamiento Cuántico
	Operadores cuánticos
	Operadores de un qubit
	Operadores de dos qubits

	Teoría de la Complejidad Cuántica

	Teoría de Juegos
	Introducción
	Definiciones básicas
	Juegos matriciales
	Estrategias dominantes
	Equilibrio de Nash
	Estrategias mixtas
	Eficiencia de equilibrios

	Modelado de Redes de Comunicación con Teoría de Juegos
	Introducción
	Conceptos básicos de los juegos de enrutamiento

	Algoritmos de Aprendizaje por Refuerzo Multi-Agente
	Introducción
	Reducción a Agente Único
	Aprendizaje Centralizado
	Aprendizaje Descentralizado


	Estado del Arte
	Teoría de Juegos Cuántica
	Introducción
	Juegos Cuánticos No-cooperativos
	Realizaciones Experimentales
	Potenciales Aplicaciones

	Implementaciones de Computadoras Cuánticas
	Fundamentos y Desarrollo Histórico
	Tecnología y Operaciones de Qubits Superconductores
	Investigación Actual y Preparación del Mercado
	Desafíos y Perspectivas Futuras



	Modelado de Redes de Comunicación utilizando Teoría de Juegos Cuántica
	Introducción
	Mitigación de la congestión de redes mediante la teoría de juegos cuánticos
	Teoría cuántica de juegos para el enrutamiento de redes de datos: una solución al problema de la congestión
	Introducción
	Modelado del problema de la congestión
	Estrategias clásicas y cuánticas
	Resultados
	Conclusión

	Mitigación de la congestión de enrutamiento en redes de datos: un enfoque de teoría de juegos cuántica
	Introducción
	Estrategias cuánticas mixtas
	Influencia del ruido
	Simulación de la decoherencia
	Ruido de dispositivos reales
	Conclusión


	Protocolo basado en aprendizaje para enrutamiento en redes cuánticas
	Introducción
	Modelo clásico versus cuántico
	Estrategias basadas en aprendizaje por refuerzo
	Eficiencia
	Adaptabilidad
	Conclusión



	Algoritmos Cuánticos de Aprendizaje por Refuerzo Multi-Agente
	Introducción
	Algoritmos sin cálculo de gradiente para aprendizaje automático en juegos cuánticos repetidos
	Aprendizaje de estrategias mixtas en juegos cuánticos con información imperfecta
	Introducción
	Juego clásicos y cuánticos
	Modelo de aprendizaje
	Resultados
	Conclusión

	QESRL: Exploración del aprendizaje por refuerzo egoísta para juegos cuánticos repetitivos
	Introducción
	Modelo clásico ESRL
	Modelo cuántico ESRL
	Resultados
	Conclusión


	Maximizar recompensas locales en juegos cuánticos de múltiples agentes mediante estrategias de aprendizaje basadas en gradientes
	Introducción
	Descripción del Modelo
	Resultados
	Efectos del ruido
	Conclusión



	Conclusión
	Trabajos Futuros
	Conclusiones finales

	Bibliografía

