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Resumen

Este proyecto final de grado se realiz6 con el objetivo de disenar un dispo-
sitivo, no invasivo, que permita amortiguar el impacto durante la actividad
fisica para un paciente con una lesion osteocondral en el tobillo.

Se comenzo6 por realizar una revision bibliogréafica, encontrando que no
hay trabajos especificos en este caso, aunque se determind que el tipo de
material a utilizar eran los elastomeros.

Luego se implementaron y resolvieron modelos de comportamiento del sis-
tema masa-elemento viscoeldstico (suelas) con condiciones iniciales no nulas
(caida libre desde alturas determinadas). Se encontré que los modelos co-
nocidos durante la formacion académica no lograron representar matemati-
camente el comportamiento real de un elastomero, por lo que se utilizé el
modelo de Zener que describe la ecuacion constitutiva de un elastomero vul-
canizado a partir de una ecuacién diferencial con tres parametros, 2 resortes
y un amortiguador.

Se realizaron ensayos con acelerémetros que permitieron encontrar limites
de aceleracion que no inducen dolor en el paciente.

Se realizé una nueva revision bibliografica para encontrar datos de ensayos
de distintos polimeros comerciales que puedan servir para esta aplicacion con
los que se determinaron los valores de los elementos del modelo.

Por 1ltimo, se resolvié la ecuaciéon diferencial del modelo numéricamente
teniendo en cuenta que los elementos del modelo pueden ser lineales o no
lineales, considerando las posibilidades de subestimacion y sobreestimacion
de los resultados.

Se concluyé que el diseno de un dispositivo de estas caracteristicas es
posible. Para el material sorbothane 30 se llegd a 52 milimetros de espesor
de suela.



RESUMEN

Finalmente, se plantearon posibles trabajos a futuro.



Parte 1

Diseno de dispositivo ortésico
para miembro inferior



Capitulo 1

Introduccién y objetivos

1.1. Introduccidon

La locomocién bipeda es una de las caracteristicas del hombre que lo
diferencia del resto del reino animal. La marcha es un proceso que cada
persona aprende y no es de extranar que cada una muestre en su desarrollo
caracteristicas propias. Por ello se puede reconocer a distancia a una persona
por su manera de caminar. Estas caracteristicas personales vienen dadas
por miultiples factores: de una persona a la otra pueden diferir la longitud
de los segmentos del cuerpo o la masa de cada uno de ellos; por otro lado
estos segmentos deben ser puestos en movimiento por fibras musculares que
también pueden ser de diferente longitud o grosor.

Cuando se estudia la marcha de diferentes individuos se puede ver que
desaparecen las caracteristicas personales y aparecen elementos comunes. Es-
tos incluyen los tiempos de marcha, las fases de apoyo plantar y las fuerzas

actuantes. Durante la locomocion se pueden identificar 4 fuerzas importantes:

Fuerza de reaccién vertical.

Fuerza de reacciéon longitudinal.

Fuerza de reaccién lateral.

Fuerza de torsion.

Un factor importante en el anélisis del movimiento humano en el deporte,
especialmente durante la carrera, es la fuerza de reaccién vertical (VGRF).
Es mas del doble del peso corporal de una persona y mucho mayor que las

fuerzas de reaccién horizontal y lateral del suelo. El exceso de VGRF se ha

4



CAPITULO 1. INTRODUCCION Y OBJETIVOS

relacionado también con el riesgo de lesiones relacionadas con la carrera. Se
cree que las fuerzas de impacto excesivas y /o la tasa de carga y el movimiento
anormal de la articulacion del tobillo desempenan un papel importante en las
lesiones al correr. Entre las més comunes se encuentran la periostitis tibial,
la fascitis plantar, esguinces, tendinopatias en rodilla y tendén de Aquiles,
entre otras.

Este Trabajo Final de la carrera de Ingenieria Mecanica busca de en-
contrar una soluciéon ingenieril mediante el diseno de un dispositivo ortésico
para un paciente el cual presenta una lesion osteocondral ubicada en el sector
lateral de la superficie articular distal de la tibia con el astragalo.

El proyecto no se centrara en las lesiones generadas durante la actividad
fisica sino en contribuir a evitar las causas del dolor producido por una lesiéon
existente en la articulacién tibio-peroneo-astragalina.

El término “lesién osteocondral”hace referencia a lesiones delimitadas en
el cartilago de las grandes articulaciones, rodeadas de tejido sano. La lesion
osteocondral penetra el cartilago hasta afectar al hueso subyacente. Las lesio-
nes osteocondrales pueden ser asintomaticas y detectarse tras la realizacion
de una prueba de imagen por otro motivo, o durante una artroscopia. Cuando
son sintomaticas, producen dolor en la articulacién afectada, limitacion de la
movilidad y, en ocasiones, inflamacion de la articulacién con el sobreuso.

El cartilago es un tejido especial, sin riego sanguineo, adaptado para
soportar la carga y la friccién a que se ven sometidas las articulaciones; las
lesiones del cartilago, que ocurren hasta en el 12 % de la poblacién, exponen el
hueso con el roce directo producido por el movimiento articular. Cuando falta
el cartilago, desencadena dolor y limita el movimiento de las articulaciones
afectadas.

Las lesiones osteocondrales requieren un tratamiento cuando producen
muchos sintomas, o cuando por su extensién amenazan con producir artrosis
secundaria que lleve a necesitar una protesis posterior. Las terapias clasi-
cas buscan inducir una reparacion del cartilago por mecanismos naturales
de regeneracion (desbridamiento, abrasién, microfracturas) o trasplantando
partes de cartilago de zonas de poca carga a la zona lesionada (mosaicoplas-
tias). Sin embargo, el cartilago tiene una capacidad regenerativa limitada, y
estas técnicas suelen fallar en lesiones de gran tamano y en lesiones sobre las
que ya se han realizado intervenciones previas, reproduciéndose los sintomas

al cabo del tiempo.
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En la figura 1.1 se muestran las vistas laterales y frontales de resonancias
y tomografias realizadas en el paciente de este caso de estudio. En la figura
1.1(a), se observa la primera imagen de la lesién. Se dificulta su observacién
por la presencia de edema 6seo. A medida que pasé el tiempo, el edema des-
aparecio pero la lesion quedd, como se puede ver en las imagenes a través del

tiempo. El tamano inicial de la lesién era de 15 mm de didmetro transverso.

(a) Resonancia tobillo de-  (b) Tomografia tobillo de-  (c¢) Resonancia tobillo de-
recho 05/12/2013. Vista  recho 13/06/2014. Vista  recho 29/05/2014. Vista
lateral. lateral. lateral.

(d) Tomograffa tobillo de-  (e) Resonancia tobillo de-  (f) Resonancia tobillo de-
recho 21/01/2014. Vista  recho 29/05/2015. Vista  recho 17/07/2018. Vista
frontal. frontal. frontal.

Figura 1.1: Vistas laterales y frontales de resonancias y tomografias realizadas
al paciente.

Los traumatologos especializados abordaron el problema de la manera
tradicional, a través de tratamientos.

El primer tratamiento propuesto por los médicos consistié en dejar de
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apoyar el pie derecho durante 6 semanas para reducir el edema éseo, lo que
se logr6 con éxito. Sin embargo, la lesién osteocondral ya estaba causada y
seguia generando dolor al caminar y sobre todo al correr. Para las lesiones de
este tamano, el tratamiento adecuado es realizar un implante de hueso para
rellenar el hueco. En este caso, el mayor impedimento para realizar esto es la
ubicacién de la lesién, la articulacion tibio-peroneo-astragalina es de dificil
acceso para realizar una operacion de este estilo.

Los traumatélogos decidieron realizar una artroscopia de tobillo, una ci-
rugia que utiliza una pequena camara e instrumentos quirdrgicos para exa-
minar o reparar los tejidos dentro o alrededor del tobillo, como se puede ver
en la figura 1.2. La camara se llama artroscopio. El procedimiento le permite
al médico detectar problemas y hacer reparaciones sin realizar grandes cortes
en la piel y el tejido. Esto significa que se puede tener menos dolor y una

recuperacion mas rapida que con una cirugia abierta.

Figura 1.2: Esquematizacién de artroscopia de tobillo.

El resultado que se obtuvo en el paciente luego de la intervencién quirirgi-
ca se puede ver en la figura 1.1 f. Se puede ver que la lesién redujo su tamano
a unos 10 mm de diametro transverso. Esto fue un gran éxito, se logré reducir
la cavidad en un 30 %. Para reducirla ain més se requiere seguir haciendo
artroscopias, lo cual tampoco asegura que se vaya a reducir. Actualmente,
ante cualquier impacto, ya sea correr o saltar, esta zona produce dolor y mo-
lestias (ademés del deterioro del cartilago que podria producir una artrosis
temprana). A su vez, posterior a la cirugia, era necesario inyectar corticoides
para ayudar a aliviar el dolor y la inflamacion.

Un estudio hecho por Zadpoor en 2007 [1], muestra que se puede suponer
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que no hay un elemento activo en la articulaciéon y que el esfuerzo recibido por
el hueso no depende del paciente sino de la fuerza aplicada por el impacto.
La cual no es posible controlarla activamente mediante actividad muscular
sino que debe ser disminuida mediante Ortesis.

Es por esto que nacié la motivacién de hacer un dispositivo ortésico, no
invasivo, que permita que el paciente pueda seguir haciendo deporte sin dolor

ni riesgo de empeorar la lesiéon en un futuro.

1.2. Objetivos especificos

= Elaborar un modelo analitico que permita conocer las variables inter-

vinientes y sus valores.

= Determinar los materiales cuyas caracteristicas mecénicas sean las mas

cercanas a los valores que requerimos.

= Calcular las dimensiones del dispositivo a disenar.

Para un planteo inicial se realizara un analisis de marcha durante la ca-
minata y durante la actividad fisica. Se buscara un valor de impacto para el
cual el paciente no siente dolor en su tobillo.

Luego, se realizara un planteo dinamico mediante ecuaciones diferenciales
para encontrar un sistema de amortiguamiento que permita cumplir con los
objetivos. Es necesario seleccionar el o los materiales, y calcular sus respec-
tivas dimensiones, para poder obtener las propiedades dinamicas deseadas.

Se espera conseguir el conjunto de materiales y dimensiones adecuados
para el diseno de un prototipo virtual representativo de un modelo utilizable
en el mundo real. De obtenerse un modelo exitoso, se llevaran a cabo croquis
del dispositivo, con un listado de materiales, listado de piezas y lo necesario

para su posible fabricacion.

1.3. Revision bibliografica

Como primera medida se realizé una revisiéon bibliografica con el fin de
poder realizar un correcto planteo del problema.
El conocimiento de la fuerza que se aplica a la planta del pie al momento

de correr es uno de los puntos principales a tener en cuenta para este proyecto.
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En un articulo publicado por Jie-Han [2], se obtienen datos de la fuerza de
reaccién vertical y de la aceleracién del pie usando un acelerémetro en la
zapatilla y lo comparan con el registro del impacto en celdas de carga en una
maquina de correr. Utilizan una red neuronal para ajustar los parametros
leidos de los datos del acelerémetro uniaxial con los registros triaxiales de las
celdas de carga. Los resultados que obtuvieron se pueden ver en la figura 1.3.
Como se puede ver, para un trote a una velocidad de 10 km/h el maximo de
la fuerza es aproximadamente 2.3 veces el peso de la persona. Ademas, por la
forma obtenida en este trabajo, la VGRF se puede aproximar a una funcion

seno de media onda, figura 1.4.

] VGRE |
[=] _ =

2 ) "I'll‘l 1 W A EC
= 1.8 I [ [ |
B J| | |
i |
[5. ! ' | I i I'

11 | | | |
1] i+ IF = B! @1 A —f-
155 iTE T 1HS
T is)

Figura 1.3: Fuerza de reaccién vertical medida a través de una cinta de correr
equipada con celdas de carga [2]

Figura 1.4: Esquema de un seno de media onda.

Si bien se puede conocer cudl es la fuerza aplicada a la planta del pie

durante la actividad fisica, es importante saber cual es el esfuerzo aplicado
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directamente en la articulacién. Segin McLaughlin [3]: ” El tipo de calzado
que usan las personas con artropatia de tobillo tiene un efecto significativo
sobre la cantidad de fuerza que actia en la superficie de la articulacién.
Los zapatos deportivos, al brindar mayor comodidad y soporte para los pies,
pueden facilitar una mayor actividad muscular alrededor del tobillo y, por lo
tanto, una mejor estabilidad dindamica de las articulaciones, lo que explica
por qué algunos pacientes con artropatia de tobillo informaron menos dolor.
Atin no esta claro qué efecto puede tener una mala geometria articular sobre
las fuerzas intraarticulares del tobillo y, de hecho, la transmision real de la
fuerza a través de la superficie del astragalo”.

McLaughlin estudia en ese trabajo el efecto de la suela del calzado en las
fuerzas aplicadas a articulaciones de pacientes con hemofilia. Lo importante
es que no esta claro todavia cudl es el efecto de la absorcion de fuerzas. Hay
un aumento cuando se utilizan zapatillas neutras comparadas con suelas mas
duras. McLaughlin no pudo determinar cual es el valor de fuerza aceptable
para una articulacion. Es por esto que para este proyecto final se fijara el
limite de fuerza en funcion del dolor del paciente.

En el paciente, la lesién no genera dolor en la caminata bajo ninguna
circunstancia. Es decir, puede caminar con cualquier calzado, o sin él, du-
rante tiempos prolongados (al menos 4 horas) y no sentir dolor. Esta misma
persona, si realiza una actividad moderada de trote durante media hora, con
calzado apto, ya empieza a sentir dolor. Para este caso, fijar como limite
maximo permisible a la fuerza que involucra la caminata pareciera ser lo
mas adecuado. Como se desarrollara después en el capitulo 2, esto se va a
determinar en el presente proyecto mediante acelerometria.

Segun Milani [4], el sistema nervioso central actia activamente en la forma
de correr de manera de minimizar el impacto. De acad surge otra incognita:
. Serda posible que la actividad cerebral reemplace a la ortesis? Si bien esto
ocurre, Milani propuso tres conceptos para la prevencién de cargas excesivas
y lesiones relacionadas: amortiguacion, soporte y guia. Estos objetivos se
pueden lograr alterando las propiedades del material o las caracteristicas
de construccién de los zapatos. Aun con la accién del cerebro, es necesario
soportar, amortiguar y guiar la pisada al correr mediante alteraciones en el
material de la zapatilla, con lo cual no es posible descartar la necesidad de

una ortesis.

Zadpoor [1], por otra parte, dice:“Los amortiguadores pasivos incluyen

10
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liquido sinovial, hueso, talonera y cartilago articular.”. Este articulo muestra
que se puede suponer que no hay un elemento activo en la articulacion y
que el esfuerzo recibido por el hueso no depende del atleta/paciente sino
de la fuerza aplicada por el impacto. Ademas, citando a otros autores: “De
hecho, los bio feedbacks no son lo suficientemente rapidos ([5]), y el tiempo de
duracién de una fuerza de impacto es mas corto que el tiempo requerido para
que un musculo reaccione a la senal sensorial generada durante el impacto.”
([6] ,[7]). Nuevamente se vuelve a encontrar con que no es posible controlar
activamente la fuerza del impacto mediante actividad muscular. Debe ser
disminuida mediante értesis.

Hasta ahora solo se analizo el problema bajo condiciones normales. Pero,
. Este mismo analisis sera valido luego de un tiempo prolongado de actividad
fisica? ;Cambia la forma de correr con la fatiga muscular a lo largo de la
sesi6n de trote? Segin Christina [8], en un estudio donde se examinaron los
efectos de la fatiga muscular localizada sobre la fuerza de reaccion vertical
del suelo, se observé que las magnitudes maximas del impacto no se vieron
afectadas. Es decir, se puede suponer que los resultados de nuestro analisis
no variaran para la persona en relacion con cuanto tiempo dure la actividad.

Ademds, un articulo publicado por Becker [9] dice que las propiedades
del calzado influyen en la actividad muscular de los corredores. Hay una
respuesta particular de cada persona al correr con calzados diferentes, o bien
para mantener las mismas aceleraciones de los miembros o para mantener la
misma trayectoria de los miembros al correr. No hay conclusiones definitivas
en este tema. De este articulo se puede concluir de que no hay una influencia
en particular que impida fabricar un calzado con 50 mm de espesor, o mas.

Por otro lado, en cuanto a la forma de la suela, hay estudios acerca del
esfuerzo aplicado al tendén de Aquiles. Sobhani et. al. [10] estudiaron zapa-
tillas con una ”suela corta”, o sea un punto de apoyo maéas cercano al centro
del pie para minimizar el esfuerzo sobre el tendén de Aquiles al disminuir
el momento respecto de la articulacion del tobillo. Ese trabajo no menciona
que haya una relacion entre la tension del tendén y la fuerza sobre la lesion
osteocondral.

En conclusion, se puede observar que este es un problema que se ha
abordado desde diferentes enfoques. Desde fuerzas involucradas, esfuerzos
aplicados al tobillo, como cambia la mecanica con la fatiga muscular, entre

otras. Todo esto indica que es posible llevar a cabo una plantilla o zapatilla
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para minimizar el impacto durante la actividad fisica. A lo largo de este

proyecto final se tratara de encontrar una solucion a este problema.

12



Capitulo 2

Planteo inicial del problema

Durante la actividad fisica, se generan esfuerzos dindmicos sobre el tobillo
debido al impacto. En este capitulo se intenta averiguar cuales son las ace-
leraciones maximas que puede soportar el paciente antes de que aparezca el
dolor luego de la actividad fisica. Es decir, el objetivo de la experimentacion
es averiguar los valores de esas aceleraciones para luego compararlas con los
resultados de modelar numéricamente la misma actividad mediante un mo-
delo matematico adecuado, a fin de obtener los materiales y dimensiones
adecuadas del calzado.

Como estuvimos viendo anteriormente, la fuerza de reaccion vertical del
suelo es la principal fuerza que interviene durante la actividad fisica. Al llevar
a cabo una resolucién matematica se puede definir la forma de la fuerza que
interviene. Se puede observar que, segin Jie-Han [2] la VGRF tiene la forma
de la figura 1.3, que se puede aproximar a un seno de media onda. La amplitud
va a depender de la velocidad a la que se realice la marcha, en este caso de
10 km/h.

Para el desarrollo de este proyecto final, se dispone de dos acelerémetros
uniaxiales. Se fijardn en el tobillo del paciente a 90 grados para poder medir
la variacién de aceleracién. Una situacion de trote normal involucra acelera-
ciones horizontales y verticales. A su vez el tobillo, a medida que avanza en
la marcha, va rotando respecto de la rodilla, por lo que cambiaria el sentido
de las mediciones. Para obtener resultados mas precisos, y por las limitacio-
nes que estos instrumentos ofrecen, se opto por realizar los ensayos en una
dimension. Es decir, medir solo la aceleracion en un eje, el vertical. Esta
situaciéon no se asemeja a un trote, sino que es similar a un salto.

Para lograr una equivalencia entre el trote y el salto que se va a ensayar, se

13



CAPITULO 2. PLANTEO INICIAL DEL PROBLEMA

buscé que ambos generen el mismo impulso sobre la planta del pie. A partir
de esto se puede obtener una altura equivalente que permita relacionar el
trote, estimado por las mediciones registradas por celdas de presién de la

publicacién de Jie-Han [2], a un salto.

2.1. Analogia entre el trote y el salto por im-
pulso

Se sabe que el impulso de una fuerza se puede calcular como la integral
en un ciclo de dicha fuerza. En este caso, si se aproxima la VGRF a un
seno de media onda como la figura 1.4, la fuerza se puede descomponer en 2

intervalos:
2mt
. F(t):Fo-sen(%) si0<t<T/2
» F(t)=0siT/2<t<T

Donde T es el periodo y t es el tiempo, ambos en segundos.
Para un trote, y basandose en la figura 1.3, se observa que T=0.6 segundos
y la amplitud, Fo=2,3-m-g .

El impulso que realiza esta VGRF sobre el piso en un ciclo, sera:

T 0,3 Ot
Livore = / F(t)dt = / 2,3-m-g-sen (—) dt (2.1)
0 0 T

Entonces, el impulso generado durante el trote a 10 km/h seré:
Itrate = 2,3 cm-g- 0,19099 (22)

Para aproximar un ciclo de trote a una caida libre, hay que calcular una
altura equivalente que genere el mismo impulso sobre el piso en el choque.
Cuando una persona trota, la altura de caida inicial y final llegan al mismo
punto. Para el calculo se supondra que la persona sufre una caida libre, rebota
y llega nuevamente al punto de inicio, como se muestra en la figura 2.1. Si
bien no es un choque elastico ya que en la realidad esta la impulsién del otro

pie, se expresa esto como una hipdtesis méxima, sobreestimativa.

14
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Fii
YL‘\z’o T‘ Vi=Vo

H equivalente

S

Figura 2.1: Esquematizacién del planteo de masa en caida libre y colisién
perfectamente elastica.

Para este caso, el impulso se calcula como la diferencia de cantidad de

movimiento, es decir:

Ihogue = AP =m -AV =m-(Vo—(=Vo))=2-m-Vo (2.3)

Donde Vo, al ser una caida libre, sera:
Vo=+/2-g-H, (2.4)
Como se intenta determinar la altura para que el impulso sea el mismo,

se iguala 2.2 y 2.3 y se despeja la altura equivalente, H,,:

(2,3 - ¢ - 0,19099)>

H,, = o

=0,237Tm (2.5)

Entonces se obtiene que la altura equivalente, la cual no depende de la
masa.
La altura equivalente es la altura de la que una persona tiene que caer,

para producir sobre el suelo el mismo impulso que genera cuando trota,
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Figura 2.2: Disposicién de los acelerémetros axiales para realizar las medi-
ciones.

suponiendo un choque elastico. Este concepto es muy importante ya que
se va a estar utilizando para ensayos experimentales y para la resolucion de

las ecuaciones diferenciales de los modelos.

2.2. Ensayos para determinar las aceleracio-
nes maximas que soporta el paciente.

En esta seccién se presentan los ensayos que se realizaron para obtener las
aceleraciones involucradas durante la actividad fisica. El desarrollo completo
se podra ver en el apéndice C.

El primer ensayo consiste en medir la variacion de aceleracién del tobi-
llo durante una caida libre mediante la fijacién de dos acelerémetro axiales,
dispuestos a 90 grados. La caida libre permite evitar perturbaciones que se
dan en los demas ejes durante el movimiento de marcha para poder anali-
zar el problema uniaxialmente. Con los mismos instrumentos se realizdé un
segundo ensayo para medir la variacion de aceleracién durante la caminata
del paciente.

Los ensayos que se van a desarrollar se podrian resumir 3 condiciones

diferentes:

= Caida libre para diferentes alturas con un mismo calzado.

16
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Figura 2.3: Paciente con el equipo instalado para realizar los ensayos 1 y 2.

» Caida libre para diferentes calzados a una misma altura.

= Caminata en el lugar.

2.2.1. Caida libre para diferentes alturas con un mismo
calzado

Este ensayo se realizd para diferentes alturas: 13, 18, 30, 43 y 62 cm.
En la figura 2.4 se puede ver como va aumentando el pico de aceleracién a
medida que aumenta la altura. El mismo se realizd con zapatillas especiales

para hacer deporte y con plantillas ortopédicas. En la tabla 2.1 se puede ver
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el promedio del pico de aceleracion obtenido para cada altura analizada.

40.00
30.00
=
)
2
= 20,00
= -
2
=
2
a
=L
10.00
0.00
13cm 18 cm 30 cm 43 cm 62 cm
Altura [cm]

Figura 2.4: Variaciéon de aceleracion en el tobillo, a partir de una caida libre a
distintas alturas, con zapatillas especiales para hacer deporte y con plantillas
ortopédicas.

El cambio de pendiente en 30 cm que se puede ver en la figura 2.4, se
puede atribuir a la manera de caer. A partir de los 30 cm, por las alturas
involucradas, cambié la forma de caer y se empezo a utilizar los dos pies para
el apoyo. Se descartan a la hora de tratarlos de asemejar a un trote. Entre
los 18 y los 30 cm se encuentra el rango de valores que se puede tomar como
valido como para hacer una comparacion con el trote; similar a los resultados
obtenidos en la seccién anterior. Se puede ver que en este intervalo el pico de
aceleracion que se midié experientalente se encuentra en el mismo valor, 15
a/g. Teniendo en cuenta la experiencia del paciente, el salto realizado desde
18 cm de altura fue el mas cercano al trote, por lo que sera utilizado como

referencia para el calculo utilizando modelos matematicos.

18
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Altura [em] | Pico de aceleracion [a/g] | £AAc [a/g]
13 9.90 1.30
18 15.13 2.63
30 15.51 0.80
43 20.64 3.06
62 29.77 1.15

Cuadro 2.1: Media y dispersiéon de las mediciones realizadas durante el ensa-
yo.

2.2.2. Caida libre para diferentes calzados a una misma
altura

Se realizé este mismo ensayo para una altura de 18 cm, con diferentes

calzados. Los casos analizados son:

Zapatilla para correr con plantilla ortopédica.

Alpargatas.

Crocs.

Sin calzado.

En la figura 2.5 se puede ver una comparacién de los datos obtenidos. En la

tabla 2.2 se puede ver el promedio del pico de aceleracién obtenido para cada

calzado.
Tipo de calzado Pico de aceleracion [a/g] | =AAc [a/g]
Zapatilla para correr con plantilla ortopédica. 14.79 0.51
Alpargatas. 17.01 0.41
Crocs. 16.64 0.31
Sin calzado. 19.65 0.63

Cuadro 2.2: Media y dispersion de las mediciones realizadas durante el ensa-
yo.
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2000 —

15.00 —

10.00 —

500 —

Aceleracion total [alg)

0.00 —

1 1 1
Zapatilla + plantilla Descalzo Crocs Alpargatas

Calzado

Figura 2.5: Variacion de aceleracion en el tobillo, a partir de una caida libre
a 18 cm, con distintos calzados.

Se puede ver que con unas zapatillas para correr y plantilla ortopédica
se logra reducir el impacto un 25 % respecto a realizar la misma accion sin
calzado. Con esto se observa la importancia de un calzado para las actividades

de impacto, méas cuando hay lesiones.

2.2.3. Caminata en el lugar

Sabiendo que una caminata, con cualquier calzado, no genera dolor en el
paciente, se realizé este ensayo con el fin de poder conocer la maxima acele-
racién tolerable en el tobillo. El mismo consiste en fijar los dos acelerémetros
axiales, a 90 grados, al tobillo y caminar en el lugar. Se intenta que la acele-
racion a medir sea unidireccional para poder compararlo con las magnitudes
medidas anteriormente.

La misma se realizo sin amortiguacién externa, es decir, sin calzado, para
poder medir la méxima aceleraciéon que se puede generar en el momento de
impacto durante la caminata sin que se vea atenuada por algin dispositi-
vo. Debido a que la dinamica de la caminata podria implicar aceleraciones

mayores, y la dificultad para medirla con las herramientas disponibles, se

20
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considera que el limite permisible que no genera dolor es un 30 % mayor al
pico que se midio en estas condiciones.

En la tabla 2.3 se puede ver el promedio del pico de aceleracion obtenido.

Tipo de calzado | Pico de aceleracién [a/g] | £AAc [a/g]
Sin calzado. 6.33 0.68

Cuadro 2.3: Media y dispersion de las mediciones realizadas durante el ensa-
yo.

Esto sirve para obtener un valor experimental, empirico, de hasta cuanto
se deberfa disminuir esa variacién de aceleracion durante el trote en el tobillo
para evitar dolor y molestias. En conclusion, el valor que se utilizara como

referencia experimental de aceleracién serd de 10 a/g.
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Capitulo 3

Modelos tedricos de materiales
para el calzado.

Un calzado deportivo consta de cuatro partes importantes:

= Entresuela: Se ubica entre la suela y la plantilla, y sirve como amor-

tiguador de choque.

= Suela externa: Estan en contacto con el suelo. Estan fabricadas de
goma reforzada con negro de carbon. Deben ser flexibles y antiderra-

pantes en varios tipos de superficies, himedas o secas.

= Tela superior del calzado: Recubre el pie. Esta hecha de una tela
sintética, ligera y ventilada, que permite la salida del calor que se genera

en el pie.

= Plantilla: Tienen la misiéon de mejorar los apoyos plantares, minimi-
zando cualquier momento en la pisada que provoque tensiones muscu-
lares y articulares, y optimizando el despegue y, en definitiva, el rendi-

miento deportivo.

Lo mas importante, y donde se va a enfocar el andlisis durante este pro-
yecto final, es el material del calzado; en particular el de la entresuela o
plantilla (depende de las dimensiones obtenidas). Los materiales mas utiliza-
dos para un calzado son elastomeros, que tienen, entre otras caracteristicas,
un comportamiento viscoeldstico que permite amortiguar el impacto, facili-
dad para la fabricacién, son relativamente livianos, entre otras. Un material

relativamente rigido podria hacer que el impacto sobre la planta del pie sea
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Figura 3.1: Esquematizacién de las partes que componen un calzado depor-
tivo.

excesivo. Un material muy blando, ante una accién que duplica el peso co-
mo es un trote, no aportaria la estabilidad necesaria para poder realizar la
actividad sin dificultades. En el medio se posee un abanico de posibilidades
que pueden llegar a ser beneficiosas, o no, para lo que se estd buscando.
Para modelar el comportamiento viscoeldstico de los materiales, y para
expresar matematicamente la naturaleza del comportamiento, se conciben
dos configuraciones basicas que utilizan combinaciones de tensiéon elastica y
tasa de deformacion viscosa. El comportamiento tiene componentes elésti-
cos y viscosos modelados como combinaciones de resortes y amortiguadores,
respectivamente, y se presumen con caracteristicas viscoelasticas lineales, lo
que significa que el médulo elastico es independiente de la deformacion. Esto
puede suponerse para deformaciones pequenas de los cuerpos viscoelasticos.
Ademas, el liquido en el amortiguador ideal, se supone que tiene un com-
portamiento newtoniano (la viscosidad es independiente de la velocidad de
deformacién). Cada modelo difiere en la disposicién y cantidad de estos ele-
mentos. Estas ecuaciones constitutivas se analizan a continuacién con el fin

de poder obtener el modelo mas adecuado para este proyecto.

3.0.1. Modelo de Maxwell

En este modelo, el material viscoelastico se representa como una combi-
nacién en serie de un resorte y un amortiguador. Bajo una fuerza externa,
se sumaran las deformaciones individuales de los elementos elasticos y de los
viscosos en esta disposicién, mientras que en ambos elementos se experimenta

la misma tension.
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Figura 3.2: Esquematizacion del modelo de Maxwell.[11]

La ecuacién constitutiva del modelo de maxwell es:

+77610'_ de
T Ea Tt

Para analizar el comportamiento de este modelo, la ecuacion 3.1 se puede

(3.1)

resolver para diferentes solicitaciones. Por ejemplo, si se aplica una velocidad

de deformacién constante en t = 0, la tensién variara con el tiempo como:

c=né(1—e7) (3.2)
Donde 7 = £, es llamado tiempo de relajacion.
Se observa que a una velocidad de deformacién constante(¢) la tension
y la deformacién aumentan con el tiempo para el cuerpo viscoelastico de
Maxwell. En un tiempo infinito, el factor en el paréntesis de la ecuacién
tiende a uno y la expresién se convierte en la de un fluido newtoniano. Por
lo tanto, el cuerpo viscoelastico de Maxwell es un fluido.
Si después de un tiempo determinado, la deformacion se mantiene en un

valor constante, la tasa de deformacion es € = 0. Por lo tanto:

ndo
U+Edt—0 (3.3)

Integrando respecto del tiempo y asignando un valor inicial de tension

como 0, se puede obtener la expresién de la relajacion de tension:

o= 006% (3.4)
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Figura 3.3: Esquematizaciéon del modelo de Kelvin-Voigt.[11]

n £

Esta expresion sugiere que la tensién se relaja a cero a tiempo infinito,
como en un fluido newtoniano, si la tension se mantiene constante.
Por lo tanto, este modelo no se puede asemejar al comportamiento de un

elastomero.

3.0.2. Modelo de Kelvin-Voigt

A diferencia del modelo fisico de Maxwell, en este el resorte y el amorti-
guador estan en paralelo. El modelo fisico de Kelvin-Voigt se puede ver en
la figura 3.3. Se observa que las tensiones en el amortiguador y en el resorte
se dividen y la deformacion en cada brazo es la misma para la condicién de

equilibrio. La ecuacion constitutiva de este modelo es:

%:%(%—Q (3.5)

Para este modelo se resolvera la ecuacion 3.5 para 2 solicitaciones: Creep

y relajacion de tension.

= Creep:

El cambio en la deformacién con el tiempo a una tensién constante
puede derivarse matematicamente de la ecuacion constitutiva anterior
integrando y tomando la condicién inicial (¢ = 0). El comportamiento

de creep queda:

(1—e¥> (3.6)

Sl
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Donde A = 1 es el tiempo de retardo de un cuerpo viscoeldstico.

Después de un tiempo suficientemente largo, el término exponencial del
paréntesis tiende a cero y, por tanto, la deformacién alcanza un valor
constante (o/F), que es la deformacién para un sélido con médulo de
elasticidad E. Por tanto, el modelo Kelvin se comporta como un solido

a tiempos largos.

= Relajacién de la tensién:
Refiriéndose nuevamente a la ecuacidén constitutiva 3.5

Si la tensién instantédnea es oy y la deformacién es constante en g
en ese punto, la tensién en el cuerpo disminuira lentamente debido al

reordenamiento de las moléculas.

La velocidad de deformacién es, por tanto, cero. Por lo tanto:

og = E.Eo (37)

Por lo tanto, un elemento de Kelvin-Voigt no muestra ninguna

relajacion y se comporta como un cuerpo elastico de Hooke.

Ninguno de estos dos modelos representa a los sélidos viscoelasticos
reales, como los polimeros. Se puede ver que los modelos méas simplifi-
cados, que involucran solo 2 elementos, no son adecuados para analizar
el comportamiento viscoelastico de los elastémeros. Por lo tanto se va

a tener que pasar a un modelo mas complejo, con 3 elementos.

3.0.3. Modelo de 3 parametros: Modelo de Zener.

Para modelar el comportamiento viscoelastico real que se observa en los
polimeros en general, hay muchas posibilidades de combinar estos dos mode-
los basicos para incorporar las caracteristicas de la fluencia y la relajacion de
tal manera que se tengan valores finitos de la tensién de relajacion a tiempo
infinito y un valor finito de la deformacién de fluencia a tiempo infinito. En la
figura 3.4 se muestran varias combinaciones posibles de tres parametros, ya
sea dos resortes con un amortiguador o un resorte con dos amortiguadores.
Los modelos A y B representan sélidos viscoeldsticos. Para un elastémero

vulcanizado, el modelo més utilizado es el modelo Zener (A).
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Figura 3.4: Esquematizacién del modelo de 3 parametros.[11]

Las ecuaciones constitutivas del modelo de la figura 3.4A es la siguiente:

do

de
n% + EQO’ = 7’](E1 + EQ)_ + ElEQS (38)

dt

Corresponde a ecuacién diferencial de primer orden. A continuacion se
resuelve la ecuacion constitutiva 3.8 para 3 solicitaciones: Relajacion de ten-

siones, Creep y Recuperacion.

» Relajacién de tensiones:

Sea aplicada una tension instantanea o; y sea la tensién instantéanea ¢,

y por lo tanto la derivada de la misma es cero. La ecuacién queda:

do E2 E1 E2
dt n n

€1 (3.9)

Integrando e introduciendo la condicién inicial: en t = 0, 07 = g/(E; +
E,). Se obtiene:

o= (ﬁ) {El + Eyexp (—%t)] (3.10)

El término Es es la inversa del tiempo de relajacién, del brazo de Max-

well. A un tiempo muy largo, ¢ = oo, el término exponencial en el
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Figura 3.5: Curva de relajacién para un cuerpo viscoeldstico de Zener.[11]

paréntesis de la Ec.3.10 tiende a cero, y la tension relajada tiene un

valor limite:

o B,

= = 3.11
E1+E2 ( )

OR

La figura 3.5 muestra la naturaleza de la curva de relajacion de tensio-

nes para un cuerpo viscoeldstico de Zener.

= Creep:

Si se supone que la tensién se aplica instantdneamente y se mantiene
constante en oy, y la deformacién instantanea es £¢. La deformacion del
cuerpo viscoeldstico cambiara con el tiempo. La expresion de la fluencia
para el modelo de Zener se deriva de la ecuacién constitutiva basica,

tomando la derivada de la tensién como cero.

. C . 00
Integrando y aplicando la condicion inicial en t =0, ¢ = ———
g y ap E, + E,
Se obtiene:
1 Es ( E\FE, )}
e=o0p|—— ——"—caxp| ————t 3.12
"B EE BT\ ) (3.12)

La expresién anterior para la deformacién por creep muestra que la

deformacién después de un tiempo prolongado es o/ Ej.

= Recuperacion:
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Figura 3.6: Curva de creep y recuperacion para un cuerpo viscoeldstico de
Zener.[11]

Al retirar la tensién constante durante el creep, la deformacion se re-

cuperara parcialmente. Por lo tanto, la deformacién se obtiene:

OR E\E,
e(t) =ep — =———exp (——t) 3.13

Q Ei+ B, n(Er + Es) (3.13)
La Figura 3.6 muestra el creep tipico y la recuperacién de la defor-
macién de un cuerpo viscoelastico de Zener. Tanto la deformacion de

fluencia como la recuperacién tienen valores limite para este modelo.

En este proyecto final el comportamiento viscoelastico de un elastémero
se analizara con el modelo de Zener, figura 3.4 (A).
En el apéndice A se desarrolla el tema viscoelasticidad y el comporta-

miento de estos 3 modelos con mayor detalle.

3.1. Determinacion de las constantes del mo-
delo de Zener

Para el dimensionamiento del dispositivo, si bien existe una limitacién
por reglamentacion en el alto maximo de suela para calzados para correr
maraton [12], no hay otra restricciéon de méaximo espesor.

Los polimeros se presentan con tres constantes dinamicas: el médulo de
almacenamiento, E’; el médulo de pérdida, E”; y el factor de pérdida, tan
0 v no en valores de K y C para modelarlos. Es por eso que se tienen que

calcular estos elementos a partir de E1, E2 y 7.
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A partir del desarrollo del libro Polymers for Vibration Damping Appli-
cations [11] se puede ver que las constantes E1, E2 y 1, que son las que se
necesitan para poder simular este modelo (figura 3.4 (A)), se pueden obtener
a partir de ensayos mecédnicos dindmicos (DMA, por sus siglas en inglés). Un
ensayo DMA es un analisis utilizado en estudios de procesos de relajacion,
para estudiar y caracterizar el comportamiento de materiales viscoelasticos y
sus respuestas ante impulsos, estrés, deformacion en tiempo y frecuencia. De
este ensayo se pueden obtener 3 pardmetros: el médulo de almacenamiento,
E’; el modulo de pérdida, E”; y el factor de pérdida, tan . Para este modelo,

tienen la forma:

/

_ Ei+ w27-2E2_ 0 Tw(Ey — E) tans — E_” _ Tw(Ey — E)
14 72w2 1+ 7202 7 E' B, + w?t?E,
Donde: E’ es el médulo de almacenamiento ; E” es el médulo de perdida;
tan ¢ es el factor de pérdida; 7 es el tiempo de relajacion; w es la frecuencia
a la que se realizé el ensayo.
Para simular el modelo, se debe obtener E1, E2 y n en funcién de E’E”

y d. Desarrollando, se obtiene:

E,=F - F'"rw (3.14)
E//

By=E 4+ — (3.15)
TW

n=rE (3.16)

De esta manera, a partir del ensayo DMA se puede obtener E1, E2 y . Es
muy importante destacar que se debe fijar tanto una temperatura como una
frecuencia para poder obtener estas constantes. En cuanto a la frecuencia
se va a evaluar a 1 hz (frecuencia razonable para simular una actividad de
trote). La temperatura va a tener una mayor variabilidad pero se va a fijar
a temperatura ambiente, aproximadamente 25 grados.

Una vez que se obtienen las constantes del polimero, es necesario tener
en cuenta la geometria del calzado, es decir, el drea y el espesor. Para es-
to hay que calcular una constante, K, del resorte y una constante, C, del

amortiguador, que estan relacionadas con E1 , E2 y 5. Si bien en la realidad
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tanto el K como el C no son lineales, como primera medida se tomard como
hipétesis que el elemento se comporta como lineal. Se considerara un limite
de compresion de 40 % para mantener una linealidad los K y C.

Para obtener el K, se parte de la ley de elasticidad de Hooke para una

dimension:

(3.18)

Donde Fj es la fuerza aplicada, g es el delta estatico, A es el area trans-
versal y h es el espesor.
Por otro lado, la ley de Hooke para resortes:

Fy=K - & (3.19)

Reemplazando §g de 3.18 en 3.19:

Finalmente, usando 3.17, se obtiene:

w_ o E_FRE_E-A
Coh Ko,k
A

Analogamente se puede hacer la deducciéon para obtener la constante C

(3.20)

del amortiguador.
Finalmente, las constantes K1, K2 y C se obtienen de la siguiente manera:

K; = (3.21)

C; = 1 (3.22)

Donde A es el rea transversal de la plantilla/zapatilla, h es el espesor,
7; es la viscosidad del amortiguador en el elemento de zener, y F; son los

valores de los modulos elasticos para el modelo de Zener.
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Figura 3.7: Propiedades viscoelasticas dinamicas en la escala de frecuencia
para un cuerpo viscoeldstico Zener.[11]

3.1.1. Determinacion del tiempo de relajacion

El tiempo de relajacion es el tiempo requerido por un cuerpo viscoeléstico
para relajar la tensién a (1/e) de la tensién inicial cuando la tensién se
mantiene constante. Se puede ver en las ecuaciones 3.14, 3.15 y 3.16 que es
necesario para poder determinar las constantes del modelo.

La figura 3.7 muestra la naturaleza de la dependencia de la frecuencia de
las propiedades dinamicas. Los valores arbitrarios asignados a los pardme-
tros del modelo son solo a modo de ejemplo. Sin embargo, la naturaleza de
la curvas es similar al comportamiento real de los polimeros. Segiin Charkra-
borty [11], el médulo de pérdida (E”) tiene el valor maximo en la siguiente

condicién:

wr=1;7= l
w

Esta ultima ecuacién implica que el tiempo de relajacién es inverso a
la frecuencia angular en el pico de E”. Esto significa que a una tempera-
tura determinada, cuando el tiempo de relajacion coincide exactamente con
el periodo de tiempo de la tensiéon oscilante, la pérdida de energia en el
cuerpo viscoelastico es maxima. La frecuencia correspondiente se denomina
a-Frecuencia de relajacion y la temperatura correspondiente se denomina
a-Temperatura de relajacion.

La a-relajacion estd relacionada con el movimiento cooperativo de los
segmentos del polimero y no de toda la cadena como tal. A esta temperatura,

el polimero se transforma del estado duro y vitreo a un estado blando y
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gomoso y el tiempo de relajacion disminuye rapidamente en las proximidades
de esta transicion.

La temperatura a la que aparece el pico de pérdida depende mucho de la
frecuencia de la medicion. A una frecuencia baja, la transicién tiene lugar a
una temperatura mas baja y se desplaza gradualmente a una temperatura
mas alta, si las frecuencias sucesivas elegidas son mas altas. A una frecuencia
muy baja, la exploracién de la temperatura para una medicion dinamica
coincidirfa aproximadamente con la temperatura de transicién vitrea (Tg)
medida por calorimetria (DSC).

A su vez, conociendo el tiempo de relajacién a una temperatura determi-
nada, se puede trasladarla hacia otra temperatura a partir de la ecuacion de
Williams-Landel-Ferry(WLF). La misma describe la dependencia con res-
pecto a la temperatura de la relajacion « y la transicién de fluido. Tiene la

forma:

tog(ar) = log( ) = % (3.23)

Donde 7). es una temperatura de referencia; C'; y Cy son constantes empiri-
cas para ajustar la ecuacion; y ar es el factor de desplazamiento.

Si T, = Tg, C; y (5 tienen valores universales, los cuales son -17.44 y
51.6 respectivamente. Si T, = T'g + 50, los valores de C; y C5 son -8.86 y
101.6. Estos ltimos son validos hasta T, = T'g 4+ 100.

Segun la expresion de Arrhenius, el tiempo de relajacién tiene la forma:

Eq
T = Toexp (ﬁ) (3.24)

Donde E, es la energia de activacién; R es una constante universal y T es la
temperatura.

Este parametro se puede aproximar por el ensayo DMA ya que segin la
ecuacion 3.24 el tiempo de relajacion solo varia con la temperatura. Entonces,
conociendo el tiempo de relajacién a partir del pico del modulo de pérdida,
E"” obtenido en el ensayo, se puede calcular el tiempo de relajacién a otra
temperatura mediante la ecuacién 3.23.

Esto se puede ver con mas detalle en el ensayo de la figura 3.7. El mismo
se realizé variando la frecuencia y fijando una temperatura especifica. Ob-

servando el maximo de (E”) se va a poder obtener el tiempo de relajacion.
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LA qué temperatura? A la que se realizé el ensayo DMA. Como el tiempo
de relajacion solo varia con la temperatura, si se quiere obtener 7 a otra
temperatura, utilizando la ecuacion WLF (3.23) se va a poder obtener. Solo
se debe conocer la temperatura de transicién vitrea (Tg) del elastomero que

se esta analizando para que las constantes C y C5 sean las universales.

3.2. Materiales a evaluar

Después de una extensa revisién bibliografica, se encontraron ensayos
DMA de nueve elastomeros. Por lo tanto, los materiales a evaluar en este

proyecto final son los siguientes:

= Sorbothane 30

» Sorbothane 70

» Caucho de cloropreno (CR)
» Caucho de nitrilo (NBR)

= Poliuretano (PUR)

» Silicona

» Caucho butilico (IRR)

» Poly (ethyl acrylate) (PEA)

= Mezcla de CR y NBR

En el apéndice D se especifican los ensayos DMA para cada uno de los

materiales.



Capitulo 4

Resolucion del comportamiento
dinamico mediante el modelo
de Zener.

En este proyecto final se intentara resolver el modelo de Zener para el
caso lineal (donde K y C seran constantes) y para casos no lineales (donde
los elementos asociados varfan en funcién del espesor instantédneo). La natu-
raleza del sistema y su comportamiento dependerd de los elementos elastico y
amortiguador. En principio estos dependen del material y de las dimensiones.

Si los elementos son representados por constantes se puede obtener la
solucién exacta de la ecuacion diferencial. Por otra parte, la solucion se com-
plejiza mucho para los casos no lineales. En estas situaciones conviene resolver
la ecuacion diferencial del sistema numéricamente, mediante software, con un
paso de tiempo lo suficientemente pequeno para que el error no sea grande. A
continuacion se desarrollara la deduccion de la solucién exacta del modelo de

Zener y se realizard un analisis de convergencia de la solucién computacional.

4.1. Solucién exacta de la ecuacion diferen-
cial sin excitacion.

Haciendo el balance de fuerzas de la figura 4.1 se obtienen las ecuaciones
4.1y 4.2:

m -3 = —ki(r — x9) — (& — 1) (4.1)
C((L’ — $1) =N- l{/’1(l’1 — {EQ) (42)
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Figura 4.1: Modelo de Zener.

Sustituyendo el segundo término a la derecha de 4.1 usando 4.2, derivando

y despejando queda:

T = [m - &+ ky - (x — x9)] + (4.3)

N -k

Reemplazando en 4.1 se obtiene:

C
N -k

m-&=—k -(x—x)—c-1— [m- 2 + k- (x—mx)]+c-2dy (44)

C'm'"+ - N+1
A m-x C-
N -k

(G —a2) +k-(x—22)=0  (4.5)

Dividiendo por m:

e . CcN+1
a:+:1c—|—E (& —29) +p* - (x —29) =0 (4.6)

N -k

k
Donde p? = —*
m

Cuando la oscilacion es libre: 23 = @5 = 3 = 0.
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Tomando y = (x — x3) se obtiene:

.. . c¢cN+1 .
e I A A (4.7)

Abreviando: Ay + i + By + p*y =0

c N+1

yB=—2"-
m

Donde A =
onde N

c
N -k
Antes de hallar la solucién conviene poner unidades:

c
Llamando ( = ——— se tiene:
¢ 2VEk-m
2C m 21
A==2.,/— === 4.8
N kq Nop (4.8)

cN+1_ N+1

B= e = 2 (4.9)

Donde ( es el coeficiente de amortiguamiento del sistema.

De manera que la ecuacion original 4.7 queda:

21 ... N+1
LIS R
NI ATy

Esta es la solucion homogénea a resolver. Se propone como solucién y =

py+pt-y=0 (4.10)

YyeM donde se deben hallar las rafces (A1, A2, \3) que satisfacen

21, N+1 )
=2 2= = 4.11
Np)\ + A+ 20——pA+p’ =0 (4.11)

La solucion del problema es entonces:
y(t) = YieM 4 Yyt + Yiets! (4.12)

Donde las constantes (Y7, Y, Y3) se calculan con las condiciones iniciales
y(0),4(0),4(0). El tipo de solucién depende de la naturaleza de las raices

(A1, A2, Ag) del polinomio cubico asociado, cuyo discriminante, A, es:

A = 18abcd — 4b*d + b*c* — 4ac® — 27a*d? (4.13)
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Si el discriminante es nulo existen raices multiples. Fisicamente esto co-
rresponde al amortiguamiento critico. Cuando el discriminante es positivo
las raices son reales, esto corresponde al sistema sobreamortiguado. Si el dis-
criminante es negativo hay una raiz real y dos complejas conjugadas. Esto
ultimo se trata de un sistema subamortiguado, o sea que hay oscilaciones.

Para analizar la convergencia de la resolucion numérica se va a comparar
la solucion exacta, resolviendo las raices de la ecuacién 4.11, con la solucién
que se obtiene con el método de Runge Kutta de cuarto orden.

La comparacién se realiza para una plantilla de Sorbothane 30, de 40 mm
de espesor y un area de apoyo neutra. Las constantes se muestran en la tabla
4.1.

Masa [kg | 95
ki[N/m] | 140371.7
c [kg/seg] | 12933.5
N 40.52

Cuadro 4.1: Constantes para la resoluciéon del modelo de zener utilizando
Sorbothane 30 de 40 mm de espesor y area de apoyo neutra.

Especializando en la ecuacién 4.11 se obtiene:
0,00227 - A* + A\* +139,5 - A + 1477,6 = 0 (4.14)

Donde el discriminante queda:
A = —136485,92 (Sistema subamortiguado. Hay oscilaciones).

El polinomio 4.14 va a tener una raiz real y dos complejas conjugadas

(z £ wj).
Resolviendo, estas son:
A= —11,52

Ayjs = —214,13 + 102,795

La solucion exacta para este caso sera:

y(t) = AeM + et (B - cos(wt) + C - sin(wt)) (4.15)

Donde A, B, C, son constantes que dependen de las condiciones iniciales.

Para este caso:

m-g
ki

" Yo = 5est- Donde 565t =
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" Yo = —+/2- G- heg. Donde h., = 18 cm.

" o= —¢

Finalmente, la solucion exacta para este caso se obtiene:

Yevacta(t) = —0,0076-¢~ 5% 2141300 0143c05(102,79t)40,01165i1(102,79t))
(4.16)

En la figura 4.2 se puede ver la comparacién entre la solucién exacta (ec.
4.16 ) y la solucién mediante runge kutta de cuarto orden. Se puede ver que si
el paso del tiempo es lo suficientemente pequeno, las curvas son coincidentes.
El error porcentual maximo entre la solucion exacta y la numérica para este
caso se obtiene un 0.32 %. Esto indica que la solucién numérica es convergente

y que con un paso de tiempo muy pequeno el error es despreciable.

Posician [mm] vs tiemipo [5]
SOrDOinEne A0 08 30 e 98 eS¢ AJ

— e gt can Rl kUt 4 B plusde namoginas

g

Fascian [mr

il ] Boas ali=] 0.LFS 0.10%

p-

Figura 4.2: Comparacion de la solucién exacta y la numérica para el Sor-
bothane 30 de 40 mm y A2.
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4.2. Resolucion numérica de la ecuacion di-
ferencial con condiciones iniciales y de
contorno.

En este apartado se mostraran los resultados obtenidos cuando se resuelve
el modelo de zener con runge kutta de cuarto orden mediante software.
Del desarrollo del apéndice E y basdndondose en la figura 4.1 se obtiene

la siguiente ecuacién diferencial:

k k k?-N ky- N
L g (N+1)- 2z 2 (meg—ky - Lo)—

m c-m c-m

i

=0 (4.17)

Como primera medida se evaluara que materiales de los que se presentaron
en la seccion anterior sirven para esta aplicacién. A su vez, se debe determinar

que areas y que espesores se van a tener en cuenta.

4.2.1. Consideraciones de linealidad

Como se puede ver en las ecuaciones 3.21 y 3.22, las constantes K y C
pueden variar con el material, el area y el espesor definidos. Estas deducciones
son para pequenas deformaciones, por lo que se considera que las constantes
K y C son lineales y no varian con la compresién. En esta aplicacién las
compresiones son altas por lo que hay que tener en cuenta que los Ky C no
van a ser lineales.

Cuando el material se comprime, se produce un efecto de abarrilamiento
que se debe principalmente a fuerzas de friccién en las interfases de contacto,
que se oponen al deslizamiento de los materiales hacia afuera en esas regio-
nes, figura 4.4. Este comportamiento dificulta la estimacion de la variacion
de las constantes. Una manera sobreestimativa de contemplarla es tener en
cuenta que el volumen se mantiene constante y que no hay abarrilamien-
to (fig. 4.4(c)), las constantes K y C varian de la siguiente manera con la

compresion:

(4.18)

(4.19)
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En la figura 4.3, en azul, se puede ver como se comporta el K a medida
que el porcentaje de compresién aumenta segin la ecuacién 5.1. Este es el
caso mas conservativo ya que considera volumen constante, por lo que el
area aumenta en proporcion a la reduccion de espesor y no tiene en cuenta
el abarrilamiento.

Como primera medida se calcularan los K y el C equivalentes, para poder
suponerlos lineales. Se considerara que son constantes con la reduccién de es-
pesor pero teniendo un valor mas alto que los valores de la geometria inicial
(segin ecuacién 3.21) por el efecto de abarrilamiento. Estos valores signifi-
can igual energia elastica generada para un 40 % de compresién respecto al
inicial. Esto lo se puede ver en la figura 4.3. Se observa que el K equivalente
(linea amarilla) es mayor al K inicial (linea roja) que tiene en cuenta solo
la geometria inicial de la zapatilla. Esto le aportard una mayor rigidez al
material y serd un calculo mas conservativo que tomando el espesor original
(la amortiguacién serd menor). A su vez, se puede ver que el area bajo la
curva del K equivalente (linea amarilla) y el K variable a volumen constante
(linea azul), almacenan la misma energia eldstica (érea bajo la curva) hasta
un 40 % de compresién.

De esta manera, se obtienen dos formas de estimar los valores de K; y C

que daran un limite superior e inferior para valores de aceleracion estimados.

4.2.2. Condiciones iniciales y de contorno

Para resolver una ecuacién diferencial por Runge Kutta es necesario es-
tablecer condiciones iniciales. Para este problema en particular, como se dis-
cutié en el capitulo anterior, la condicién inicial consiste en una caida libre

desde una altura equivalente, h.,. Entonces las condiciones iniciales seran:

» 19 = Lg. Donde L es el espesor de la suela.

" 29 = —+/2-g- heg. Donde heq = 18 cm.

" Ip=—g
Las condiciones de contorno del problema son:

= superficie inferior estd fija al suelo.
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K vs % de compresion
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Figura 4.3: Comparacion de la constante eldstica K vs % de compresién te-
niendo en cuenta la equivalencia energetica. Se realizo a partir de un sor-
bothane 30 de 40 mm de espesor.

Caso (ay Ky G
constants (Méxima
compliancia, muy

simplificedo)

Caso (b Ky C
variables, con
abarrdamisnio.
Caso real

Caso (o) Ky C varables,
sin abamilamienio,
Simplificacidn a voluman
conslante, conservativo.

Figura 4.4: Casos considerados cuando se aplica una fuerza a un elemento

viscoelastico.
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(a) Pisada prona- (b) Pisada (c) Apoyo tnica-
dora. neutra. mente con el talén.

Figura 4.5: Areas posibles de pisada que se pueden suponer durante la acti-
vidad fisica.

= superficie superior estd fija a la masa.

Esto significa que si en algin momento la posicién vertical de la masa
fuera mayor al espesor, el pie estaria perdiendo contacto con la suela y por

lo tanto no representaria la experiencia correctamente.

4.2.3. Determinacién de las areas de apoyo

Se realiz6 un andlisis de las areas de apoyo posibles a tener en cuenta,
segun la bibliografia, para el cdlculo. Estas dreas se obtuvieron a partir de
analisis de marcha de distintos autores. Segiin Farrow [13], la pisada correcta
para correr es la pisada neutra, figura 4.5 (b). Con este apoyo, la presién se
distribuye de manera uniforme a través de la planta el pie y los cinco dedos

sirven como impulsores.

No hay que perder de vista que un paciente, ya sea por pie plano o
por mala técnica, podria apoyar con una pisada pronadora, figura 4.5 (a).
Ademas, teniendo en cuenta que el area de apoyo rigidiza el material, se
puede intentar alargar las zancadas para que el contacto inicial sea con el

talon.
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Tipo de apoyo Area transversal [m?]
Pisada pronadora (a) 0.0169

Pisada neutra (b) 0.0119
Apoyo con el talon (c) 0.0028

Cuadro 4.2: Valores de area transversal para los distintos apoyos de la figura
4.5. Los valores numéricos se obtuvieron a partir de un modelo real de una
plantilla de talle 45.

4.2.4. Determinacion preliminar de los espesores

Los espesores se definieron teniendo en cuenta la bibliografia. El espesor
minimo sera el de una plantilla, es decir, unos 3 mm. Para el espesor maximo
se tuvo en cuenta un estudio realizado por Palmer [12], que menciona que
hay un limite maximo de 40 mm de espesor para las zapatillas para maraton.
Se evaluaran las constantes para este intervalo de valores. Los espesores que

se pueden resumir en la tabla 4.3.

Tipo de dispositivo | Espesor [mm]
Plantilla 3
Suela fina 20
Suela gruesa 40

Cuadro 4.3: Valores de espesores para el dispositivo ortésico que se tendran
en cuenta para el diseno.

4.2.5. Seleccion preliminar de materiales

El material serd apropiado si cumple con las siguientes condiciones:

» Una variacién de espesor final menor al 40 % de Ly (Para cumplir con

la, hipétesis de linealidad).

» Un pico de aceleracion igual o menor a 10 a/g.

Si se analizan las ecuaciones 3.21 y 3.22 que definen las constantes C y K,
se puede ver que la geometria influye sobre estas. ;De qué manera? A medida
que el area de apoyo aumenta, las constantes K y C aumentan. Y a medida
que el espesor disminuye, las constantes también aumentan. Para evaluar
qué materiales son utiles para este proyecto, se va a resolver la ecuacion

diferencial 4.17 para los casos extremos, para cada material:
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» Caso mas rigido: una plantilla de 3 mm con el area de apoyo més
grande (0.0169 m?).

= Caso menos rigido: una suela gruesa de 40 mm con el area de apoyo

més pequena (0.0028 m?).

Si el material en todo el rango de valores no resulta brindar el comporta-
miento buscado, quiere decir que no es apropiado para esta aplicacion. Los

materiales a evaluar son los presentados en el apartado 3.3.

Caso de mayor rigidez

Las constantes para el modelo de Zener obtenidas para cada material se

pueden observar en las tablas 4.4.

Material C [kN s/m] | K1 [kN/m] | K2 [kN/m)]
Sorbothane 30 244.9 2658.0 107714.1
Sorbothane 70 311.4 5006.4 107610.0

NBR 2210.7 27383.4 524490.2
PUR 32944.0 1290902.2 610493127.6
CR 6277.7 140729.2 151164044.1
PEA 24096.4 375083.6 48189991.9
Silicona 271.7 22908.9 267810369.0
Caucho butilico 59784.2 375476.1 1775907820.6
Mezcla de NBR y CR 7899.2 225320.4 190209858.4

Cuadro 4.4: Constantes obtenidas para distintos materiales de una plantilla
de 3 mm y el drea A(a) (Caso Rigido).

En las figuras 4.6, 4.7 y 4.8 se puede ver los resultados obtenidos para los

distintos materiales.
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Pasicidn [mm] vs tempo [5]
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Figura 4.6: Posicion[mm]| vs tiempols] para los distintos materiales a partir
de la resolucién de la ecuacién diferencial 4.17.
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Figura 4.7: Aceleracién A /g vs tiempols| para los distintos materiales a partir
de la resolucion de la ecuacién diferencial 4.17.



CAPITULO 4. MODELO DE ZENER.

alg vs liempo [5]
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Figura 4.8: Aceleracién A/g vs tiempo[s] de la figura 4.7, mostrando sola-
mente los casos con menores amplitudes.

Para todos los materiales se puede ver que en los casos mas rigidos las

aceleraciones llegan a picos muy superiores que los que se estan buscando,
figuras 4.7 y 4.8.

Caso de menor rigidez

Las constantes para el modelo de Zener obtenidas para cada material se
pueden observar en las tablas 4.5.
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Material C [kN s/m] | K1 [kN/m] | K2 [kN/m)]
Sorbothane 30 3.0 33.0 1338.5
Sorbothane 70 3.9 62.2 1337.2

NBR 27.5 340.3 6517.3
PUR 409.4 16040.8 7586009.3
CR 78.0 1748.7 1878369.8
PEA 299.4 4660.8 598810.6
Silicona 3.6 284.7 3327821.2
Caucho butilico 792.9 4665.7 22067493.6
Mezcla de NBR y CR 98.2 2799.8 2363554.5

Cuadro 4.5: Constantes obtenidas para distintos materiales de una suela de

40 mm y el drea A(c) (Caso menos Rigido).

En las figuras 4.9, 4.10 y 4.11 se puede ver los resultados obtenidos para

los distintos materiales.
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Figura 4.9: Posiciéon[mm] vs tiempols| para los distintos materiales a partir
de la resolucién de la ecuacién diferencial 4.17.
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Figura 4.10: Aceleraciéon A/g vs tiempo[s| para los distintos materiales a

partir de la resolucién de la ecuacién diferencial 4.17.
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Figura 4.11: Aceleraciéon A/g vs tiempols| de la figura 4.10, mostrando sola-
mente los casos con menores amplitudes.
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En el caso de los Sorbothanes, si bien los picos de aceleraciones cumplen
ampliamente con lo que se estan buscando, se puede ver que la posicién
en funcion del tiempo sobrepasa el cero y, por lo tanto, no se asemeja a la
realidad, ademas de que ya no cumple la hipotesis de linealidad. Entre estos
2 intervalos planteados, el de mayor y menor rigidez, es muy probable de que
se pueda encontrar una geometria que permita cumplir con las expectativas.

Observando el NBR, se puede ver que la hipdtesis de linealidad se sigue
cumpliendo. En cuanto al pico de aceleracion, se puede ver que, si bien no
llega a los valores requeridos, la amortiguacion se encuentra dentro de los
ordenes de magnitud de los calzados. Esto quiere decir que se obtiene un
material que puede llegar a ser adecuado para este tipo de utilidades.

En cuanto a la silicona, si bien este material es otro de los que podria
servir si se selecciona la geometria adecuada, se puede ver que tiene sobrepico,
figura 4.9. A la hora del apoyo estaria aportando inestabilidad y no permitiria
usar el pie de apoyo para impulsarse para seguir la marcha. Se descarta.

El resto de los materiales, como se puede ver en la figura 4.10, se descartan
ya que su comportamiento no sirve para estas aplicaciones. Esto se debe a
que los picos de aceleracion, en el caso de menor rigidez, se encuentran al

menos un orden de magnitud por encima de lo buscado.

4.3. Simulaciéon de casos para materiales no
descartados

Como se determind en la seccion anterior, los polimeros que se analizaran

en el proyecto final seran los siguientes:

s Sorbothane 30
s Sorbothane 70

= NBR

En esta seccién se mostraran los resultados mas favorables que se con-
siguieron. Para todos los casos se obtuvo que una plantilla de 3 mm no es
suficiente para amortiguar el impacto con ninguno de estos materiales ni

areas de apoyo supuestas.
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CAPITULO 4. MODELO DE ZENER.

A continuacion se analizan los casos particulares. El analisis se realizard en
partes. Por un lado se evaluaran los 3 materiales, con las areas més favorables,

para un espesor de 20 mm y luego para el de 40 mm.

4.3.1. Analisis para suelas de 20 mm de espesor.

A continuacién se presentan los resultados obtenidos para el NBR, Sor-
bothane 30 y 70 con suelas de 20 mm de espesor(figuras 4.12,4.13 y 4.14).
Para los Sorbothanes se descarté el area 3 debido a que la rigidez del material
no es suficiente. Para el caso del NBR, se descarté el area 1 porque el pico

de aceleracion es muy alto.

F Do Cl NPT

=

Figura 4.12: Posicién [mm] vs tiempo[s] para los distintos materiales a partir
de la resolucién de la ecuacion diferencial 4.17 con una suela de 20 mm de
espesor.
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Figura 4.13: Aceleraciéon A/g vs tiempo[s| para los distintos materiales a
partir de la resolucién de la ecuacion diferencial 4.17 con una suela de 20
mm de espesor.
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Figura 4.14: Aceleraciéon A/g vs tiempo[s| para los distintos materiales a
partir de la resolucién de la ecuacion diferencial 4.17 con una suela de 20
mm de espesor. Casos resaltados de la figura 4.13.



CAPITULO 4. MODELO DE ZENER.
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Figura 4.15: Posicién [mm] vs tiempo[s] para los distintos materiales a partir
de la resolucién de la ecuacion diferencial 4.17 con una suela de 40 mm de
espesor.

Material Area de apoyo | Adpae [%] | Amaz [2/8]
NBR Ay 12.5 120
NBR As 25 45

Sorbothane 30 Ay 27.5 40
Sorbothane 30 As 35 30
Sorbothane 70 A 25 45
Sorbothane 70 Ay 30 38

Cuadro 4.6: Resumen de los resultados obtenidos para distintos sistemas
dinamicos con suelas de 20 mm de espesor.

En el cuadro 4.6 se resumen los resultados. Se puede concluir que un
espesor de suela de 20 mm no es suficiente para cumplir con el objetivo
buscado con ninguno de los materiales que se estan analizando.

4.3.2. Analisis para suelas de 40 mm de espesor.

A continuacién se presentan los resultados obtenidos para el NBR, Sor-
bothane 30 y 70 con suelas de 40 mm de espesor (figuras 4.15,4.16 y 4.17).
Las areas de apoyo para los distintos materiales se seleccionaron bajo los

mismos criterios que la seccién anterior.
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Figura 4.16: Aceleraciéon A/g vs tiempo[s| para los distintos materiales a
partir de la resolucién de la ecuacion diferencial 4.17 con una suela de 40
mm de espesor.
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Figura 4.17: Aceleraciéon A/g vs tiempo[s| para los distintos materiales a
partir de la resolucién de la ecuacion diferencial 4.17 con una suela de 40
mm de espesor. Casos resaltados de la figura 4.16.
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Material Area de apoyo | Abdpas [%] | Amaz [2/8]
NBR Ay 6.25 75
NBR As 18.75 28

Sorbothane 30 Ay 25 23
Sorbothane 30 A, 32.5 17
Sorbothane 70 Ay 18.75 27
Sorbothane 70 Ay 25 22

Cuadro 4.7: Resumen de los resultados obtenidos para distintos sistemas
dindmicos con suelas de 40 mm de espesor.

En el cuadro 4.7 se resumen los resultados. Nuevamente se puede concluir
que un espesor de 40 mm de suela de estos materiales no es suficiente para
cumplir con los objetivos planteados. Pero se puede ver que los picos de
aceleraciones, comparando con las suelas de 20 mm, tienden a disminuir.
Esto indica que con un espesor de suela de mayor tamano se podrian cumplir

con las expectativas.

4.4. Discusion acerca de soluciones alternati-
vas

Si bien ningtin material cumple con los requisitos con estas geometrias
propuestas, algunos se encuentran bastante cerca de hacerlo. Con el fin de
poder llegar al objetivo se variaran los espesores para encontrar las dimensio-
nes optimas para cada uno de los casos. El tinico requisito que impide hacer
un espesor mayor a 40 mm es el expuesto por Palmer en [12], que dice que
el limite de la suela para correr en maratones es de 40 mm. Se intentard au-
mentar el espesor en los casos de mayor rigidez con el fin de cumplir con los
requisitos. En los casos contrarios, en donde la rigidez es menor a la deseada,
se intentara reducir el espesor con el fin de encontrar el balance que permita
obtener una solucién lineal simplificada.

Los resultados obtenidos para estos casos muestran que para cada area
supuesta, hay una geometria que llega a cumplir con los objetivos. Para el
area (2), se pudieron obtener 2 espesores aptos. Para el Sorbothane 70 se
obtuvo una suela de 100 mm y para el Sorbothane 30 se obtuvo una suela
de 75 mm. Por dltimo, el NBR no pudo alcanzar a cumplir con los requisitos

ni con 120 mm de espesor. Estos resultados los se pueden ver en las figuras
4.18 y 4.19.
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Posicidn [mm] vs Bempo [s]
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Figura 4.18: Posicién [mm] vs tiempo[s] para los distintos materiales a partir
de la resolucién de la ecuacién diferencial 4.17. Soluciones alternativas.

Para los Sorbothanes, la compresién resulta ser menor a un 40 % en todos
los casos y el pico de aceleracion es de 10 a/g. Este comportamiento dindmico
indica que todas estas geometrias son posibles soluciones. El principal pro-
blema de estas es que, una suela de tales dimensiones no es una solucién
optima ya que la altura duplica cualquier zapatilla normal.

Debido a esto en el proximo capitulo se realizard un planteo teniendo
en cuenta el comportamiento no lineal de las constantes para evaluar si es

posible llegar al comportamiento dindmico deseado con una suela de menor
espesor.
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Figura 4.19: Aceleraciéon A/g vs tiempo[s| para los distintos materiales a
partir de la resolucién de la ecuacion diferencial 4.17. Soluciones alternativas.



Capitulo 5

Resolucion del comportamiento
dinamico mediante el modelo
de Zener con elementos no
lineales.

En este capitulo se resolvera nuevamente la ecuacion diferencial planteada
4.17 pero ahora teniendo en cuenta que los elementos K y C no son lineales;
linea azul de la figura 4.3. No se tendrd en cuenta el abarrilamiento, figura

4.4, con lo cual los resultados obtenidos seran méds conservativos.

El anélisis se dividird en 2: el primer caso teniendo en cuenta el area de
apoyo neutra, figura 4.5 (b). En el segundo caso se va a suponer que el drea
de pisada es variable con el tiempo. Este ultimo caso supondra que el apoyo
del pie comienza con el talon, figura 4.5 (c), hasta que gradualmente llega al
area de pisada neutra. Para esta seccién se descartd el analisis con el area
de pisada pronadora, figura 4.5 (a), ya que la técnica no es la indicada y
al estar analizando los K y C variables deja de aportar datos relevantes en

comparacion con las otros 2 casos.

58



CAPITULO 5. MODELO DE ZENER: CARACTERISTICAS NO LINEALES.

(a) Aterrizaje neutro. (b) Aterrizaje con el
talon.

Figura 5.1: Mecénica de las pisadas de aterrizaje.[13]

5.1. Resolucion con elementos no lineales y
con area de pisada constante

Los resultados de todos los casos que se tuvieron en cuenta se presentan
a continuacién en las figuras 5.2 y 5.3. Si se recuerda que K y C van a variar
segun las ecuaciones 5.1 y 5.2:

Ki(z,t) = % (5.1)
Ci(z,t) = % (5.2)

Es decir, bajo la hipoétesis de volumen constante y que no hay abarrila-
miento. A medida que aumenta la compresion, las variables K y C se hacen
mas rigidas debido a que el espesor disminuye y el drea aumenta.

Para el caso del Sorbothane 30 se fue aumentando el espesor hasta llegar
a un pico de aceleraciones tolerable. Se puede ver que se llega a cumplir con
65 mm de espesor de suela.

Para el caso del Sorbothane 70, al ser més duro que el anterior, se requiere
un mayor espesor para cumplir con el requisito de aceleracion. Recién se logra

cumplir con 80 mm de espesor.
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CAPITULO 5. MODELO DE ZENER: CARACTERISTICAS NO LINEALES.

Los espesores siguen siendo altos pero respecto al

con el método lineal. Se puede ver que se redujo

resultado final obtenido

el espesor 10 mm y 20

mm para el Sorbothane 30 y 70 respectivamente. Esto indica que asumir un

K constante teniendo en cuenta una energia elastic

compresién es del 40 % es muy conservativo.
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Figura 5.2: Posiciéon [mm]| vs Tiempo [s] de los distintos materiales con K1,

K2 y C variables y pisada neutra (A2).
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Figura 5.3: Aceleracién/gravedad [a/g] vs Tiempo [s] de los distintos mate-
riales con K1, K2 y C variables y pisada neutra (A2).
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5.2. Resoluciéon con elementos no lineales con
area de pisada variable en el tiempo.

Para este caso se supone que el primer contacto con el suelo se da con el
talon y luego, gradualmente, con el resto de la planta hasta llegar al area de
pisada neutra. En la figura 5.4 se puede ver como varia el area relativa de
pisada. Este caso serd menos conservativo ya que, al caer inicialmente con el
talon, el area de apoyo es muy chica y las constantes iniciales tendran una
menor rigidez. Esto va a hacer que el material se comprima con mayor rapidez
si se compara con los casos anteriores. A su vez, una mayor compresion lleva
a un aumento de las constantes debido a la no linealidad, ecuaciones 5.1 y
5.2. Paralelamente las constantes aumentaran con mayor aceleracion debido

a que el area de apoyo sigue aumentando.

Area relativa [adim] Vs Tiempo [s]
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"
‘-\m
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Figura 5.4: Variacion del area de pisada en funcién del tiempo. Se parte del
area de apoyo del taléon y termina en un apoyo neutro.

En las figuras 5.5 y 5.6 se puede ver los resultados de los mismos casos que
se plantearon anteriormente. Se puede observar que los picos de aceleracion

son menores que en la seccion anterior y que la compresion maxima es mayor.
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Figura 5.5: Posicién [mm] vs Tiempo [s| de los distintos materiales con K1,
K2 y C variables y con el area de pisada variable.
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Figura 5.6: Aceleracion/gravedad [a/g] vs Tiempo [s] de los distintos mate-
riales con K1, K2 y C variables y con el area de pisada variable.

Con los espesores de 65 mm y 80 mm para el Sorbothane 30 y 70 respec-

tivamente, en este caso se observa que el pico de aceleraciéon es menor que

10 en ambos casos. Si se busca el espesor éptimo para los 2 materiales, para

poder obtener una suela de menor espesor, se puede ver que se obtienen de
52 mm para el Sorbothane 30 y de 55 mm para el Sorbothane 70, figuras 5.7
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Figura 5.7: Posicién [mm] vs Tiempo [s] del Sorbothane 30 y 70 con K1, K2
y C variables y con el area de pisada variable. Caso optimizado.
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Figura 5.8: Aceleracién/gravedad [a/g] vs Tiempo [s] del Sorbothane 30 y 70
con K1, K2 y C variables y con el area de pisada variable. Caso optimizado.

5.3. Comparacion de las tres resoluciones

En este proyecto final se analizaron 3 métodos para la resolucién del

sistema dinamico. Los mismos se pueden resumir en:
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= Resolucién con elementos lineales: Para este caso se tuvo en cuenta
que las constantes aumentaban con la compresién (No linealidad). Para
tenerlo en cuenta se establecié una equivalencia de energia elastica para

una variacién no lineal a volumen constante de hasta un 40 % de Lo.

= Resolucién con elementos no lineales y un area de apoyo constante, e
igual al area de apoyo neutra: Esta es la técnica correcta para correr,
el impacto se tiene que dar en una sola fase y con el area de pisada

neutra segtin Farrow [13].

= Resolucién con elementos no lineales y un area de apoyo variable: Esta
es una alternativa que permite que el espesor de la plantilla se reduzca
ya que el impacto se va dando de manera gradual. Implica otra técnica

de correr.

En las figuras 5.9 y 5.10 se puede ver la comparacién de los 3 casos
para el Sorbothane 70. A su vez, en las figuras 5.11 y 5.12 se puede ver la

comparacion de los 3 casos para el Sorbothane 30.

En ambos casos, si se analiza la posicién en funcién del tiempo, se ve que
el tercer método implica una mayor compresion del material debido a la baja
rigidez que posee en el momento del impacto en comparacion con los otros 2
casos. En cuanto a la resolucién con elementos lineales y no lineales, a igual
area, el comportamiento es similar, aunque el segundo método implica una
mayor compresion debido a que las constantes iniciales son de menor rigidez.
Si se observa la aceleracién, se puede ver que el apoyo variable implica un

aumento gradual del maximo.
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Figura 5.9: Posicién [mm| vs Tiempo [s] del Sorbothane 70 comparando los
tres casos de resolucién planteados.
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Figura 5.10: Aceleracion/gravedad [a/g| vs Tiempo [s| del Sorbothane 70
comparando los tres casos de resolucién planteados.
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Figura 5.11: Posicién [mm]| vs Tiempo [s] del Sorbothane 30 comparando los
tres casos de resolucion planteados.
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Figura 5.12: Aceleracion/gravedad [a/g| vs Tiempo [s| del Sorbothane 30
comparando los tres casos de resolucion planteados.

Para finalizar se puede concluir que el mejor material, dentro de los pro-

puestos en este proyecto final, es el Sorbothane 30. Si se utiliza la técnica

de correr que implica un apoyo gradual, va a permitir amortiguar el impacto

durante la actividad fisica con un espesor de 52 mm. Comparando con otras

ofertas del mercado, y si se tiene en cuenta que es una zapatilla ortopédica,

66



CAPITULO 5. MODELO DE ZENER: CARACTERISTICAS NO LINEALES. 67

la geometria se encuentra dentro de lo utilizable.



Capitulo 6

Conclusiones y trabajos futuros

6.1. Conclusiones

En este proyecto se alcanzé el objetivo de desarrollar un dispositivo, no
invasivo, que permita amortiguar el impacto durante la actividad fisica. En
el proceso se realizaron ensayos con acelerémetros que permitieron encontrar
limites de aceleraciéon que no inducen dolor en el paciente. Se experimen-
taron distintas alternativas, para finalmente seleccionar un material y una
geometria que permitiera cumplir con lo buscado.

Se implementaron y resolvieron modelos de comportamiento viscoelasti-
co con condiciones iniciales no nulas. Para representar matematicamente el
comportamiento viscoeldstico se utilizdé el modelo de zener que describe la
ecuacion constitutiva de un elastémero vulcanizado a partir de una ecuacion
diferencial con tres parametros: 2 resortes y un amortiguador. Las simulacio-
nes fueron resueltas con parametros lineales y no lineales.

Los resultados de las aceleraciones de las simulaciones se compararon con
valores experimentales. Para algunos materiales se encontré un buen acuerdo
entre la geometria y los limites de aceleracién propuestos. De

Dentro de los elastémeros encontrados, el que permite una entresuela
de menor espesor es el Sorbothane 30. Este material logra cumplir con los
objetivos con un espesor de 52 milimetros. El plano se detalla en el apéndice
F.

Contemplando que la densidad del Sorbothane 30 es 1369.6 [%], el peso
total de la sobresuela serda de 1.2 kg. Si ademds se tiene en cuenta la suela
externa, la tela superior del calzado y la plantilla, méas los cordones, la zapa-

tilla va a pesar entre 1.3 y 1.5 kgs. Si bien se obtiene una zapatilla con un
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peso de unas 3 o 4 veces superior al de una zapatilla para correr normal, hay
que tener en cuenta que el amortiguamiento que se debe obtener es superior
al de un calzado normal, con lo cual es esperado que el espesor y el peso sean
de mayor tamano.

De todas maneras esta resolucion permite establecer cotas aceptables para
una solucion aproximada del problema debido a que los modelos utilizados
son validos para pequenas deformaciones.

Se destaca que al no tener contacto con ninguna empresa de zapatillas
ni tener las maquinas disponibles para realizar ensayos DMA, los materiales
simulados se obtuvieron a partir de una revision bibliografica. Es posible que
existan otras formulaciones de polimeros que sean mas adecuadas, permitien-

do geometrias reducidas y pesos menores.

6.2. Trabajos futuros

El trabajo se puede continuar en dos lineas. Por un lado, se pueden realizar

mejoras en la implementacién de la herramienta:

= Plantear un modelo de Zener con 2 elastomeros superpuestos, en serie

o en paralelo.
= Mejorar el modelo de Zener por otro mas preciso, con mas elementos.

= Resolver el sistema con un método no lineal que tenga en cuenta el

calculo preciso del abarrilamiento en funcién del tiempo.

Por otro lado, se pueden realizar ensayos DMA de elastémeros comerciales
que se puedan conseguir en Argentina. Esto posibilitara obtener resultados
que verdaderamente coincidan con el material con el que se realice el calzado.
A su vez, esto podria permitir hacerse de un calzado de menores dimensiones.
Esto ultimo ya excede el alcance de este proyecto final pero proporciona los

elementos para realizar un diseno de estas caracteristicas.
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Apéndice A

Elementos Viscoelasticos

A.1. Introduccion

Los cuerpos viscoelasticos son cuerpos que cuyos modelos tienen 2 com-
ponentes: Una componente eldstica y una componente viscosa.

La componente elastica de un polimero resiste la deformacién de forma
instantanea y recupera completamente la extensién al revertir la fuerza ex-
terna. Asi, la elasticidad reversible puede definirse por un médulo elastico o
una constante de resorte, una deformacién que varia linealmente con la ten-
sién sin ningin desfase temporal y la resistencia del cuerpo contra la fuerza
externa que es la tension elastica. El caracter elastico es el resultado del es-
tiramiento de las cadenas poliméricas y, finalmente, del estiramiento de los
enlaces.

La componente viscosa es, sin embargo, dependiente del tiempo, ya que la
fuerza externa inducird un flujo, al que se opondra la viscosidad o la friccion
interna del polimero. Obviamente, la resistencia interna al flujo se debe a
los grandes tamanos de las cadenas del polimero que dan lugar a elevadas
fuerzas de valencia secundaria y a enredos.

Por el contrario, un polimero reduciria internamente la tensién hasta el
limite de la tensién eldstica, si la deformacién se detuviera, debido al reorde-
namiento de las cadenas hacia la configuracién original, ya que las cadenas
pueden fluir.

El estudio de la viscoelasticidad abarca los siguientes regimenes de
fenémenos transitorios:

Deformacion constante o velocidad de deformacién, observando el cambio

de tensién. Tension constante, observando el cambio de la deformacién. La
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experimentacién peridédica o dinamica con la deformacion o el esfuerzo y la
observacion de la deformacion o el esfuerzo bajo diversas frecuencias de carga
dindamica y también con la variacion de la temperatura. En este caso, para
simplificar la naturaleza dinamica, se considera la tensién o la deformacion

armonica simple.

A.2. Viscoelasticidad lineal

La deformacién se considerara lo suficientemente pequena como para ga-
rantizar que el moédulo de Young o el médulo de cizallamiento, también lla-
mado modulo de elasticidad transversal, es independiente de la deformacién
y, por tanto, la tension elastica varia linealmente con la deformacion. Para
la parte viscosa, la tension es proporcional a la velocidad de deformacion y
la relacién entre la tension y la velocidad de deformacion es constante para
la pequena deformacién. Esto significa que la viscoelasticidad se considera

lineal.

= Comportamiento con deformacién constante:

En un cuerpo viscoelastico, si se desarrolla repentinamente una cierta
cantidad de deformacién (7o ) en un cuerpo y se mantiene constante
durante un tiempo, la tasa de deformacién se vuelve cero, y la tension
sigue cambiando con el tiempo, ya que los grandes segmentos de cadena
estirada trataran de reorganizarse en el cuerpo viscoeldstico. El cambio
de tension con el tiempo puede ser rapido o lento, dependiendo de la

propiedad del material. Este puede expresarse como sigue:

T — (1) + G (A1)

Donde ¢(t) es la parte dependiente del tiempo del médulo del material,
que se denomina funcion de Relajacion y G es el modulo elastico a
tiempo infinito, es decir, el médulo que se debe a la parte recuperable

o(t)

de la tensién. A ——= se lo denomina mdédulo de relajacion. La funcion

Yo
¢(t) es una funcién decreciente con el tiempo y es cero en un tiempo
infinito, de modo que el médulo de relajacién se convierte en G . El
cuerpo descrito por esta légica se llama sélido viscoelastico. Si en un

cuerpo G — 0, entonces el cuerpo es un liquido viscoelastico.
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= Comportamiento con tension constante:

Ahora, si se deja que una tension oy se aplique repentinamente sobre
un cuerpo en un momento ¢t = 0, y como resultado, se haya desarrollado
una deformacién instantanea después de la cual comienza la deforma-
cion recuperable e irrecuperable. Es conveniente utilizar la docilidad del

material para expresar este fendmeno, también llamado capacitancia:

t
LR (A.2)
0o
Jo es la docilidad instantédnea y W(¢) es la funcién de creep que aumenta

con el tiempo, por lo que:

U(t)+ Jo=Joo at t —> 00
and U(0)=0att=0

Entonces, Jo, >> Jy yVU(t) varfa entre J, y Jo

La recuperacion del creep al retirar la tensién es el retardo de las
moléculas que tienden a volver a su configuracién original. La natu-
raleza de la relajacion de la tension y el creep en un cuerpo depende
de las funciones dependientes del tiempo ¢(t) y ¥(¢), respectivamente,

con valores extremos en t =0y t — oo.

Para redondear, se puede deducir 2 ecuaciones lineales con las que se

obtienen las siguientes conclusiones:

= Si se aplica una deformacion constante, la tensién va a ir disminuyendo
en funcién del tiempo. Esto se debe a que el material se va a reacomodar

para relajar tensiones.
= Sise aplica una tensién constante, la deformacion va a ir aumentando en
funcién del tiempo ya que el material va a fluir para relajar la tension.
A.3. Relajacion y retardo

La relajacion es un fenémeno dependiente del tiempo, por lo que el com-

portamiento del polimero también estaria relacionado con la historia pasada
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de la relajacion. Esto se debe a que la tensién se relaja hasta un valor mini-
mo constante en un tiempo infinito; por lo tanto, cualquier nueva tension
adicional en un nuevo marco temporal se superpone a la tension residual
del pasado. Un fenémeno similar es aplicable también al comportamiento de
creep. El proceso, por lo tanto, es continuo, tal y como describe el principio
de superposicion de Boltzmann, con una variacion adicional de los tiempos
de relajacion de los distintos movimientos segmentarios. En consecuencia, el
proceso de relajacién y retardo no puede expresarse como un unico término

dependiente del tiempo, sino mediante un espectro de relajacion o retardo.

En la préactica, sin embargo, el tiempo de relajacién y el tiempo de re-
tardo se determinan experimentalmente mediante mediciones viscoelasticas
estaticas o dindamicas. Para expresar el comportamiento viscoelastico de los
materiales, y para expresar matematicamente la naturaleza de la relajacion
y la fluencia, se conciben dos configuraciones basicas que utilizan combina-
ciones de tension elastica y tasa de deformacion viscosa. Estas expresiones

constitutivas se analizan a continuacién.

A.3.1. 1. Modelo de Maxwell

En este modelo, el material viscoelastico se concibe como una combinacion
en serie de un resorte elastico y un amortiguador que contiene un liquido

viscoso y un pistén que se mueve en el liquido.

Bajo una fuerza externa, se sumaran las deformaciones individuales de
los elementos eldsticos y de los viscosos en esta disposicién, mientras que en
ambos elementos se experimenta la misma tension. El elemento de Maxwell
se concibe con caracteristicas viscoeldsticas lineales, lo que significa que el
modulo eldstico es independiente de la deformacion. Esto puede suponerse
para deformaciones bajas de los cuerpos viscoelasticos. Ademas, el liquido
en el amortiguador, se supone que tiene un comportamiento newtoniano (la

viscosidad es independiente de la velocidad de deformacién).

La deformacion total viene dada por la suma de las deformaciones indi-

viduales de los elementos elasticos y viscosos:

€=¢€s+ €q (A.3)
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Figura A.1: Esquematizacién del modelo de Maxwell.[11]

Derivando respecto del tiempo:

de des deg
i - A4
a - dt (A4)
La deformacion eldstica, €, = % (Ley de hooke)
Entonces la tasa de deformacién elastica sera:
de 1 do
2= - A.
it B dt (A-5)
Por otro lado, la tasa de deformacion viscosa, dada por la ley de viscosidad
de newton:
d do
T _ 19 (A.6)
dt n
Finalmente, la ecuacién constitutiva del modelo de maxwell queda:
n do de
L A.
“TEa " (A7)

» Tasa de deformacién constante:

Si se aplica una velocidad de deformacién constante en t = 0, la tensién

variara con el tiempo como:

o=mne(l— e%t) (A.8)
Donde 7 = 1, es llamado tiempo de relajacion. Se observa que a una
velocidad de deformacién constante(€) la tensién y la deformacién au-
mentan con el tiempo para el cuerpo viscoelastico de Maxwell. En un
tiempo infinito, el factor en el paréntesis de la ecuacién tiende a uno y
la expresion se convierte en la de un fluido newtoniano. Por lo tanto,

el cuerpo viscoelastico de Maxwell es un fluido.
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Figura A.2: Deformacién en funcién del tiempo en el cuerpo viscoeléstico de
Maxwell.[11]

= Relajacién de la tensién:

Si después de un tiempo determinado, la deformacién se mantiene en

un valor constante, la tasa de deformacion ¢ = 0. Por lo tanto:

AL (A.9)

Integrando respecto del tiempo y asignando un valor inicial de tension

como 0, se puede obtener la expresién de la relajacion de tension:

—t

o= 0pe™ (A.10)

Esta expresion sugiere que la tension se relaja a cero a tiempo infinito,
como en un fluido newtoniano, si la tensiéon se mantiene constante. El
comportamiento de relajacion del cuerpo viscoelastico de Maxwell lo

se puede ver en la figura A.3.
La definicion de tiempo de relajacién podria enunciarse como:

El tiempo que necesita un cuerpo viscoeldstico para relajar la tension
hasta (1/e) de la tension inicial cuando la tension se mantiene cons-

tante.

= Creep:

El creep es el cambio de dimension del cuerpo con el tiempo bajo una
carga constante. La relajacién de la tension se produce a una tasa de

deformacion constante, mientras que el creep de un cuerpo viscoeléastico
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HrT. R

Figura A.3: Comportamiento de relajacién del cuerpo viscoelastico de
Maxwell.[11]

se produce cuando la tensién se mantiene constante durante un tiempo
considerable. Con una tensién constante og, la deformaciéon aumenta
monoétonamente para el elemento viscoelastico de Maxwell. Si se im-
pone una tension instantanea al cuerpo viscoelastico, la deformacion
instantanea es la deformacion elastica. Posteriormente, la deformacién

viscosa anadida aumenta con el tiempo.

Para la tension constante, la derivada de la tension es cero, por lo tanto:

d
ae = g0 ( A.ll)
dt n
Y la deformacién elastica instantanea sera: e = %
Trabajando y sustituyendo se obtiene a la expresion del creep:
1 1
t) = —+ —t A12
(0 =00 |3+ 21 (A12)

La ecuacion indica que la fluencia del cuerpo viscoelastico de Maxwell
es lineal con el tiempo. Ademads, al retirar el esfuerzo después del tiem-
po t1 desde el inicio, es decir, si g = 0 en t = t1, la deformacién elastica
se recupera, pero la deformacién viscosa es la deformacién permanente,
como en el caso de los liquidos newtonianos. El cambio de la deforma-

cién con la tensién y su posterior recuperacién se muestra en la figura
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=
)
a

L] Rascomory

Figura A.4: Cambio de la deformacién con la tensién y su posterior recupe-
racién en el cuerpo viscoeldstico de Maxwell.[11]

B, . W . il “""-..

o L:J,,,

Figura A.5: Esquematizacién del modelo de Kelvin-Voigt.[11]

A.3.2. 2. Modelo de Kelvin-Voigt

A diferencia del modelo fisico de Maxwell, en este el resorte y el amorti-
guador estan en paralelo. El modelo fisico de Kelvin-Voigt se puede ver en
la siguiente figura. En esta disposicién, se observa que las tensiones en el
amortiguador y en el resorte se dividen y la deformacion en cada brazo es la
misma para la condicion de equilibrio. Los pardmetros del modelo se definen
como:

o, =F.c

de
o5 = _
d ndt

Las tensiones son aditivas, por lo tanto, la tensién total en el modelo es:

de
UZO’S—FO'd:E.&‘i‘T]E
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Reordenando y reemplazando queda la ecuacion constitutiva de este mo-
delo:

dc FE /o
c_= (— - g) (A.13)
dt n
Al aplicar instantaneamente una tension definida y mantenerla constan-
te durante un tiempo infinito, también con una velocidad de deformacién
constante, la deformacién total en el modelo aumentara gradualmente como

fenémeno de creep. El modulo también disminuira con el tiempo.

= Creep:

El cambio en la deformacién con el tiempo a una tensién constante
puede derivarse matematicamente de la ecuacion constitutiva anterior
integrando y tomando la condicién inicial (¢t = 0). El comportamiento

de creep queda:

€= % (l—e%t> (A.14)

Donde A = 1 es el tiempo de retardo de un cuerpo viscoeldstico.

Después de un tiempo suficientemente largo, el término exponencial del
paréntesis tiende a cero y, por tanto, la deformacién alcanza un valor
constante (o/FE), que es la deformacién para un sélido con médulo de
elasticidad E. Por tanto, el modelo Kelvin se comporta como un sélido

a tiempos largos.

= Recuperacion:

Utilizando la ec. constitutiva, se puede encontrar una expresién para
la recuperacion de la deformacion cuando se retira la tension. En esa

ocasion, la tension o = 0 y, por lo tanto:

de_

“__E A15
U € (A.15)

Integrando, el comportamiento de recuperacion queda:
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Figura A.6: Creep y recuperacién del modelo de Kelvin-Voigt.[11]

£ =cger (A.16)

La representacion de la deformacion por creep a una carga constante y
la recuperacion de la deformacion al retirar la carga se muestra en la
figura A.6.

= Relajacién de la tensién:

Refiriéndose nuevamente a la ecuacion constitutiva A.13

Si la tensién instantdnea es oy y la deformacién es constante en g
en ese punto, la tensién en el cuerpo disminuira lentamente debido al

reordenamiento de las moléculas.

La velocidad de deformacién es, por tanto, cero. Por lo tanto:

oo = F.g (A.17)

Por lo tanto, un elemento de Kelvin-Voigt no muestra ninguna
relajacion y se comporta como un cuerpo elastico de Hooke.
Mientras que el elemento de Maxwell se comporta como un liquido

newtoniano y muestra una relajacion total de la tension.

Ninguno de estos dos extremos representa a los sélidos viscoelasticos

reales, como los polimeros.
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Figura A.7: Esquematizacién del modelo de 3 pardmetros.|[11]

A.3.3. 3. Modelo de 3 parametros

Para modelar el comportamiento viscoelastico real que se observa en los
polimeros en general, hay muchas posibilidades de combinar estos dos mode-
los basicos para incorporar las caracteristicas de la fluencia y la relajacion de
tal manera que se tengan valores finitos de la tension de relajacion a tiempo
infinito y un valor finito de la deformacién de fluencia a tiempo infinito. En la
figura A.7 se muestran varias combinaciones posibles de tres parametros, ya
sea dos resortes con un amortiguador o un resorte con dos amortiguadores.
Los modelos A y B representan solidos viscoeldsticos. El modelo A tiene una
disposicion de un resorte y un brazo de Maxwell en paralelo, mientras que
el modelo B tiene un resorte y un brazo de Kelvin-Voigt en serie. Para un
elastémero vulcanizado, el modelo més utilizado es el modelo Zener (A).

Las ecuaciones constitutivas de estos 2 modelos son las siguientes:

Fig A.7TA:

do

de
7’]% -+ EQO’ = 7](E1 + EQ)— + E1E2€ (A18)

dt
Fig A.7B:
n do E1E2 nEl de
o+ - = €+ -
Ey+Eydt  Fy+ Es Ey+ Ey dt

Ambas corresponden a ecuaciones diferenciales de primer orden.

(A.19)

Para hacer los mismos analisis que hicimos con los otros 2 modelos, se
va a tomar como ejemplo la ecuacién constitutiva del modelo Zener (A).
Se podria trabajar andlogamente con el modelo B. La ecuacién constitutiva

corresponde a la Fig A.7TA.
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Figura A.8: Curva de relajacién para un cuerpo viscoeldstico de Zener.[11]

= Relajacién de tensiones:

Sea aplicada una tension instantanea o; y sea la tensién instantéanea ¢,

y por lo tanto la derivada de la misma es cero. La ecuacion queda:

do E2 E1 E2

a—f‘gn 1

€1 (A.20)

Integrando e introduciendo la condicién inicial: en t = 0, 07 = g/(E; +
E5). Se obtiene:

o= (ﬁ) {El + Eyexp (—%t)] (A.21)

El término Es es la inversa del tiempo de relajacién, del brazo de Max-
well. A un tiempo muy largo, t = oo, el término exponencial en el
paréntesis de la Ec.A.21 tiende a cero, y la tension relajada tiene un

valor limite:

o By

= — A.22
El +E2 ( )

OR

La figura A.8 muestra la naturaleza de la curva de relajacion de ten-

siones para un cuerpo viscoelastico de Zener.

= Creep:
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Se supone que la tension se aplica instantaneamente y se mantiene
constante en oy, y la deformacion instantdnea es q. La deformacion
del cuerpo viscoelastico cambiara con el tiempo. La expresién de la
fluencia para el modelo de Zener se deriva de la ecuacién constitutiva

bésica, tomando la derivada de la tensién como cero.

. C . g0
Integrando y aplicando la condicion inicial en t =0, e = ————
g y ap E, + E,
Queda:
1 Ey ( E\E, )]
e=0g|———————erp| ——F——t A.23
"B BB+ B) P\ (B + By (A.23)

La expresién anterior para la deformacion por creep muestra que la

deformacién después de un tiempo prolongado es o/ Ej.

= Recuperacion:

Al retirar la tensién constante durante el creep, la deformacion se recu-
perara parcialmente como se puede derivar de la ecuacion constitutiva,

teniendo en cuenta que la tensién y su derivada es cero.

Por lo tanto, la ecuacién constitutiva puede escribirse como:

d
(B, + EQ)d—i B By =0 (A.24)

Integrando y aplicando una condicion inicial de que en ¢ = 0, el esfuerzo
se retira, y la deformacion en ese punto es eg, la ecuacién final de

recuperacion de la deformacién se obtiene como:

OR E1E2 )
e=— " egp| ——E2 ¢ A.25
By + B p( n(Er + E») (A.25)

OR

Las condiciones iniciales son: t =0, e =ep = ———
Ey+ Es

Por lo tanto, la deformacién queda:

(A.26)

E\E
e(t) =er — 12 t)

OR (
Ey,+ E, b n(E; + E»)

La Figura A.9 muestra el creep tipico y la recuperacién de la defor-
macion de un cuerpo viscoelastico de Zener. Tanto la deformacion de

fluencia como la recuperacion tienen valores limite para este modelo.
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Figura A.9: Curva de creep y recuperacién para un cuerpo viscoelastico de
Zener.[11]

A.4. Propiedades viscoelasticas dinamicas

Las tensiones que cambian dindmicamente revelan informacién mas im-
portante sobre el comportamiento de los polimeros. Al aplicar la carga en
funcion del tiempo, la respuesta de los segmentos de la cadena del polime-
ro muestra fendémenos claramente dependientes de la temperatura y la fre-
cuencia que se utilizan eficazmente para determinar muchas caracteristicas

importantes de un polimero, de las mezclas y su proceso de relajacion.

A.4.1. Relajaciéon de los segmentos de la cadena

Cuando un polimero se somete a una carga ciclica, armoénica o no, los seg-
mentos de cadena de diferentes longitudes responden segtin su escala tempo-
ral de movilidad. Durante cada ciclo de tensién, los segmentos sufriran una
deformacion y una relajacion ciclicas, siempre que la escala de tiempo del
ciclo de tension sea del mismo rango que la escala de tiempo de relajacion
de ese segmento. La movilidad de los segmentos més pequenos serd mucho
mayor que la de los segmentos més grandes. En segundo lugar, la movilidad
de un segmento sera mayor a una temperatura mas alta. Estos dos factores
llevan a la conclusién de que los segmentos mas pequenos tendran un tiempo
de relajacién menor que los segmentos mas grandes a cualquier temperatura
por encima de la cual sean capaces de moverse. En un polimero grande, habra
una distribucién de las longitudes de las cadenas y también una distribucion
de las longitudes de los segmentos en una sola cadena. Més alla de un peso

molecular critico, las cadenas también tendréan enredos. Estos factores son
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responsables del inicio y el alcance de la movilidad de los segmentos y la

energia de activacion de la relajacion.

A.4.2. Efecto de la temperatura

La medida de la movilidad segmentaria se entiende generalmente por el
tiempo de relajacién, que es el tiempo necesario para que una especie reduzca
su tensién a (1/e) de la tensién instantdnea. Esta propiedad es una funcion
de la agitacion térmica y la dependencia de la temperatura del tiempo de

relajacién puede expresarse por la expresién de Arrhenius como:

T = Tpexp (]f%) (A.27)

Por otro lado, segun la ecuacién de William-Landel-Ferry (WLF) que
describe la dependencia con respecto a la temperatura de la relajacién a y

la transicion de fluido. Tiene la forma:

loglar) = log(Z) = L= T0)

WG TT) o

Cuando el polimero se enfria por debajo de la transicién vitrea, la movi-
lidad se ve obstaculizada por una estrecha aproximacion de los segmentos o
moléculas vecinas y, por tanto, la ecuacién anterior no es vélida. En la region
de transicién vitrea, el tiempo de relajacién cambiaria en varias décadas in-
cluso con un grado de temperatura. Para resumir, un polimero se comporta
distinto cerca de la region de transicion vitrea y lejos de ella. Muy por encima
de la Tg (unos 50 grados), tendré la relajaciéon que expresa la ecuacién de

arrhenius, mientras que cerca de Tg se utiliza otra expresion.

A.4.3. Propiedades dinamicas

En el cuerpo viscoeldstico, una parte de la deformacion no es elastica y
existe una parte de la deformacion dependiente del tiempo debido al flujo
viscoso, para el cual la tasa de deformacién es proporcional a la tension. Por
lo tanto se representa la deformacion y la tensiéon arménica como se muestra
en la figura.

Durante una carga ciclica, una parte de la deformacion, que es de natu-

raleza elastica y se produce instantaneamente con la misma escala de tiempo
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Figura A.10: Tensién y deformacién en funcién del tiempo.[11]

que la tension, estard en fase con la tension y se recuperard instantanea-
mente al retirar la tensién. Sin embargo, una parte de la deformacién, que
es ineldstica, se producird con un retardo de tiempo, ya que la deformacion
se desarrolla con el tiempo. Por lo tanto, se observara que la deformacion
neta va por detrds de la tension en la escala de tiempo. Ademas, el proceso
de deformaciéon conduce a la pérdida de una parte de la energia mecanica
en cada ciclo de carga debido a la disipacion viscosa en forma de calor. La
acumulacion de calor en cada ciclo es una informacion importante para los
elastémeros cuando se utilizan en sistemas criticos.

Si se considera una fuerza dindmica que se aplica a una muestra de polime-
ro. Se supone que la tensién periédica es de naturaleza armonica simple y
tiene una periodicidad fija T y una amplitud de oscilacién oy y una amplitud
de deformacion gy. La tensién y la deformacién varian en el tiempo se repre-
sentan poro(t) y €(t), respectivamente. Se deja que la carga esté dentro de
los limites de la region viscoelastica lineal, de modo que el moédulo efectivo
sea independiente de la deformacion.

Cuando no hay diferencia de tiempo en la aparicién de la deformacién y
la tensién, al igual que un sélido de Hooke, la tensién ciclica y la deformacion
pueden representarse como:

Tensién: o(t) = oge™" y Deformacién: e(t) = goe’™*
a(t) oo

e(t)  eo
Y va a ser constante para cualquier tiempo y frecuencia.

Por lo tanto, el médulo elastico es: £ =

Para un material viscoeldstico como un polimero, la tensiéon y la defor-
macion ciclicas pueden representarse como:

Tension: o(t) = ope™! y Deformacién: £(t) = goetw=?)
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Esto también puede ser representado como:

o(t) = oo(coswt + i.sinwt) = o’ + io” (A.29)

e(t) = eglcos(wt — 0) + i.sin(wt — )] = &' + " (A.30)

Donde ¢ es el tiempo o desfase de la deformacién respecto a la tensién y
tanto la tensién como la deformacién tienen partes reales e imaginarias para
distinguir entre las componentes de Hooke y viscosa.

Por lo tanto, el médulo dependiente del tiempo se puede calcular como:

* U(t) _ O-Oeiwt _ 00 s _ Sk
E* = S0 mpe T ae = E*cosé + iE"sind (A.31)

E* = E'+{E"

Donde E’ es el médulo dindmico o de almacenamiento, E” es el médulo
de pérdida y E* es el médulo de elasticidad complejo. E’ representa la parte
elastica y E” la parte inelastica , que no es recuperable debido a la disipacién
viscosa de energia. La relaciéon entre E” y E’ es el factor de pérdida,n , que

tiene la forma:

E"  FE*siné
= tand = — = A .32
=ran E" FE*cosé ( )
El factor de perdida, también se puede escribir como:
tand = ns = 2¢ (A.33)
Donde ( es el coeficiente de amortiguamiento relativo:
C
(=5
crit

La viscoelasticidad dinamica de los polimeros puede modelizarse utili-
zando el mismo enfoque matematico que los modelos viscoelasticos estaticos
descritos anteriormente por Maxwell, Kelvin-Voigt, Zenner, etc. para tener
expresiones que relacionen los médulos con la frecuencia y el tiempo de re-
lajacion. En este caso, se adoptan modelos de dos parametros, como el de
Maxwell y el de Kelvin-Voigt, y de tres parametros, como el de Zenner para

describir las propiedades viscoelasticas dinamicas.
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= Carga dindmica del modelo de Maxwell:

Recordando la ecuacion constitutiva del cuerpo viscoelastico de Max-

well:

de_a 1 do

dt n ' Edt

Introduciendo el tiempo de relajacion como: 7 = %:

de do
E—=71— A.34
T o Tdt+a (A.34)

Diferenciando la deformacién y la tension dindmicas e introduciendo

en la ecuacion A.34 y trabajando algebraicamente:

, 2W’E . TwkE

T 1+ r2? T 1+ r2?

El factor de pérdida n se puede calcular como:

Twh
E" 1+ 7202 1
1+ 7202

La naturaleza de la curva dependiente de la frecuencia de los parame-
tros viscoelasticos dinamicos médulo de almacenamiento, médulo de
pérdida y factor de pérdida se representan en la figura A.11. Se puede
ver que el modelo de Maxwell no representa el cuerpo viscoelastico real
va que el médulo de pérdida y los factores de pérdida asumen un valor
muy grande a baja frecuencia, y el modulo de almacenamiento es casi

cero en el rango de baja frecuencia, pareciéndose a un liquido.

= Carga dindmica del modelo Kelvin-Voigt:

Del mismo modo, se recuerda la ecuacion constitutiva de un cuerpo KV

y aplicamos las expresiones de tensién y deformacién dindmicas:
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Figura A.11: Mddulo de almacenamiento, médulo de pérdida y factor de
pérdida del modelo de Maxwell.[11]

. . .., n .,
Introduciendo el tiempo de relajacién como: 7 = —=, en la ecuacion
constitutiva y en las expresiones de tensién-deformacién dindmica y

tomando la primera diferencial de la deformacién dindmica:
. . 0'0 . .
g0 (1 4 iwt) = Ee“”te“S

El médulo complejo sera: £* = 90 g6 — E(1 4+ twt)
€0

El médulo de almacenamiento, el médulo de pérdida y el coeficiente de

pérdida estan dados por:

F =E F'"=wrE
"

n = tand = ¥o = wt
Las expresiones anteriores para E', E” y el factor de pérdida no se
asemejan a ninguin polimero real ya que, segin este modelo, el médulo
de almacenamiento es independiente de la frecuencia, mientras que
el factor de pérdida y el modulo de pérdida aumentan linealmente
con la frecuencia. Las propiedades representadas en la figura A.12 se

muestran la naturaleza de estas propiedades en funcién de la frecuencia

(w).
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Figura A.12: Mdédulo de almacenamiento, médulo de pérdida y factor de
pérdida del modelo de Kelvin-Voigt.[11]

= Carga dindmica del modelo de Zener:

El modelo viscoeldstico de tres parametros descrito anteriormente pue-
de evaluarse para las propiedades dinamicas utilizando la ecuacion cons-

titutiva:

do

de
na + EQU = U(El + EQ)— + ElEQE

dt
Introduciendo la tensién dinamica, la deformacién, la tasa de tension, la
tasa de deformacién y el tiempo de relajacion, 7, en la ecuacion anterior,

la forma final de las propiedades dinamicas se deriva a continuacion:

- E1 + U)2T2E2
1+ 202

. TCU(EQ — E1>
147202

i
)

El

. E” o TCU(EQ — El)

== =\ A.
E’ E1 + U)2T2E2 ( 36)

n
La figura A.13 muestra la naturaleza de la dependencia de la frecuen-
cia de las propiedades dinamicas derivadas anteriormente. Los valores
arbitrarios asignados a los parametros del modelo son sélo a modo de
ejemplo. Sin embargo, la naturaleza de las curvas es casi similar al

comportamiento real de los polimeros.
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Figura A.13: Médulo de almacenamiento, médulo de pérdida y factor de
pérdida del modelo de 3 parametros.|[11]

Se puede observar que E’ tiene un valor minimo y un valor méximo
a baja y alta frecuencia, respectivamente. Los valores entre estos dos
extremos varfan con la frecuencia. Los minimos (Fp) y méximos (F)

pueden definirse a partir de la ecuacién anterior en £’ y E” como:

o Ey + w?T?Ey
1+ 12002
E" = TW(EOO - EO)
1(+ T2w? )
Eoo — EO TW
=tand = —————
" an Ey + E w22

Donde: E1 = Eoy E2 = Eoo
El médulo de pérdida (E”) tiene el valor méximo en la siguiente con-

dicion:

1
wt=1;7=—
w
Esta ultima ecuacién implica que el tiempo de relajacion es inverso a
la frecuencia angular en el pico de E”. Por lo tanto, el pico de E” es
la Tg (DMA) ya que da el tiempo de relajacién. Esto significa que a
una temperatura determinada, cuando el tiempo de relajacion coincide

exactamente con el periodo de tiempo de la tensién oscilante, la pérdida
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de energia en el cuerpo viscoeldstico es maxima. La frecuencia corres-
pondiente se denomina a-Frecuencia de relajacion y la temperatura

correspondiente se denomina a-Temperatura de relajacion.

La a-relajacion esta relacionada con el movimiento cooperativo de los
segmentos y no de toda la cadena como tal. A esta temperatura, el
polimero se transforma del estado duro y vitreo a un estado blando y
gomoso y el tiempo de relajacién disminuye rapidamente en las pro-
ximidades de esta transicion. En algunos casos, esta temperatura se
denomina erréneamente temperatura de transiciéon vitrea (Tg), pero es
diferente de la temperatura de transiciéon medida como un cambio en

la capacidad calorifica por calorimetria diferencial de barrido (DSC).

La temperatura a la que aparece el pico de pérdida depende mucho
de la frecuencia de la medicion. A una frecuencia baja, la transicion
tiene lugar a una temperatura mas baja y se desplaza gradualmente
a una temperatura mas alta, si las frecuencias sucesivas elegidas son
mas altas. A una frecuencia muy baja, la exploracién de la tempera-
tura para una mediciéon dindmica coincidiria aproximadamente con la

temperatura de transicién vitrea (Tg) medida por DSC.

Las propiedades mecanicas dindmicas son necesarias para predecir el
grado y la frecuencia a la que un polimero absorbera la maxima energia
mecanica a las temperaturas aplicables. Dado que el médulo de pérdi-
da es una indicacion de la pérdida de energia mecanica, se utiliza para
predecir la amortiguacién a varias temperaturas de referencia. El pico
de frecuencia del médulo de pérdida es agudo para los homopolimeros
comunes y los polimeros reticulados o mezclas compatibles, pero podria
ser amplio en el caso de mezclas como las redes de polimeros interpene-
trados. Esto dltimo sirve si se quiere que la amortiguacion sea
maxima entre una velocidad de trote maxima y una velocidad

de trote minima, y no solo a una velocidad determinada.

Pérdida de energia en la carga dinamica:

La energia mecanica del proceso de deformacion se perdera en parte en un
cuerpo viscoelastico debido a la componente viscosa de la relacién tension-
deformacion. En cada ciclo de deformacién, la pérdida sera constante siempre

que la frecuencia ciclica y la temperatura se mantengan iguales. Por lo tanto,
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Figura A.14: Relacién entre la tensién-deformacion ciclica y la histéresis.[11]

la relacion tensién-deformacién tendra una pérdida de histéresis para un ciclo
de deformacién. Esto se puede apreciar mediante una simple aproximacion
matematica.

Si se designa a la tension y a la deformacién como:
o(t) = ogcos(wt); e(t) = ggcos(wt — §)

Trabajando algebraicamente se puede llegar a:

() (22) wwafz) ()

La ecuacién A.37 corresponde a una elipse. Por lo tanto, el ciclo de ten-
sién-deformacién tendra la forma de una elipse y el area bajo la elipse repre-
senta la pérdida de energia de deformacion para un ciclo de estiramiento por
unidad de volumen de la muestra.

La figura A.14 muestra una tipica relacién tensién-deformacién ciclica y
la histéresis. Los datos tomados son valores arbitrarios a modo de ejemplo.
La pérdida de energia por ciclo es el area bajo el bucle de la Figura y puede
calcularse mediante la siguiente integracion de la energia de deformacion

infinitesimal a lo largo de un ciclo de tiempo T (=27 /w) como sigue:

T de

W=, a(t)Edt

Trabajando:
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Figura A.15: [11]

W = —wopeg fo%/w [cos(wt).sin(wt).cos(d) — cos*(wt).sin ()] dt
Por lo tanto:
Eloss = WE//S%

La pérdida de energia es por unidad de volumen de la muestra de polimero
por unidad de ciclo. La pérdida por unidad de tiempo se obtiene multiplican-
do la Ejyss por la frecuencia f (=w/2m). Por lo tanto, la pérdida de energia

por unidad de tiempo es:
Eloss = 7TfE”€(2)

El trabajo realizado por la deformacion puede obtenerse considerando el
proceso de almacenamiento y liberacion de energia. Durante el primer cuarto
del ciclo (T/4, o m/2w), la energia es ganada continuamente por el cuerpo
y durante el siguiente cuarto, es liberada. Por lo tanto, para medio ciclo,
la energia elastica debe calcularse s6lo para un cuarto. Esto se ilustra en
la figura A.15. La energia almacenada en el polimero para medio ciclo por

unidad de volumen de la muestra de polimero se obtiene como:

de [oXet=N)

W = fOTU(t)%dt = Tcos&
B et F
2

La energia total por ciclo es el doble de la anterior. Por lo tanto, la energia
total almacenada por ciclo por unidad de volumen de muestra, es decir, la

parte elastica de la energia es:
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E,=¢cF (A.38)

Esta es la misma area bajo la curva de tensién-deformacién para la de-

formacion eldstica.

Dependencia de las propiedades dinamicas de la temperatura:

La dependencia de la frecuencia de las propiedades viscoeldsticas dinami-
cas implica el tiempo de relajacion de los segmentos de la cadena. Dado que
el tiempo de relajacion depende de la temperatura del material, se deduce
que las propiedades dinamicas también dependen de la temperatura. El efec-
to de la temperatura puede evaluarse tomando las expresiones de la relacién
temperatura-tiempo de relajacion. Las dos mas comunes son la de Arrhenius
y la de WLF.

Las ecuaciones nombradas anteriormente permiten obtener el tiempo de
relajacién en funcién de la temperatura. Dado que el tiempo de relajacion es
inverso a la frecuencia angular, un conjunto de datos de propiedades dinami-
cas en la escala de temperatura puede desplazarse a otra escala utilizando

un factor de desplazamiento de la relacion de frecuencias.

Relajacion en la viscoelasticidad dinamica:

La capacidad de respuesta de los segmentos a las fuerzas mecdanicas
dinamicas externas estd notablemente influenciado por las condiciones ter-
modinamicas y la frecuencia de vibracion en un material viscoelastico. La
dependencia de la relajacion dinamica de la temperatura y la frecuencia se

describe brevemente aqui:

» Dependencia de la temperatura

Las grandes cadenas de un polimero de alto peso molecular tienen seg-
mentos de diferentes tamanos. Su movimiento estara muy restringido
a baja temperatura, cuando cese la agitacion térmica. En la tensiéon
dindmica, si la frecuencia de la tensiéon se mantiene constante, toda
la muestra de polimero grande se comportaria como un cuerpo rigido
por lo que el médulo de almacenamiento seria maximo y la pérdida

serfa minima. Esta region de temperatura es la region vitrea. A medida
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que la temperatura se incrementa gradualmente, primero los segmentos
mas pequenos comenzaran a moverse, ya que requieren menos energia
en comparacién con los grandes. Por lo tanto, bajo una fuerza dinami-
ca, parte de la energia del estiramiento se perderia. Con el aumento de
la temperatura, tanto el médulo de pérdida como el factor de pérdida
creceran. Al aumentar la temperatura, cada vez mas segmentos de ma-
yor tamano se uniran al movimiento cooperativo y, a una temperatura
determinada, la mayoria de los segmentos oscilaran a la frecuencia de
la fuerza impuesta. En este punto, el médulo de almacenamiento caera
bruscamente y el moédulo de pérdida experimentard un valor maximo.
Esta temperatura es la temperatura de a-relajacion. Ademds, en es-
te punto, el tiempo de relajacion es justo el inverso de la frecuencia
angular de la fuerza dindmica. Aumentando atin mas la temperatura,
el movimiento de los segmentos sera excesivamente mas rapido que el
periodo de tiempo impuesto, de modo que tanto el médulo de almace-
namiento como la pérdida se reducirian al minimo. Esta regiéon més alla
de la temperatura de transicion es la meseta gomosa donde el médulo
de almacenamiento y la pérdida son bajos. Mas alla de la region go-
mosa, toda la molécula comenzaria a moverse una junto a la otra, va a

fuir.

Dependencia de la frecuencia

El comportamiento en la escala de frecuencias es justo el contrario.
Si la temperatura se mantiene constante, a una frecuencia muy baja,
los segmentos mas grandes que tienen un gran tiempo de relajacion
responderian en la misma escala de tiempo que la periodicidad de la
tension, pero los mas pequenos serian lo suficientemente rapidos como
para que su contribucion al médulo de almacenamiento o a la pérdida
fuera despreciable. Por lo tanto, tanto el médulo de almacenamiento
como la pérdida serian més chicos. Esto se asemeja a la meseta gomosa
en el comportamiento dependiente de la temperatura. Con el aumento
de la frecuencia, cada vez mas segmentos van a coincidir con la esca-
la de tiempo y los movimientos cooperativos darian lugar a un mayor
modulo de almacenamiento y a una mayor pérdida también. A una
frecuencia determinada, la mayoria de los segmentos se moverian con

la misma escala de tiempo de periodicidad, por lo que el médulo de
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almacenamiento creceria bruscamente y también la pérdida seria maxi-
ma. Esta frecuencia es la frecuencia de relajacién a a esa temperatura
concreta, y el tiempo de relajacion es igual a la inversa de la frecuen-
cia angular. Al aumentar mas la frecuencia, los segmentos no podran
reaccionar con la escala de tiempo reducida y se van a comportar co-
mo segmentos rigidos, lo que provocara un modulo de almacenamiento
mas alto y una pérdida menor. Finalmente, a una frecuencia muy alta,
todos los segmentos se comportan como elementos rigidos y el médu-
lo de almacenamiento alcanzaria un valor maximo, y la pérdida seria

despreciable. Esta region de frecuencia es la region vitrea.

La explicacion anterior del comportamiento dindmico sugiere que el
efecto de la temperatura es justo el contrario al de la frecuencia. Por
ejemplo, el modulo de almacenamiento aumenta con la frecuencia y dis-
minuye con la temperatura. El cambio de cualquier propiedad mecénica
dinamica con la temperatura es idéntico al cambio con el logaritmo de la
frecuencia. Sin embargo, en ambos casos, el material experimenta cua-
tro regiones de respuesta viscoelastica: (1) la regién vitrea, en la que
el médulo de almacenamiento es méximo; (2) la regién de transicién,
en la que se producen cambios rapidos tanto en el médulo de almace-
namiento como en la pérdida; (3) la meseta gomosa, en la que tanto el
modulo de almacenamiento como la pérdida disminuyen hasta alcanzar
el minimo; y (4) la regién de flujo (sélo para los polimeros lineales y no
reticulados), en la que el médulo de almacenamiento se reduce hasta

alcanzar el minimo.

A.5. Diseno de sistemas de polimeros para
amortiguacién de vibraciones

A.5.1. Introduccion

Tanto el factor de pérdida como el médulo dindmico estan relacionados
con el comportamiento de amortiguacién de las vibraciones de un polimero.
Para absorber al maximo una vibracién determinada, el periodo de la vibra-
cion debe ser del mismo orden que el tiempo de relajacion del polimero. El
tiempo de relajacion es el tiempo durante el cual el sistema polimérico se

transforma de nuevo al equilibrio termodinamico desde el estado perturbado
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provocado por una accién externa. Cuando el periodo de vibracién es alto (la
frecuencia de vibracién es baja), en comparacion con el tiempo de relajacién
de las macromoléculas, la energia de la vibracion se distribuird rapidamente
por todo el volumen del polimero. En este caso, las pérdidas mecanicas no

son grandes, y el polimero vuelve rapidamente a su estado original.

Cuando la frecuencia de vibracién aumenta, una parte de las macro-
moléculas no tendra tiempo de transmitir la energia a sus vecinas y la mayor
parte de los segmentos seran rigidos. Cuando el periodo de vibracién se ha-
ce del mismo orden de magnitud con el tiempo de relajacion, la tangente
de pérdida pasarda por un maximo. Al aumentar la frecuencia, las pérdidas
mecanicas disminuyen porque los segmentos tienen poco tiempo para trans-
mitir su energia a los vecinos. Asi, el amortiguamiento (factor de pérdida)
aumenta con el aumento de la frecuencia, alcanza un méaximo y disminuye a

partir de entonces.

Se ha observado una variacién similar cuando la amortiguacion se repre-
senta en funcién de la temperatura. Sin embargo, el aumento de la frecuencia
de los ciclos de fuerza tiene el efecto contrario al aumento de la temperatura.
La temperatura correspondiente al maximo del pico del moédulo de pérdida
se denomina temperatura de relajacion « y suele considerarse como tem-
peratura de transicién vitrea (Tg). Si la Tg de un polimero estd muy por
encima de la temperatura ambiente, se comporta como un sélido vitreo y se
denomina "plastico”. Cuando la Tg de un polimero es inferior a la tempera-
tura ambiente, es blando y flexible. Estos polimeros se denominan cauchos o
elastémeros (ligeramente reticulados). El cambio de propiedades en Tg pue-
de explicarse considerando el movimiento de los segmentos. El volumen libre
de un polimero aumenta con el incremento de la temperatura y llega a ser
suficiente para el inicio del movimiento segmentario a Tg. Los segmentos del
polimero, que estan formados por un niimero de atomos de carbono de entre
8 y 50, se mueven manteniendo inalterada la distancia de extremo a extre-
mo. Debido al movimiento localizado, los segmentos se comportan como un
liquido viscoso, mientras que la molécula en su conjunto permanece solida
porque la movilidad esté prohibida. Por lo tanto, bajo la influencia de una
tension aplicada, presenta las propiedades de un fluido viscoso asi como de
un solido eldstico y sufre una deformacién viscoelastica. Cuando un polimero
se somete a una fuerza periddicamente cambiante aplicada externamente, el

segmento intentara reajustarse para reducir la tensién, ya que es capaz de ex-

98



APENDICE A. ELEMENTOS VISCOELASTICOS

perimentar un movimiento por encima de la Tg. Este fenémeno se denomina
"proceso de relajacion de tensiones”.

En el caso de los polimeros vitreos (cuya Tg es muy superior a la tempe-
ratura de servicio), los segmentos permanecen congelados y la amortiguacién
es muy baja. Si la Tg estd muy por debajo de la temperatura de servicio,
la amortiguacion es baja porque los segmentos moleculares se mueven libre-
mente y, por tanto, hay poca resistencia al flujo. Sin embargo, en la region
de transicion vitrea, la amortiguacion es alta debido al inicio del movimiento
micro-browniano de los segmentos de la cadena molecular y su relajacion de
la tension. Cuando los segmentos comienzan a moverse, los otros segmentos

se resisten al mismo y la energia se disipa debido a la friccion interna.

A.5.2. Transicién vitrea de los polimeros

La temperatura de transicién vitrea (Tg) es una medida de la flexibilidad
de un polimero. La propiedad de amortiguacién y la Tg de un termoplastico
dependen de la estructura quimica, la interaccién molecular y la cristalinidad
del polimero.

Algunos factores que modifican la Tg de un polimero son:

La Tg aumenta con el incremento de la interacciéon molecular, que tam-

bién esta controlada por la quimica del polimero .

= La presencia de grupos colgantes rigidos y voluminosos también au-

menta la Tg de un polimero.

= Los polimeros simétricos muestran una Tg més baja en comparacién

con los polimeros asimétricos.

» La Tg de un polimero tiende a disminuir con el aumento de la longitud

de la ramificacion

= En el caso de una red termoestable, la Tg depende de la quimica de la

resina y del reticulante, asi como de la densidad de los enlaces cruzados.

= Al aumentar las funcionalidades de la resina epoxi, la densidad de los
enlaces cruzados puede incrementarse y, por tanto, la Tg puede aumen-

tar considerablemente.
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La variacion de la funcionalidad y de la longitud de la cadena desempena,
por tanto, un papel muy importante en la adaptacion del polimero termoesta-
ble a una amplia gama de materiales para su aplicacion en la amortiguacion
de vibraciones. Mientras que una resina epoxi bifuncional de cadena larga
puede utilizarse para obtener un epoxi altamente amortiguador, una varie-
dad de cadena mas corta puede utilizarse para la aplicacion de amortiguacion
a media y alta temperatura sin comprometer la creep, la deformacion per-

manente o el fallo mecanico.
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Apéndice B

Analisis de marcha

En el presente apéndice se introducen los conceptos sobre la cinematica
y dindmica de la marcha. Se explica cuales son las fases de apoyo plantar,
la cinematica de la marcha en caminata y cuando se realiza actividad fisica,

como correr o saltar.

B.1. Estudio de la marcha normal (Camina-
ta)

La locomocién bipeda es una de las caracteristicas del hombre que lo
diferencia del resto del reino animal. La marcha es un proceso que cada
persona aprende y no es de extranar que cada una muestre en su desarrollo
unas caracteristicas propias. Por ello se puede reconocer a distancia a una
persona por su manera de caminar. Estas caracteristicas personales vienen
dadas por mdultiples factores: de una persona a la otra pueden diferir la
longitud de los segmentos del cuerpo o la masa de cada uno de ellos; por otro
lado estos segmentos deben ser puestos en movimiento por fibras musculares
que también pueden ser de diferente longitud o grosor. Cuando se estudia la
marcha de diferentes individuos se observa que desaparecen las caracteristicas

personales Yy aparecen elementos comunes.

B.1.1. Tiempos de marcha

Segtn Viladot [14], durante la caminata se pueden distinguir los siguientes
tiempos (fig B.1):

1. Primer doble apoyo: Se caracteriza porque los dos pies contactan con

101



APENDICE B. ANALISIS DE MARCHA 102

Figura B.1: Esquematizacién de los tiempos de marcha normales [14]

el suelo. Uno estd iniciando el contacto con el taléon mientras que el
otro, proximo a la fase de despegue, se apoya por la cabeza del primer

metatarsiano y el pulpejo del dedo gordo.

2. Primer apoyo unilateral: El peso del cuerpo recae en una sola extremi-
dad.

3. Segundo doble apoyo: Es simétrico al primer doble apoyo, pero aqui el
pie que antes despegaba es el que ahora contacta con el talén finalizando

su periodo de oscilacion.

4. Segundo apoyo unilateral: Es simétrico al segundo tiempo pero con los

pies cambiados.

B.1.2. Fases de apoyo plantar durante caminata

Clasicamente se aceptaba que el pie en contacto con el suelo se apoyaba

en 4 fases sucesivas que eran las siguientes (Figura B.2):

a. Choque de talon.
b. Apoyo talén, borde externo y antepié.

. Apoyo de antepié.

@]

(oW

. Despegue del antepié, finalizando por el dedo gordo.
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Figura B.2: Fases de apoyo plantar clasicos [14].

Figura B.3: Fases de apoyo plantar descritos por Lelievre [14]

Si bien esta es la forma mads simple, s6lo ocurre en el 30 % de los individuos.
En el 70 % restante, el desarrollo del paso tiene lugar en la forma descrita

por Lelievre (Figura B.3):
a. Choque de talon.
b. Apoyo talén y antepié.

. Apoyo talén, antepié y apoyo fugaz del borde externo.

@]

(oW

. Apoyo de antepié.

. Despegue del antepié, finalizando por el dedo gordo.

@

B.1.3. Dinamica de la marcha normal

Durante la marcha, se necesita un punto fijo externo al cuerpo sobre el

que se pueden aplicar las diferentes fuerzas ejercidas. En la locomocién este
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punto fijo es el suelo. Viladot [14] identifica 4 fuerzas importantes durante la

marcha:

= Fuerza de reaccion vertical: Esta fuerza traduce los desplazamientos
verticales del centro de gravedad. En el choque de talén cuando el
cuerpo es impulsado hacia arriba para pasar por encima de la pierna
que apoya, aumenta la fuerza de reaccién del suelo. Cuando la extre-
midad despega, impulsando el cuerpo hacia arriba y adelante, aparece

el segundo pico de la curva, como se puede ver en la figura B.4.

De estos datos se puede deducir que la energia potencial del cuerpo,
que es igual al peso del mismo por la altura a la que se encuentra su
centro de gravedad, alcanza su valor maximo en el momento de maxima
elevacién. Al descender el cuerpo esta energia se convierte en cinética
que es empleada para acelerar el cuerpo hacia adelante, y a su vez, se

convertira en potencial en la siguiente elevacién del cuerpo.

» Fuerza de reaccion longitudinal: Traduce las fuerzas de frenado y em-
puje. En el momento del choque de talén producimos una fuerza de
frenado, mientras que en el momento del despegue producimos una
fuerza de empuje hacia adelante. Ambas fuerzas son mucho menores

que la fuerza vertical. Figura B.5.

» Fuerza de reaccion lateral: Esta fuerza, que como se puede ver en la
figura B.6 es de muy baja intensidad, traduce los desplazamientos la-

terales del centro de gravedad.

= Fuerza de torsion: El pie ejerce sobre el suelo una fuerza de torsién que
es la traduccion del movimiento de rotacién de la extremidad inferior

durante la marcha. Figura B.7.
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Figura B.4: Fuerza de reaccién vertical [14].

Figura B.5: Fuerza de reaccién longitudinal [14]
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Figura B.6: Fuerza de reaccién lateral [14]

Figura B.7: Fuerza de torsién [14]

B.2. Estudio de la marcha durante la carrera

Segtin Farrow [13], la accién de correr combina energia cinética con energia

potencial. El ciclo de una carrera puede dividirse en dos fases principales: la
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fase aérea y la fase de postura, y estas se pueden subdividir, a su vez, en cuatro
fases: propulsion, intercambio, amortiguaciéon y soporte. La fase aérea, en la
cual ninguno de los pies esta en contacto con el piso, es la mas larga de todas.
Durante la fase de postura, el cuerpo absorbe energia del piso, almacenando
en tendones y musculos elasticos para propulsar el cuerpo hacia adelante. En

la figura B.8 se ilustran las cuatro fases.

(a) Fase 1. (b) Fase 2.

(c) Fase 3. (d) Fase 4.

Figura B.8: Ciclos del movimiento de una carrera.[13]
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B.2.1. Mecanica de las pisadas de aterrizaje

Lo que constituye una buena pisada de aterrizaje sigue siendo un tema
de mucho debate y poca informacion. Tanto la velocidad como la distancia
influyen en el tipo de pisada. Sin embargo, es importante que el aterrizaje
del pie en el suelo sea suave y que la zancada no sea forzada, sin importar el
tipo de pisada.

En la figura B.9 se puede ver los 2 tipos de pisada que se analizan en este

proyecto final. Estas son:

» Neutra (fig. B.9(a)): En esta pisada de aterrizaje, la fuerza de impacto
recae en el centro del metatarso y el talon casi simultaneamente, con

el pie aterrizando paralelo al piso. El arco del pie se llena de energia.

» Aterrizaje con el talén (fig. B.9(b)): El pie aterriza primero con la parte
externa del talén, después con el arco rota hacia el frente y finalmente
los dedos tocan el piso. Este tipo de pisada de aterrizaje tiene dos
puntos de impacto: se considera que el primero actiia como una fuerza
de ruptura, disminuyendo la velocidad. La mayoria de los corredores
de largas distancias a una velocidad baja tienen este tipo de pisada de

aterrizaje.

(a) Aterrizaje neutro. (b) Aterrizaje con el
talén.

Figura B.9: Mecénica de las pisadas de aterrizaje.[13]
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Una buena pisada aterriza un poco delante del centro de gravedad del
cuerpo, con el pie derecho y dirigido hacia el frente. La pisada puede afec-
tar la postura general y la alineacion del cuerpo de un corredor, asi como
el transporte de energia a través de la cadena cinética. Un ligero nivel de
pronacién (rotacién del pie hacia adentro) o de supinacién (rotacién del pie
hacia afuera) es normal.

Si hay sobrepronacién (fig. B.10(c)), el pie se inclina hacia adentro del
cuerpo, transfiriendo la energia del aterrizaje dentro del pie y al tobillo. Esto
puede causar tension adicional en la secciéon media de la rodilla. Ademas, los
rotadores de cadera se mueven y desestabilizan el nicleo.

Por otro lado, si hay sobresupinacién (fig. B.10(b)), el pie rota hacia fuera,
transfiriendo la energia a través de la parte exterior de la rodilla. Debido a
la falta de pronaciéon el mecanismo neutral de amortiguacién de un corredor
se ve comprometido.

La pisada correcta es la pisada neutra, (fig. B.10(a)), donde la presién
se distribuye de manera uniforme a través de la planta del pie y los cinco
dedos sirven como impulsores. La transferencia de energia es mas eficiente y

el nicleo del cuerpo y cadera se mantienen alineados.

(a) Pisada neu-  (b) Pisada supi-  (c) Pisada pro-
tra. nadora. nadora.

Figura B.10: Tipos de pisadas.[13]

B.2.2. Dinamica de la carrera

La fuerza vertical de reaccién al suelo, (VGRF) por sus siglas en inglés,

es un factor importante en el analisis del movimiento humano en el deporte,
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especialmente durante la carrera. Es mas del doble del peso corporal de una
persona y mucho mayor que las fuerzas de reaccion horizontal y lateral del
suelo.

Jie-han [2] realiz6 un estudio para medir la VGRF indirectamente. El
estudio consistié en utilizar a 7 sujetos masculinos sanos (edad: 21,3 £+ 0,5
anos; altura: 174,9 + 6,6 cm; peso: 63 £ 6,1 kg) para que corran en una cinta
de correr. En primer lugar, los participantes debian caminar a una velocidad
de 4 km/h durante un minuto. A continuacién, se aument6 la velocidad de la
cinta rodante a 8, 9 y 10 km/h durante un minuto cada uno. Por tltimo, los
participantes caminaron a 4 km/h durante otro minuto antes de detenerse.
El registro del sensor inercial y de la cinta de correr se sincronizé mediante
un disparador externo. Luego se utilizaron redes neuronales para ajustar los
pardmetros leidos de los datos del acelerémetro uniaxial con los registros
triaxiales de las celdas de carga. En este estudio sélo se recogié el VGRF
del pie derecho. La magnitud del VGRF también se normalizé con respecto

al peso corporal del sujeto (BW). Los resultados se pueden ver en la figura
B.11.

Thme is)

Figura B.11: Fuerza de reaccién vertical medida a través de una cinta de
correr equipada con placas de fuerza [2].
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Apéndice C

Presentacion de ensayos
realizados

En este apéndice se presentan los ensayos experimentales sobre el paciente
durante distintas actividades. Esto sirve para realizar estimaciones sobre la
fuerza de impacto que recibe el tobillo durante distintas actividades y poder

identificar el limite que permite que el sujeto no sienta dolor.

C.0.1. Medicién de la aceleracién con un aceleréometro

La aceleracién es un cambio de velocidad con respecto al tiempo. Los ace-
lerémetros son transductores que representan la aceleracién como una ten-
sion. Se especifican por el rango, la respuesta en frecuencia y la sensibilidad

del dispositivo.

Existen dos tipos de acelerémetros axiales. El acelerémetro mas comun
mide la aceleracion a lo largo de un solo eje. El segundo tipo es un aceleréme-

tro triaxial, que puede crear un vector de aceleracion en 3D.

Ambos tipos de acelerometros pueden ser sensores pasivos o activos. Para
medir la aceleracion con un sensor pasivo, el sensor debe estar conectado a
un amplificador sensible a la carga. El acelerémetro activo es casi idéntico al
pasivo, con la adicién de un amplificador sensible a la carga integrado en el

acelerometro.

En este proyecto final se utilizaron dos acelerémetros axiales, dispuestos

a 90 grados para medir la variacién de aceleraciéon en los dos ejes, figura C.1.
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Figura C.1: Disposicién de los acelerémetros axiales para realizar las medi-
ciones.

En qué consiste el ensayo

Como solo se dispone de dos acelerometros axiales, obtener datos preci-
sos de actividades como caminar o trotar, ya sea en una cinta de correr o
desplazandose, se dificulta. Esto se debe a que estos instrumentos hay que
fijarlos al tobillo del paciente. Cuando se realiza cualquier tipo de marcha,
la parte inferior rota respecto de la rodilla y de la cadera, es decir, el siste-
ma de ejes que va a estar midiendo la aceleracion va a estar rotando por lo
que los resultados no serian correctos. Este problema se resuelve planteando
una analogia entre el trote y un salto, igualando el impulso que se realiza en
ambas actividades. Para ver este desarrollo se puede ir a la seccion 2.1.

Para minimizar el movimiento relativo entre el tobillo y los acelerémetros,
mediante cinta adhesiva se fijo el instrumento de medida al pie izquierdo del
paciente, como se puede ver en la figura C.2.

Luego se realizaron tres ensayos:
» Ensayo 1: Caida libre desde distintas alturas, con un mismo calzado.
» Ensayo 2: Caida libre desde la misma altura, con diferentes calzados.

» Ensayo 3: Caminata en el lugar, sin calzado.
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Figura C.2: Acelerémetros axiales, a 90 grados, fijados mediante cinta adhe-
siva al pie izquierdo del paciente.

Instrumental y software utilizado

Se utilizé instrumental y software National Instruments provistos por el
Laboratorio de Mecénica Experimental (LabMEX) con los cuales se regis-
traron las senales de los acelerémetros prestados por el Grupo Mecéanica de
Materiales. El software es una plataforma de desarrollo de aplicaciones para
la adquisicion y procesamiento de datos experimentales en un entorno visual
tipo dataflow. Con esta plataforma se utilizé un programa que comanda el
médulo de adquisicion National Instruments NI-SCXI-1000,fig C.3, el cual
gestiona la conexion con el hardware y luego guarda a disco los datos de
aceleracion registrados por los acelerémetros. En la figura C.5 se puede ver
que los datos que se extrajeron se los tuvo que multiplicar por un factor de
9,857 debido a la escala que utiliza. En la figura C.4 se puede ver el diagrama

en bloques mediante el cual se obtienen los datos.
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Figura C.3: Equipo NI-SCXI-1000 provisto por el Laboratorio de Mecanica
Experimental (LabMEX).

Figura C.4: Diagrama en bloques que utiliza el programa para obtener los

resultados.

Figura C.5: Escala del programa utilizado.
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Figura C.6: Paciente con el equipo instalado para realizar el ensayo 1.

C.1. Ensayo 1: Caida libre desde distintas al-
turas, con un mismo calzado.

El objetivo de este ensayo es analizar la influencia de la altura sobre el
impacto en el tobillo del paciente y para comparar con los resultados obte-
nidos en la seccién 2.1. En esa seccion se llega a que la altura equivalente
es de aproximadamente 23 cm. Hay que tener en cuenta que se esta supo-
niendo que el choque seria perfectamente elastico, lo cual no es asi. Al final
de este ensayo se va a poder definir verdaderamente una altura equivalente,
experimental, comparable con realizar un trote. En la figura C.6 se observa

al paciente durante la realizacion del ensayo.

En este ensayo se procedié con dejar caer al sujeto desde las alturas de 13,
18, 30, 43 y 62 cm, figura C.7. El mismo se realizé con zapatillas especiales
para hacer deporte y con plantillas ortopédicas. Para las primeras 3 alturas,
el sujeto cayo seis veces y para las tltimas 2, tres. Luego, se obtuvo la media

y el error del conjunto de mediciones.
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) Caida desde 13 cm. ) Caida desde 18 cm
) Caida desde 30 cm. ) Caida desde 43 cm.

(e) Caida desde 62 cm.

Figura C.7: Imégenes durante el ensayo 1.

En la figura C.8, se puede ver algunos de los resultados de los ensayos.
Para las primeras 3, como las alturas eran menores, permitia al paciente

volver a realizar un salto en esa misma prueba.
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(e) Caida desde 62 cm.

Figura C.8: Resultados de una prueba para cada caso a modo de ejemplo.
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Altura [em] | Pico de aceleracién [a/g] | £AAc [a/g]
13 9.90 1.30
18 15.13 2.63
30 15.51 0.80
43 20.64 3.06
62 29.77 1.15

Cuadro C.1: Media y dispersién de las mediciones realizadas durante el en-
sayo.

En la tabla C.1 se presenta el analisis estadistico realizado para las mues-
tras tomadas. Se obtuvo el promedio del pico de aceleracion obtenido para

cada altura analizada y el error asociado.

En la figura C.9 se grafica el promedio del pico de aceleracion en funcién de
la altura de caida. Se puede ver como va aumentando a medida que aumenta
la altura. EI cambio de pendiente en 30 cm que se observa se puede atribuir

a la manera de caer.

Entre los 18 y los 30 cm se encuentra el rango de valores que se puede
tomar como valido como para hacer una comparacién con el trote; similar
a los resultados obtenidos en la seccién anterior. Se puede ver que en este
intervalo el pico de aceleracion que se midi6 experientalente se encuentra en el
mismo valor, 15 a/g. Teniendo en cuenta la experiencia del paciente, el salto
realizado desde 18 cm de altura fue el mas cercano al trote, por lo que seréd

utilizado como referencia para el calculo utilizando modelos matemaéticos.

C.2. Ensayo 2: Caida libre desde la misma
altura, con diferentes calzados.

El objetivo de este ensayo es analizar la influencia del calzado sobre el
impacto en el tobillo. Se utilizaron los mismos elementos que en el ensayo
anterior. Se realiz6 para una altura de 18 cm. Los calzados utilizados se

pueden ver en la figura C.10.
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Figura C.9: Variacién de aceleracion en el tobillo, a partir de una caida libre a
distintas alturas, con zapatillas especiales para hacer deporte y con plantillas

ortopédicas.

(a) Zapatilla y plantilla b) Alpargatas.
ortopédica.
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(¢) Crocs. (d) Sin calzado.

Figura C.10: Calzados utilizados en el desarrollo del ensayo 2.

En la figura C.11, se pueden ver algunos de los resultados de los ensayos.
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En la tabla C.2 se resume el analisis estadistico realizado.
Arsmoacatn bzt [agd oa Termpn e Ao '-':"\-"‘:| ol v Thearp
I
| - |
(a) Zapatilla y plantilla ortopédica. (b) Alpargatas.
(¢) Crocs. (d) Sin calzado.
Figura C.11: Resultados de una prueba para cada caso a modo de ejemplo.
Tipo de calzado Pico de aceleracion [a/g] | =AAc [a/g]
Zapatilla para correr con plantilla ortopédica. 14.79 0.51
Alpargatas. 17.01 0.41
Crocs. 16.64 0.31
Sin calzado. 19.65 0.63

Cuadro C.2: Media y dispersién de las mediciones realizadas durante el en-

sayo.

Haciendo un resumen de los resultados y graficando (figura C.12) se puede
ver que con unas zapatillas para correr y plantilla ortopédica se logra reducir
el impacto un 25 % respecto a realizar la misma accién descalzo. Ademads

se puede concluir que la variacion del calzado influye directamente en la

variacién de aceleracién que sufre el tobillo al realizar actividad fisica.
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Aceleracion total [alg)

1 1
Zapatilla + plantilla Descalzo Crocs Alpargatas

Calzado

Figura C.12: Variaciéon de aceleracién en el tobillo, a partir de una caida libre
a 18 cm, con distintos calzados.

C.3. Ensayo 3: Caminata en el lugar, sin cal-
zado.

Este ensayo se realizé con el fin de poder conocer la maxima aceleracion
tolerable en el tobillo del paciente. Se sabe que una caminata, con calzado o
sin €I, no genera dolor ni molestias en el sujeto. Este ensayo es el de mayor
subjetividad y a la vez el mas importante ya que a partir de él se fija la
maxima aceleracién mediante la cual se va a disenar el dispositivo ortésico.
El mismo consiste en fijar los acelerémetros axiales, a 90 grados, al tobillo

del paciente y que este camine en el lugar.

Se realiz6 sin amortiguacion externa, es decir, sin calzado, para poder
medir la maxima aceleracién que se puede generar en el momento de impacto
durante la caminata sin que se vea atenuada por algin dispositivo. En la
figura C.13 se pueden observar los intentos realizados. El resumen del andlisis
estadistico asociado se muestra en la tabla C.3. Se puede ver el promedio del
pico de aceleracién obtenido.
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Acaleracian tatal [a‘g] vs Tiempo [s]
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Figura C.13: Resultados de una de las pruebas a modo de ejemplo.

Tipo de calzado | Pico de aceleracién [a/g] | £AAc [a/g]
Sin calzado. 6.33 0.68

Cuadro C.3: Media y dispersién de las mediciones realizadas durante el en-
sayo.

Esto sirve para obtener un valor experimental, empirico, de hasta cuanto
se deberia disminuir esa variacion de aceleracion durante el trote en el tobi-
llo para evitar dolor y molestias. Debido a que la dindmica de la caminata
podria implicar aceleraciones mayores, y la dificultad para medirla con las
herramientas disponibles, se considera que el limite permisible que no genera
dolor es un 30 % mayor al pico que se midié en estas condiciones, es decir,
de 10 a/g.



Apéndice D

Materiales a evaluar

Se realizé una revision bibliografica para obtener ensayos DMA de
elastémeros comerciales que posiblemente se adapten a lo que se esta bus-

cando. A continuacion se muestra cada uno de ellos.

D.1. Sorbothane

Sorbothane es la marca de un polimero de uretano viscoelastico sintético
que se utiliza como amortiguador de impactos y amortiguador de vibracio-
nes. El material combina algunas de las propiedades del caucho , la silicona
y otros polimeros eldsticos . Se considera un buen material amortiguador
de vibraciones, un aislante actstico y muy duradero. Esta marca ofrece el
material con distintos grados de dureza.

Los ensayos DMA obtenidos fueron realizados a temperatura ambiente,
figura D.1.

D.2. Caucho de cloropreno (CR)

Posee una amplia variedad de aplicaciones, como aparatos ortopédicos
(mufieca, rodilla, etc.), aislamiento eléctrico, liquidos y hojas o membranas
elastoméricas, tapajuntas y correas de ventilador del automévil, entre otras.

El ensayo DMA se realizé en el modo multifrecuencia entre 1 Hz y 10 Hz
a una velocidad de calentamiento de 2 K/min. En la figura D.2 se puede ver
que se realizo el ensayo para 2 tipos de CR. Cr vulcanizado (curva negra) y

sin vulcanizar (curva roja).
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Figura D.1: Ensayo DMA realizado para el Sorbothane.[15]
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Figura D.2: Ensayo DMA realizado para CR vulcanizado y sin vulcanizar.
Médulo de almacenamiento vs T [C] y Tan § vs T[C]. [16]

D.3. Caucho de nitrilo (NBR)

Es un copolimero de caucho sintético de acrilonitrilo (ACN) y butadieno.
La capacidad del NBR para soportar un rango de temperaturas de -40 a 108
grados Celsius lo convierte en un material ideal para aplicaciones aeronauti-
cas. El nitrilo butadieno también se utiliza para crear articulos moldeados,
calzado, adhesivos, selladores, esponjas, espumas expandidas y alfombras pa-
ra el suelo.

El ensayo DMA que se obtuvo en la bibliografia, figura D.3, se realizé con
una frecuencia fija de 1.5 Hz a una velocidad de calentamiento de 3 K/min.
Se puede ver que se realizé para distintas mezclas de NBR con Norsorex. Este

proyecto final se centrara inicamente en las curvas pertenecientes al NBR.

D.4. Poliuretano

El poliuretano (PUR) es un polimero que se obtiene de bases hidroxilicas
combinadas con diisocianatos. Los poliuretanos se clasifican en dos grupos,
definidos por su estructura quimica, diferenciados por su comportamiento
frente a la temperatura. De esta manera pueden ser de dos tipos: Poliureta-

nos termoestables o Poliuretanos termoplasticos. Los poliuretanos termoes-
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Figura D.3: Ensayo DMA realizado para el caucho de nitrilo (NBR).[17]
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Figura D.4: Ensayo DMA realizado para el PUR.[18§]

tables mas habituales son espumas, muy utilizadas como aislantes térmicos,
y como espumas resilientes. Entre los poliuretanos termoplasticos méas habi-
tuales se destacan los empleados en elastomeros, adhesivos selladores de alto
rendimiento, suelas de calado, pinturas, fibras textiles, sellantes, embalajes,

componentes de automovil, entre otras.

El ensayo DMA de la figura D.4 fue realizado a 1 Hz y a una velocidad

de calentamiento de 2 K/min.

D.5. Silicona

La silicona es un polimero inodoro e incoloro hecho principalmente de
silicio. Pueden ser elastomeros y aceites lubricantes. Algunas caracteristicas
pueden ser: es resistente a temperaturas extremas (-60 a 250 grados Celsius),
resistente a la intemperie, ozono, radiacién y humedad, excelentes propieda-
des eléctricas como aislador, gran resistencia a la deformaciéon por compre-

sién, entre otras.

En la figura D.5 se puede ver el ensayo DMA obtenido para silicona sin

vulcanizar. La medicion se realizé a 1 Hz y una velocidad de calentamiento
de 2 K/min.
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Figura D.5: Ensayo DMA realizado para silicona.[16]

D.6. Caucho butilico

El caucho butilico es impermeable al aire y se utiliza en muchas aplicacio-
nes que requieren una estanqueidad de caucho. Se utiliza en la fabricacién de
adhesivos, productos quimicos agricolas, compuestos de fibra 6ptica, cAmaras
pelota, masillas y selladores, film transparente, los fluidos eléctricos, lubrican-
tes, papel y pulpa, productos de cuidado personal, pigmentos concentrados,
modificacién de caucho y polimeros, para proteger y sellar ciertos equipos
para su uso en areas donde las agentes quimicos estan presentes, aditivo para

la gasolina y el combustible diésel e incluso en la goma de mascar.

El ensayo DMA obtenido se puede ver en la figura D.6. Se trata de el
caucho butilico SOPP, de alta amortiguacién. El ensayo fue realizado a 1 Hz

y una velocidad de calentamiento de 2 K/min.

D.7. Poly (ethyl acrylate) (PEA)

Para el ensayo DMA que se ve en la figura D.8 fue utilizado el material
PEA-co-IP. El mismo fue realizado para distintas frecuencias y una velocidad

de calentamiento de 2 K/min.
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Figura D.6: Ensayo DMA realizado para caucho butilico SOPP.[19]
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Figura D.8: Ensayo DMA realizado para PEA-co-IP. [20]
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D.8. Mezcla de CR y NBR

Se trata de una mezcla particular de Caucho de nitrilo (NBR) y Caucho
de cloropreno(CR). La composicién es 24.4 % de NBR, 24.4% de CR, 5.4 %
de agentes vulcanizantes, 9 % de plastificantes y 33,7 % de relleno. El ensayo
DMA se ve en la figura D.7. Fue realizado para distintas frecuencias y una

velocidad de calentamiento de 2 K/min.
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Apéndice E

Deduccién del desarrollo del
modelo de Zener para resolver
con Runge kutta 4

Se parte de un modelo de un grado de libertad con la configuracion de

elementos elasticos y amortiguador como se aprecia en la figura E.1.

Figura E.1: Modelo de Zener.

Se considera que la constante del resorte ky es un multiplo del resorte k;:
ko = Nk;. Se plantea un sistema de dos ecuaciones diferenciales para analizar
su comportamiento, a partir de Haro Silva et.al. [21]:

m-&=—k(r—xy—Lo)—c(&—%1)—m-g (E.1)
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C(l‘ - 1]1) =N- kl(l’l — L9 — L()l) (E2)

Se reemplaza la ecuacién (E.2) en (E.1) y se obtiene:

m-i& = —ki(x — 23— Lo) = N -ki(z1 —22 — Lor) —m g (E.3)

Es necesario despejar ;. Derivando E.3 respecto del tiempo se obtiene:

De esta manera se obtiene la expresion de 2;:

N N -k

Reemplazando la ecuacién (E.5) en (E.1) se obtiene la ecuacion diferencial

de movimiento del sistema:

. 1 N +1
N T Hmer+T-c +ki-x4+(m-g—ky-Lo) = ky-xo+3o-C: ]—\if_ (E.6)
Haciendo x5 = 0, se obtiene la expresion final:
i o Nk, k k¥ N ky - N
T4 Lpi (N41) =4z (m-g—ky - Lo)— =0 (E.7)
c m c-m c-m
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Plano de la entresuela
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