UNIVERSIDAD NACIONAL DE MAR DEL PLATA

Facultad de Ingenierfa

Estudio del Comportamiento Mecanico del

Hueso Trabecular Mediante Técnicas de
Homogenizacion

Trabajo presentado por

Ariel A. Ibarra Pino

para optar por el grado académico de

Magister Scientiae en Ciencia y Tecnologia de Materiales

Trabajo desarrollado en el
Instituto de Investigaciones en Ciencia y Tecnologia de
Materiales,
INTEMA (UNMdP-CONICET)

Mar del Plata, Buenos Aires, Argentina

Director: Ph.D. Adrian P. Cisilino
Co-director: Dr. Mirco D. Chapetti

Octubre de 2011



“RINFI

Y ——
REPOSITORIO INSTITUCIONAL

INTEMA | FACULTAD DE INGENIERIA | UNMDP

RINFI se desarrolla en forma conjunta entre el INTEMA vy la Biblioteca de la Facultad de
Ingenieria de la Universidad Nacional de Mar del Plata.
Tiene como objetivo recopilar, organizar, gestionar, difundir y preservar documentos
digitales en Ingenieria, Ciencia y Tecnologia de Materiales y Ciencias Afines.
A través del Acceso Abierto, se pretende aumentar la visibilidad y el impacto de los
resultados de la investigacién, asumiendo las politicas y cumpliendo con los protocolos y

estandares internacionales para la interoperabilidad entre repositorios

mTREEE sta obra esta bajo una Licencia Creative Commons Atribucion-

NoComercial-Compartirlgual 4.0 Internacional.



http://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/
http://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/

UNIVERSIDAD NACIONAL DE MAR DEL PLATA

Facultad de Ingenierfa

Estudio del Comportamiento Mecanico del

Hueso Trabecular Mediante Técnicas de
Homogenizacion

Trabajo presentado por

Ariel A. Ibarra Pino

para optar por el grado académico de

Magister Scientiae en Ciencia y Tecnologia de Materiales

Trabajo desarrollado en el
Instituto de Investigaciones en Ciencia y Tecnologia de
Materiales,
INTEMA (UNMdP-CONICET)

Mar del Plata, Buenos Aires, Argentina

Director: Ph.D. Adrian P. Cisilino
Co-director: Dr. Mirco D. Chapetti

Octubre de 2011






Resumen

En este trabajo se desarrollan e implementan herramientas numeéricas para el
analisis mecénico multiescala del hueso trabecular y, las herramientas computacio-
nales para la reconstrucciéon de modelos tridimensionales de la geometria trabecular
a partir de imégenes médicas.

Se presenta una revision de los métodos de homogenizacién. Sus caracteristicas
son analizadas y discutidas considerando su aplicaclén al hueso trabecular. A partir
de los resultados de este estudio, se seleccionan a los métodos de homogenizacion
directa y asint6tica como los mas adecuados para computar el tensor de elasticidad
del material aparente que caracteriza el comportamiento mecénico de una muestra
de hueso trabecular.

Los métodos de homogenizaciéon directo y asintético se implementan numérica-
mente usando el método de los elementos finitos. Con este propésito, varios progra-
mas se implementaron usando Matlab y Abaqus. La implementacion de los métodos
de homogenizacion se discute detalladamente. Las formulaciones e implementaciones
se verifican y validan. De este modo, se demuestra que el método de homogenizacion
asintotica provee los mejores resultados para el analisis del hueso trabecular

Se presenta un novedoso procedimiento para la construccion de los modelos de
elementos finitos de la geometria trabecular. Este procedimiento permite analizar
muestras detalladas de hueso trabecular discretizadas con elementos hexaédricos.
Se propone un nuevo indice para la evaluacién de la calidad de la representacion
geométrica de los modelos reconstruidos.

Se presenta una revisiéon de las técnicas disponibles para la medicion de las pro-
piedades eléasticas del tejido trabecular. Se determina que las técnicas de indentacién
instrumentada son las méas adecuadas. Por consiguiente, se desarrollaron e imple-
mentaron procedimientos para la conservaciéon, preparacion y ensayo de muestras
de hueso trabecular. Las propiedades del tejido trabecular se emplean luego como
datos de entrada para los estudios de homogenizacion.

Finalmente, los procedimientos numéricos y experimentales desarrollados e im-
plementados en este trabajo se aplican a una muestra de hueso trabecular de origen
bovino.



Abstract

This thesis is devoted to the developing and implementation of a computational
and experimental procedure for multi-scale analysis of the mechanical properties of
the trabecular bone.

A review of homogenization methods in the context of linear elasticity is presen-
ted first. The pros and cons of the different techniques are analyzed and discussed
considering its application to trabecular bone. As a result, the direct and asym-
ptotic homogenization methods are selected as the most suitable techniques for the
computation of the homogenized apparent elastic tensor of trabecular bone samples.

The direct and asymptotic homogenization methods are numerically implemen-
ted using the finite element method. To this end, a number of programs are developed
using Matlab and Abaqus. Implementation issues are discussed in detail. The for-
mulations and implementations are verified and validated. As a result of verification
and validation analyses, the asymptotic homogenization method is found to provide
the best results for the analysis of trabecular bone.

A novel procedure to build finite element models of the trabecular architecture
from microtomographic images is developed. The procedure enables analysis of tra-
becular bone in full detail using hexahedral elements. A new index is proposed to
assess the quality of the finite element reconstruction.

Experimental techniques available in order to measure the elastic properties of
trabecular tissue are reviewed. Instrumented indentation is found to be the most
suitable. Thus, procedures for storage, preparation and testing of trabecular bone
samples are developed and implemented. The elastic properties of trabecular tissue
are input data for the homogenization analyses.

Both, experimental and numerical procedures developed and implemented in the
thesis, are applied for the homogenization of samples of bovine trabecular bone.
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CAPITULO 1

Introduccion

1.1. Contexto y motivaciéon

Durante las dltimas décadas, el empleo de protesis para el reemplazo de arti-
culaciones se ha convertido en una préctica habitual de la cirugia ortopédica. Sin
embargo, la fijacién de las protesis al hueso es uno de los mayores problemas en el
disefio de implantes. Se ha reportado que las prétesis cementadas implantadas en
pacientes jovenes tienen tasas de falla del orden del 33% dentro de un periodo de
5 a 15 afios posteriores a su implante (Dorr et al., 1990). En muchos casos, esto
es consecuencia del deterioro mecanico de la fijacién debido al llamado proceso de
adaptaciéon o remodelado del tejido 6seo.

El proceso de adaptacién 6sea consiste en la diferenciacion del tejido germinal
a fibroso y de cartilago a hueso. Los osteoclastos y osteoblastos construyen las mi-
croestructuras caracteristicas del hueso cortical (tejido denso y compacto que forma
la pared externa de los huesos) y trabecular (tejido poroso ubicado en el interior
de los huesos) (Frost, 1988). Se estima que este proceso de adaptacion estructural o
remodelado esta gobernado por leyes mecénicas (Wolff, 1892).

Las teorias de remodelado actuales consideran que algtn tipo de estimulo es res-
ponsable de la composicién, forma y densidad de la estructura ésea. Los mecanismos
que gobiernan este proceso se clasifican segiin corresponda su aplicacion al tejido
cortical o trabecular (Hart, 2001). En particular, para éste tltimo se dispone de las
teorias de elasticidad adaptiva (Cowin, 1986), densidad de energia de deformacion
(Carter et al., 1987), dafio mecénico (Levenston y Carter, 1998), (Garcia Aznar,
1999) y, de funciones de influencia para predecir la densidad y orientacion de las
trabéculas (Mullender et al., 1994).

Las teorias enumeradas precedentemente emplean varios pardmetros de ajuste
y métodos empiricos para relacionar la respuesta mecanica de porciones de tejido
6seo con su comportamiento mecénico global. Muchas de ellas utilizan suposiciones
acerca de la simetria material del hueso trabecular!, siendo la més comun la hipétesis
de ortotropia. Asi, se omite la influencia de las caracteristicas microestructurales
(espesor de las trabéculas, arreglo y orientacion de las fases, etc.) sobre la respuesta
aparente de la muestra o se condiciona la respuesta de dicha muestra. Dicho de otro
modo, las mencionadas teorias de remodelado no incorporan informacién acerca de
la. microestructura 6sea en forma explicita, por lo tanto al ser empleados para la
prediccién del comportamiento del sistema hueso-implante, los resultados obtenidos

!Entiéndase que nos referimos a hueso trabecular cuando consideramos una muestra de hueso
compuesta por las fases tejido y hueco.
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proveen de informacién incompleta acerca de lo que ocurre en la intercara de la
fijacion. Ademas, presentan poco valor para el estudio del proceso de remodelado
en si mismo, un 4rea de intenso trabajo e investigacion en la actualidad.

Para evaluar el efecto macroscopico del remodelado interno es necesario vincular
las multiples escalas de problema. Parra ello, puesto que el hueso puede considerarse
como un material heterogéneo (Keaveny et al., 2001), pueden emplearse los métodos
de homogenizacion desarrollados para el estudio de materiales polifasicos. Con éstos
meétodos, la respuesta mecanica aparente de una muestra de hueso trabecular, o las
propiedades globales que caracterizan dicha respuesta, resulta una funcién de las
propiedades mecanicas del tejido y su arquitectura (van Rietbergen et al., 1995).
Dada la compleja geometria trabecular el uso de técnicas numéricas, tipicamente el
método de los elementos finitos, en conjunto con los métodos de homogenizaciéon se
hace mandatorio.

Numerosos especialistas consideran que los esquemas de homogenizacién y las
técnicas numeéricas pueden proveer de una base para el entendimiento tanto del pro-
ceso de adaptacion, como para la mejora y diserio de implantes, (Ching-Chang et al.,
1996; Hollister, 2005). Pero los beneficios de una combinacion entre las técnicas de
homogenizacién y las numéricas no se limitan al estudio biomecanico éseo, sino que
pueden ser de utilidad para una moderna rama de la bioingenierfa, la ingenieria
de tejidos. Esta ultima rama, emplea un novedoso concepto para la reparacion de
tejidos y 6rganos que consiste en el transplante de biofactores dentro de un material
poroso y degradable conocido como “scaffold” (Hollister et al., 2005). Estos com-
ponentes requieren de un cuidadoso diseno en una escala métrica que va de los 10
a los 1000 micréometros y juegan un importante papel en la regeneracion del tejido
al preservar su volumen, permitir la liberacién de biofactores y, en la provision del
soporte mecanico temporario necesario durante el periodo de remodelado y repara-
cion (Hollister et al., 2005). El disefio de “scaffolds” con propiedades mecénicas y
de transporte de masa especificos e incluso la estimacion de su degradacién, al igual
que las teorias de remodelado 6seo, requiere de un marco de estudio multiescala.

1.2. Objetivos y alcance

Este trabajo se enmarca dentro de un proyecto que tiene como objetivo desa-
rrollar una herramienta computacional para el analisis biomecanico predictivo del
comportamiento 6seo que, incorporando el proceso de adaptacién del tejido a escala
microscopica, contribuya a la mejora del disefio de prétesis e implantes intracorpé-
reos, el desarrollo de scaffolds y, brinde un marco para la evaluacién de teorias de
remodelado a escala microestructural.

Para llevar a cabo este ambicioso proyecto se han establecido las siguientes eta-
pas: estudio micromecdanico, estudio e implementacién de teorias de remodelado a
nivel microscopico y el analisis multiescala del proceso de adaptacién en piezas 6seas
completas.
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El presente trabajo comprende la primera etapa de estudio micromecénico y
tiene objetivo desarrollar e implementar las herramientas numéricas para el andlisis
mecénico multiescala del tejido 6seo, en particular, del hueso trabecular. Para ello,
se evalian y seleccionan métodos para la estimacién de las propiedades mecanicas
macroscopicas del hueso trabecular a partir de sus caracteristicas microscépicas, esto
incluye ademas, la determinacion experimental de los pardmetros fisicos que tales
métodos requieren.

Los métodos de homogenizacién necesitan de una adecuada descripcién de la
microestructura del hueso trabecular a efectos de que las estimaciones de tensién y
deformacion (o de cualquier otro estimulo mecanico bajo consideracion), sean repre-
sentativas del estado in situ. Por este motivo, otro objetivo de este trabajo consiste
en desarrollar e implementar las herramientas computacionales para la construccién
de modelos de elementos finitos del hueso trabecular a partir de imagenes médicas.

1.3. Estudio mecanico 6seo: Antecedentes

La biomecéanica puede considerarse como la ciencia dedicada a estudiar la me-
céanica de los seres vivos para entender su funcionamiento y predecir su comporta-
miento (Turner y Burr, 2001). Uno de sus objetivos principales es caracterizar el
funcionamiento de los sistemas vivos en un intento por comprender la “operacién”
de los tejidos y 6rganos vivos desde un punto de vista mecanico. De este modo, tanto
la prediccién de los cambios debido a los estimulos que sufren dichos sistemas, como
la propuesta y el desarrollo de métodos o procedimientos de intervencién artificial
sobre los mismos, quedan englobados por esta disciplina (Garcia Aznar, 1999).

Las primeras publicaciones de biomecénica aplicada al tejido 6seo datan del siglo
diecinueve. En una de ellas, Wolff sent6 las bases de lo que hoy se conoce como re-
modelado o adaptacion 6sea (Wolff, 1892). Pese a que en las décadas siguientes hubo
algunos intentos en formular una teorfa constitutiva del modelo de adaptaciéon dsea,
no fue sino hasta después de la aparicién de las primeras computadoras que el interés
en el estudio mecanico de piezas dseas fue impulsado nuevamente (Garcia Aznar,
1999; Cowin, 2001).

El principal método numérico empleado para el estudio de piezas dseas es el
método de los elementos finitos. En sus principios, se utilizé para el analisis de piezas
6seas considerando al hueso como un material homogéneo y continuo. Posteriormente
se empled para el analisis de dispositivos de fijacién y, eventualmente en el estudio
combinado de proétesis de articulaciones. Una interesante revisién de los primeros
trabajos en este campo puede hallarse en Huiskes y Chao (1983), mientras que
los aspectos histéricos pueden encontrarse en forma cronologica en Garcia Aznar
(1999). No obstante, en aquellos primeros estudios no se consideraba la influencia
microestructura que era estudiada por separado (Hollister y Kikuchi, 1994), de hecho
el hueso era considerado como un material isétropo.

Si bien buena parte de los primeros trabajos en biomecénica ésea y ortopedia em-
pleando herramientas numeéricas se centraron en la estimacién de tensiones en piezas
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6seas e implantes, las décadas siguientes trajeron consigo un interés en el desarrollo
de correlaciones para la prediccién de los cambios en la estructura macroscépica dsea
a partir de reglas mateméaticas que contemplaban el estimulo y la geometria del hue-
so (Huiskes y Hollister, 1993). Nuevamente, el método de los elementos finitos fue
empleado en forma intensiva, esta vez usando esquemas de adaptacién tipicamente
iterativos. La mayoria de estos trabajos se basaron en los desarrollos de Cowin y
Hegedus (1976).

La limitacién de los modelos del continuo se hacia evidente conforme se avanzaba
hacia una teoria de remodelado que no consideraba al hueso como un material iso-
tropico. Pese a que se realizaron esfuerzos tendientes a predecir el comportamiento
mecénico del hueso trabecular empleando medidas escalares de masa o densidad, el
uso de estos métodos no permite predecir las importantes diferencias en resistencia
ni rigidez 6seas (Goldstein et al., 1993). Poco a poco, la llamada “simulacién de pro-
cesos” fue dando lugar a una nueva forma de estudiar el comportamiento mecanico
0seo, el “modelado microestructural” (Huiskes y Hollister, 1993).

El modelado microestructural del tejido 6seo se vio impulsado por la apari-
cién de dos técnicas de adquisicién de imagenes: la microtomografia computarizada
(microTC) y la reconstruccién serial a partir de cortes con microtomo?. Hasta el
desarrollo de estas técnicas, solo se habian empleado modelos idealizados de estruc-
turas trabeculares, ver Hollister et al. (1991); Sadegh et al. (1993); Luo et al. (1995)
y las referencias citadas alli. Por ejemplo, Hollister et al. (1991) construyé modelos
de elementos finitos de geometrias idealizadas de hueso trabecular haciendo que la
fraccion volumétrica Osea, el espesor de las trabéculas y su separacién resultasen
similares a los del hueso trabecular. Observo grandes discrepancias en la rigidez
respecto del hueso real por cuanto concluyé que para minimizar tales discrepancias
eran necesarios modelos mas precisos de la microestructura (Huiskes y Hollister,
1993).

Goldstein et al. (1993) analiz6 ciento cuatro probetas de hueso trabecular proce-
sando imagenes de microTC y determino que mas de un 80 % de las diferencias en el
comportamiento mecanico del hueso trabecular pueden justificarse considerando la
densidad y la orientacién del tejido. Posteriormente aparecieron numerosos articu-
los en los cuales se empleaban medidas estereologicas (Fyhrie et al., 1993; Goulet
et al., 1994; Kabel et al., 1999; Zysset, 2003) para estimar la orientacion trabecular
tanto en modelos idealizados como en aquellos obtenidos a partir de imagenes de
microTC, muchos de ellos basados en los conceptos presentados por Cowin (1985).
Otros autores, aprovecharon aquellos resultados para analizar la simetria material
de hueso trabecular: Cowin et al. (1991) propuso una férmula para la correccion de
los ejes de simetria material para hallar las direcciones principales de ortotropia. Por
su parte, van Rietbergen et al. (1996) consider6 que no siempre es posible disponer
de muestras de hueso alineadas segin los ejes principales de ortotropia y, propuso
el uso de un procedimiento de optimizacion para hallar el sistema coordenado que
mejor representa el comportamiento ortotrépico del hueso trabecular. Estos méto-

2Posteriormente se desarrollaron otras técnicas similares como la de desbaste.
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dos se basan en la premisa de que el hueso trabecular en equilibrio® se comporta de
forma ortotropa (Cowin, 2001).

Los resultados de varios investigadores Yang et al. (1996); van Rietbergen et al.
(1996); Cowin (2001); Cowin y Doty (2007) y las referencias en estos, permitieron
justificar inductivamente la hipétesis de ortotropia pero, también hicieron evidente la
necesidad de determinar las propiedades elasticas del hueso trabecular en direcciones
no necesariamente coincidentes con las principales, e incluso contemplar el caso
general de anisotropia fuera del equilibrio.

Pese a los numerosos intentos por determinar experimentalmente el comporta-
miento microscépico y macroscopico del hueso trabecular, el tamafno de las trabé-
culas y las condiciones de suportacion, entre otras, dificultan la tarea cuando se
emplean métodos de ensayo tradicionales (Liu et al., 1999; Rho y Pharr, 2000; As-
cenzi et al., 2000; Currey, 2006). Por este motivo se introdujeron métodos basados en
reconstrucciones tridimensionales de microestructuras éseas en conjunto con técni-
cas experimentales con el objeto de analizar los campos de tensiones y deformaciones
a nivel microestructural (van Rietbergen et al., 1995). Posteriormente, comenzaron
a aplicarse técnicas de homogenizacién ya que no requieren de suposiciones acerca
de las simetrias materiales, mediciones estereoldgicas ni de ensayos mecanicos a es-
cala macroscopica (Hollister et al., 1994; van Rietbergen et al., 1996). No obstante,
como indica Hou et al. (1998), en el analisis de los resultados hallados a partir de
modelos construidos usando de imagenes de microT'C se deben considerar aspectos
tales como la anisotropia y heterogeneidad del tejido, la sensibilidad de las propie-
dades determinadas y la fraccién volumétrica, el tamano del elemento empleado, la
influencia del procedimiento de construccién de los modelos y, del tipo de método
de homogenizacion usado (Hollister y Kikuchi, 1992). El presente trabajo se ocupa
en buena medida del analisis critico de tales aspectos.

1.4. Organizaciéon de este trabajo

Esta tesis esta organizada de la siguiente forma. Los Capitulos 2 y 3 constituyen
la primera parte de este trabajo. En el Capitulo 2 se describe la jerarquia 6sea
y, en funcién de los resultados reportados en la literatura, se justifica el enfoque
adoptado en este estudio. En el Capitulo 3 se presentan las nociones elementales
de la mecanica de medios continuos para materiales lineales elasticos, se describen
aspectos generales de los métodos de homogenizacion, se incorporan los conceptos
de separacién de escalas, de elemento de volumen de representativo en el sentido
convencional y, se presentan los teoremas de acotacion.

El Capitulo 4 constituye la segunda parte del trabajo. En él se presenta el prin-
cipio de funcionamiento de los tomégrafos empleados para la obtencién de imagenes
meédicas. Ademas, se describen los procedimientos desarrollados para la construc-
cion de los modelos tridimensionales de geometrias dseas. Se analizan criticamente
las principales fuentes de error y se proponen alternativas para su mitigacion. Tam-

3Esto es, cuando los estimulos se encuentran dentro de un rango que no provoca remodelado.
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bién se introduce un nuevo parametro o indice (IG) como medida cuantitativa de la
calidad de la representaciéon geomeétrica de los modelos. Finalmente se presentan y
discuten los resultados de algunos casos de estudio.

Los Capitulos 5 a 8 forman la tercera parte del trabajo. En los Capitulos 5 y
6 se describen en detalle los llamados métodos de homogenizacion directo y asin-
totico y su implementacion aplicados al analisis del tejido trabecular?. Se discute
la influencia de las condiciones de contorno y el tamano de la muestra sobre las
componentes del tensor de elasticidad del material aparente estimadas mediante ca-
da uno de los métodos. En el Capitulo 7 se presenta la verificacién y validaciéon de
las herramientas computacionales implementadas. Con este objeto, ambos métodos
de homogenizacién se aplican a modelos con solucién analitica, a modelos idealiza-
dos de trabéculas (en dos y tres dimensiones) y a modelos construidos mediante el
procedimiento descrito en el Capitulo 4. Se analizan aspectos tales como el tipo de
elemento, las condiciones de contorno, la influencia de la calidad de la representa-
cién y se define cudl de los métodos de homogenizacién implementados resulta mas
adecuado para el estudio del comportamiento mecéanico del hueso trabecular. En el
Capitulo 8 se presentan los protocolos y procedimientos desarrollados para la de-
terminacién experimental del médulo de elasticidad del tejido trabecular mediante
indentacién instrumentada. Estos procedimientos y protocolos se aplican para hallar
el modulo de elasticidad de una muestra de tejido bovino.

La cuarta y dltima parte de este trabajo constituye un ejemplo de aplicacién. En
el Capitulo 9 se reporta la aplicacion de los métodos y procedimientos desarrollados
a una muestra de hueso trabecular bovino.

Finalmente las conclusiones principales de este trabajo se resumen en el Capi-
tulo 10 donde también se proponen algunos trabajos futuros. Ademas, este trabajo
contiene 7 apéndices, con el material no incluido en el cuerpo de los capitulos a
efectos de no entorpecer la presentacién.

4Es necesario aclarar que tales métodos son generales y su aplicacion al tejido trabecular no
excluye otras aplicaciones, ver Capitulo 3.



CAPITULO 2

Descripcion del hueso trabecular

Se presentan las caracteristicas jerarquicas del hueso comenzando con las dife-
rencias entre el hueso cortical y trabecular. Puesto que buena parte de los procesos
de remodelado ocurren en las superficies y dada la elevada relacién entre la super-
ficie y volumen de tejido, en el resto del trabajo nos concentraremos en el estudio
del hueso trabecular.

Con el objeto de comprender el comportamiento mecéanico del hueso trabecular se
efectiia una revision bibliografica acerca de los métodos empleados para determinar
sus propiedades mecanicas.

2.1. Composicién y escalas del hueso

Los huesos estédn formados por un material heterogéneo con una microestructura
compleja optimizada para soportar cargas funcionales. Su baja masa y su elevada
rigidez y resistencia permiten que un organismo pueda desplazarse minimizando los
costos metabolicos (Keaveny et al., 2001; Rincén Rincon et al., 2004).

El material de los huesos estd compuesto por fases orgdnicas e inorganicas y
agua. Aproximadamente 60 % en peso del hueso es inorganico, un 30 % es organico
y el 10 % restante es agua. Las evidentes diferencias en densidad hacen que desde un
punto de vista volumétrico estas proporciones sean 40, 35 y 25 % respectivamente.
La fase inorgéanica del hueso es un mineral ceramico de tipo cristalino que es una for-
ma impura! del fosfato de calcio llamada hidroxiapatita Caio(PO4)s(OH o (Kutz,
2002). La fase orgénica del hueso consiste de coladgeno (principalmente tipo I), alre-
dedor del 89 % en peso, el 11 % restante esta constituido por una mezcla de proteinas
no colagenas 2 y pequefias cantidades de lipidos y carbohidratos (Prat Pastor, 1999;
Bonucci, 2000).

El hueso posee una estructura jerarquica y heterogénea, Keaveny et al. (2001).
Tal estructura jerarquica se clasifica desde un punto de vista biolégico en cinco
niveles (Rho et al., 1998): la macroestructura en la cual se identifica el hueso tra-
becular y cortical; la microestructura, donde se identifican los canales harvesianos y
las osteonas; la sub-microestructura, del tamano de las lamelas; la nanoestructura
escala en la que se estudian las fibrillas de coladgeno y los minerales embebidos y; la

!Se dice que la hidroxiapatita no es pura, porque contiene cristales de apatita y otras impurezas
tales como el potasio, magnesio, estroncio y sodio (en el lugar de los iones calcio), carbonato (en
el lugar de los iones fosfato) y otras.

2Tales como la osteocalcina, osteonectina, sialoproteinas, proteoglicanos, etc.
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Fibrilla de i - g

Colageno Hueso Cortical Hueso Trabecular
Moleculadg = MACROESTRUCTURA
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Figura 2.1: Estructura jerdrquica del hueso (Adaptado de Rho et al. (1998) y Kea-
veny et al. (2001) con figuras de los anteriores, de Bonucci (2000) y Fyhrie y Kimura
(1999)).

sub-nanoestructura, nivel en el cual se analizan los constituyentes elementales y la
estructura molecular, Figura 2.1.

2.2. El hueso y el tejido trabecular como materiales
compuestos

El hueso trabecular resulta facil de identificar en los extremos de todos los huesos
largos (por ej. fémur) y en el centro de los huesos planos e irregulares (por ej. vérte-
bras). Si bien existen varios tipos de hueso trabecular, morfologicamente presentan
caracteristicas similares, como una especie de puntales (trabéculas) que encierran
poros conectados en tres dimensiones. Esta caracteristica ha llevado a muchos au-
tores a considerarlo como un so6lido celular poroso e interconectado (Keaveny et al.,
2001). Las fases que lo componen son el tejido trabecular y el espacio hueco lleno
de médula n vive. Las trabéculas se orientan en la direccién que el hueso presen-
ta mayor rigidez ddndole al hueso trabecular caracteristicas anisétropas. Por estos
motivos se lo considera como un material heterogéneo y anisétropo.

A lo largo de todo el trabajo efectuamos una diferencia entre el tejido trabecular
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v el hueso trabecular. Llamamos tejido al material del que “estan construidas” las
trabéculas, mientras que al compuesto formado por el tejido y el espacio intertrabe-
cular lo denominamos hueso?.

El tejido trabecular puede considerarse como un material heterogéneo formado
por una fase orgénica y otra inorganica. Con el objeto de predecir las propiedades
mecanicas del tejido a partir de las propiedades mecanicas de sus fases constituyentes
varios autores aplicaron teorias de materiales compuestos, ver Prat Pastor (1999)
v las referencias citadas alli. No obstante, los modelos existentes para el andlisis
del tejido trabecular y las fases que lo componen estan lejos de ser universalmente
aceptados y se ha indicado que la hipétesis del continuo es de dudoso valor en
esta escala métrica (Harrigan et al., 1988). Los estados actuales de la ciencia y
técnica impiden conocer el arreglo y disposicion de las fases* que componen el tejido,
por cuanto los valores de las predicciones efectuadas no pueden ser extrapolados a
casos generales y requeriria de un tratamiento estadistico intensivo, ver métodos en
Torquato (2002).

Otro enfoque consiste en suponer que la anisotropia del tejido tiene un efecto
despreciable sobre las propiedades del hueso trabecular. De este modo se puede
emplear un moédulo de elasticidad efectivo e isotrépico y un tnico coeficiente de
Poisson para caracterizar el comportamiento mecanico del tejido.

2.3. Propiedades mecanicas del hueso y el tejido
trabecular

El hueso trabecular fluye en compresién cuando la deformaciéon alcanza aproxi-
madamente el 1 % pero puede deformarse hasta un 50 % antes de perder su capacidad
de soportar cargas. Pese a presentar caracteristicas no lineales atn a bajas defor-
maciones, se ha observado experimentalmente que a tensiones menores que la de
fluencia, y mayores que una precarga, su comportamiento resulta lineal y elastico.
Puesto que las deformaciones fisiologicas que experimenta rara vez superan el 0,4 %5,
la teoria de deformaciones infinitesimales resulta adecuada para su estudio (Cowin,
1999).

Las propiedades mecénicas anisotrépicas dependen tanto de la porosidad como
el arreglo microestructural de las trabéculas individuales. Es este el motivo por el
cual las mediciones escalares, como las de densidad, fallan en su intento por estimar
el comportamiento mecénico global del hueso trabecular . Una buena parte de las
investigaciones en mecanica del hueso trabecular ha estado dedicada a comprender

3Esta notacién difiere de la empleada por Currey (2006).

4En la actualidad esto es imposible en forma no destructiva. Por otro lado, la informacién que
hoy se puede obtener es incompleta debido a las variaciones observadas en la orientacién lamelar y
la mineralizacion, entre otros factores. Algunos resultados recientes de estas investigaciones pueden
consultarse en Currey (2006) Cap. 5 y Rho et al. (1999).

5Los resultados experimentales a nivel del hueso completo sugieren que las deformaciones en el
rango fisiologico rondan entre los 500 y los 3200 microstrain (Hollister y Kikuchi, 1994).
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las contribuciones y los roles de la porosidad, arquitectura y propiedades del tejido
a nivel aparente (Kutz, 2002).

Las propiedades elésticas del hueso trabecular muestran variaciones importantes
considerando la edad de los individuos, su salud, la regién anatémica, la direccién
y el modo de carga (Morgan et al., 2003; Kutz, 2002; An y Draughn, 2000). En
particular, el médulo de elasticidad disminuye conforme la edad de los individuos
aumenta (Anglin et al., 1999). Se ha reportado que dicho médulo puede variar 100
veces dentro de una misma epifisis y hasta tres veces dependiendo de la direccién de
carga, ver por ejemplo la Figura 2.2. El médulo de elasticidad del hueso trabecular
resulta dificil de medir y es comin tener incertezas comparables con la magnitud
que se busca determinar. En la Tabla 2.1 se resumen los valores de los mdédulos
elasticos determinados por varios autores a partir de cilindros (o cubos) de entre 5 y
8 mm de radio (lado) a la compresién (An y Draughn, 2000)¢. Nétese que en todos
los casos las bandas de error o la dispersiéon son significativas.

Figura 2.2: Médulo elastico en Mpa en una seccién trasversal del extremo proximal
de una tibia humana. Tomada de Keaveny et al. (2001).

Se ha reportado que en algunas regiones de huesos sometidos a cargas de com-
presion, como en la cabeza femoral, la anisotropia del hueso trabecular aumenta con
la edad y la disminucion de la densidad (Kutz, 2002). El valor de carga de rotura
depende de los modos de carga. Los valores mas altos se obtienen en compresion
mientras que los més bajos se obtienen al corte. Las relaciones entre la resistencia
en compresiéon y traccidén y entre compresion y corte no son constantes y parecen
depender de los modulos de elasticidad y la densidad. Ambos, el médulo de elasti-
cidad y la resistencia, parecen depender en buena parte de la densidad aparente. Al

5No se tiene informacién acerca de la edad de los sujetos empleados para la extraccién de las
muestras.
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Region Referencia Moédulo de Elasticidad [Mpal]

Cabeza femoral Martens, 1983 900 £ 710

Fémur (proximal) Martens, 1983 616 + 707

Fémur (distal) Kuhn, 1989 298 + 224
Carter, 1977 entre 10 a 500
Odgaard, 1989 entre 103 y 1058

Tibia (proximal)  Linde, 1989 445 + 257

Vértebra Keaveny, 1997 165 £+ 110

Tabla 2.1: Mo6dulo de elasticidad del hueso trabecular (An y Draughn, 2000).

mismo tiempo, estas relaciones varfan segin los distintos tipos de hueso trabecular
debido a las variaciones en la regién anatémica, la edad y las enfermedades que
alteran la arquitectura trabecular. A los fines practicos es usual emplear relaciones
lineales y potenciales para describir la dependencia del médulo eldstico y resistencia
con la densidad aparente (Garcia Aznar, 1999; D’amico, 2005).

Es interesante observar que las deformaciones hasta fluencia y rotura del hueso
trabecular tienen solamente una dependencia débil, si es que existe, con la den-
sidad aparente y el médulo de elasticidad. Los resultados de un estudio disenado
para considerar las diferencias entre distintas regiones anatémicas muestran que las
deformaciones hasta fluencia son aproximadamente uniformes en una regién anatoé-
mica con desviaciones estandar de aproximadamente un décimo del valor medio pese
a que los valores medios sean diferentes en distintas regiones anatémicas (Keaveny
et al., 2001). Por estos motivos, “las deformaciones hasta fluencia pueden considerar-
se constantes dentro de una region pero heterogéneas entre las regiones” (Keaveny
et al., 2001). Sin importar cudl sea la region, las deformaciones hasta fluencia son
mayores en compresion que en traccion. Turner (1989) concluyd, a partir del analisis
de varias definiciones del punto de fluencia y del cero de deformacién, que las defor-
maciones en fluencia son isotrépicas pese a la anisotropia del médulo y resistencia,
al menos en el caso del hueso bovino.

A nivel de hueso completo el efecto de endurecimiento provocado por la pre-
sencia de la médula se considera despreciable excepto para altas velocidades de
deformacion (aprox. 10 strain/s), pese a que hay evidencia de que la restriccion de
la cascara cortical puede permitir algo de endurecimiento hidraulico in vivo bajo
cargas dinamicas (Kutz, 2002).

Debe notarse que los ensayos mecéanicos in vitro convencionales introducen erro-
res significativos en los datos. En parte debido al dano introducido durante las
etapas de corte de las probetas y al provocado cuando se comprimen muestras entre
las pletinas y mordazas de las maquinas de ensayo. Ademas, la friccion en las pleti-
nas provoca un estado de tension triaxial que puede resultar en una sobreestimacion
del médulo de elasticidad. Si las deformaciones se computan a partir de los despla-
zamientos de las pletinas, se pueden introducir importantes errores sistematicos y
aleatorios (An y Draughn, 2000).
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Ademas del evidente interés ortopédico en las propiedades del hueso trabecular a
nivel macroscopico, las propiedades del tejido también son estudiadas intensamente
puesto que es en esta escala donde se obtiene informacién fundamental para com-
prender el proceso de remodelado. En particular, en la escala del tejido, se puede
obtener informacién para disenar nuevas alterativas para el tratamiento de enfer-
medades tales como la osteoporosis y la artritis. La idea fundamental detras de este
enfoque es que los cambios provocados por éstas enfermedades resultan evidentes en
el nivel del tejido mucho antes de volverse aparentes en la escala macroscépica.

Las propiedades del tejido trabecular son las definidas por las trabéculas indi-
viduales, y han sido medidas mediante diversos métodos. Sin embargo, la forma
irregular y el pequenio tamarno de las trabéculas convierten a la tarea medicién en
un verdadero desaffo. En la Tabla 2.2 se reportan los médulos de elasticidad del teji-
do obtenidos por varios autores en distintas regiones anatémicas y, mediante varios
métodos de ensayo (Evans et al., 1990; Currey y Brear, 1990; An y Draughn, 2000;
Cowin, 2001; Currey, 2006).

Las diferencias entre las distintas regiones, sumada a la dispersién, en los modulos
de elasticidad determinados experimentalmente sumergieron al tema en una gran
controversia. Pese a que en la actualidad se reconoce la dependencia del médulo de
elasticidad con la region anatémica (y la especie), la cual es evidente en la Tabla
2.2, las correlaciones entre la dureza y el médulo de elasticidad propuestas por
Evans et al. (1990) (posteriormente reformuladas por Currey y Brear (1990)) aun
son ampliamente usadas. Notese que los menores moédulos de elasticidad fueron
obtenidos en la cresta iliaca pero mediante métodos que, pese a ser tradicionales,
resultan dificiles de aplicar a una dnica trabécula. En el fémur la diferencia entre
los distintos estudios es menor aunque una comparacion directa de los resultados
de Townsend (1975) y Runkle (1975) muestran diferencias del orden del 60 % en
muestras secas. Las diferencias son notablemente menores cuando se comparan los
resultados de Ashman (1988) y Zysset (1998) en muestras hidratadas pese a que
los métodos de medicion son distintos. Una observacion idéntica hizo Turner (1999)
usando nanoindentacién y microscopia acustica. Estos resultados permiten inferir
que in vivo el moédulo de elasticidad del tejido trabecular del fémur se encuentra entre
6 v 19 GPa. En la tibia los valores del médulo de elasticidad determinados mediante
diversos métodos se encuentran en el rango que van desde los 4,6 a 15 GPa en
muestras hidratadas. Sin embargo, los valores méas altos fueron obtenidos mediante
ultrasonido y ensayos de traccién, con todos los deméas métodos se obtuvieron valores
entre 4 y 8 GPa. Estos mismos rangos fueron hallados en vértebras humanas a
partir de reconstrucciones de microTC y analisis inversos usando el método de los
elementos finitos (FEM en la tabla). Sin embargo, se obtuvieron valores dos veces
mayores mediante nanoindentacién.
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Region Referencia Método Moédulo de
Elasticidad [GPa|
Cresta iliaca Ryan, 1989 Tracciéon 0,8+ 0,4
Cresta iliaca Kuhn, 1989 Flexién en 3 ptos. 3,81

Femur (distal)
Femur
Fémur
Fémur

Fémur (cuello)

Fémur
(proximal)

Runkle, 1975
Ashman, 1988
Turner, 1999
Turner, 1999
Zysset, 1998

Townsend, 1975

Pandeo
Ultrasonido
Indentacion
Instrumentada,
Microscopia
acustica
Indentacion
Instrumentada,
Pandeo

8,69+ 3,17 (seco)
12,7+2,00 (hidr.)
18,14+ 1,7 (seco)
17,50+ 1,12

11,4+ 5,6 (hidr.)

14,1 (seco)

Femur y tibia ~ Mente, 1989 Voladizo y FEM 7,80+ 5,40 (seco)

Tibia Mente, 1989 Voladizo y FEM 6,20

Tibia Choi, 1990 Flexion en 3 ptos. 4,59 (hidr.)

(proximal)

Tibia Choi, 1990 Flexion en 4 ptos. 5,704+ 1,30

Tibia Choi, 1992 Flexién en 4 ptos. 5,72+ 1,27

Tibia Rho, 1993 Traccion 10,4+ 3,50 (seco)

Tibia Rho, 1993 Ultrasonido 14,8+ 1,4 (hidr.)

Tibia Rho, 1993 Ultrasonido 20,70 (seco)

Tibia van Rietbergen, 1995 Reconst. 3D y 4 a 8 (hidr.)
FEM

Vértebra Jensen, 1990 Modelo 3D. 3,80

Vértebra Rho, 1997 Indentacion 13,4+ 2,0
Instrumentada

Vértebra Hou, 1998 MicroCT y FEM 57+ 1,6

Vértebra Lad, 1998 MicroCT y FEM 6,6+ 1,1

Vértebra Riemer, 1995 Flexién en 4 ptos. 2,11+ 1,89

Varios Evans et al, 1990 Indentacion 10-207
convencional

Tabla 2.2: Médulo de elasticidad del tejido trabecular.
2.4. Discusién y conclusiones

En este capitulo se describié al tejido trabecular como un material compuesto

por una fase inorgénica y otra orgdnica cuyas propiedades mecénicas difieren nota-

blemente. A su vez, el tejido y el espacio entre las trabéculas constituyen las fases
de lo que llamamos hueso trabecular. Esto hace que podamos considerar al hueso
como un material heterogéneo en ambas escalas de la estructura jerarquica o6sea.
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La evidencia experimental permite el tratamiento de las deformaciones fisiol6gi-
cas como deformaciones infinitesimales. En cuanto a las simetrias materiales, y en
un todo de acuerdo con los resultados de la bibliografia, puede considerarse al tejido
trabecular como un material lineal, elastico e isotrépico por lo tanto su respuesta
mecénica estd caracterizada por médulo de elasticidad E y el coeficiente de Poisson
v. Bajo estas consideraciones, el hueso trabecular se comportard de forma elastica
también, salvo para altas velocidades de carga donde deberia considerarse el efecto
de la médula. Su comportamiento, sin embargo, no serd necesariamente isotrépico
debido a la influencia de la microestructura.

La influencia de la orientacion de la microestructura y el espesor de las trabéculas
sobre el moédulo de elasticidad del hueso son fundamentales, pero no son las tnicas
variables que lo afectan, la edad, la region anatémica y algunas enfermedades son
también importantes. Numerosos autores han tratado de correlacionar la rigidez
del hueso trabecular con la densidad o la fraccién volumétrica mediante relaciones
lineales o potenciales. Sin embargo, estas no son correlaciones universales ya que
los moédulos de elasticidad del hueso trabecular determinados experimentalmente
muestran variaciones significativas en una misma pieza Osea y entre piezas dseas.

Se indagd acerca de los métodos para la determinaciéon del médulo de elasticidad
del tejido trabecular. Se observaron discrepancias significativas entre los resultados
reportados para una misma regiéon anatémica (y especie) con distintos métodos
de ensayo. Se determiné que los ensayos de indentacion (convencionales e instru-
mentados) y los métodos inversos pueden emplearse para determinar el médulo de
elasticidad del tejido trabecular.

Debe notarse que las propiedades mecanicas determinadas mediante los métodos
de indentacién varian sensiblemente con el tipo de punta y la carga, entre otras varia-
bles. Ademas, es posible introducir errores debido a la modificacion de la superficie
durante la preparacién de las muestras. El grado de hidratacién, el almacenamiento
y la formacion de mecanismos durante el ensayo mecanico también constituyen otras
fuentes de error (An y Draughn, 2000).

En general, la dispersién de los resultados de los ensayos mecénicos tanto a
nivel del hueso como del tejido, la orientacién de las trabéculas y, la imprecision
introducida al ignorar la anisotropia o los efectos de borde en los ensayos mecanicos
constituyen las principales fuentes de error. Los efectos de borde son provocados por
el dafo existente y el provocado en los contornos de las probetas al ser ensayadas a
la compresion sin medios de ajuste al cuadro o pletinas. Cuando las deformaciones se
computan a partir del desplazamiento relativo de las pletinas se provoca una subes-
timacioén significativa del moédulo y otros errores aleatorios. La variacién del médulo
elastico con las direcciones de carga implica que los protocolos experimentales deben
controlar o corregir el efecto de la anisotropia de la probeta.



CAPITULO 3

Nociones de elasticidad lineal y
homogenizaciéon

En este capitulo se presentan en forma sucinta los conceptos de elasticidad lineal
y micromecanica de materiales compuestos que se utilizan en el resto del trabajo.

En la primera parte se presentan los conceptos de continuo, homogeneidad e
isotropia; los conceptos de tensién y deformacién junto a sus respectivos tensores
y; las ecuaciones de la elasticidad lineal en términos del tensor de elasticidad y de
compliancia. La bibliografia fundamental empleada en estas secciones es Malvern
(1969); Mase y Mase (1999); Otegui (2004) y Chapetti (2005).

En la segunda parte se presentan los aspectos fundamentales de los métodos de
homogenizacién en materiales con comportamiento lineal; se discuten brevemente
algunos métodos y se los analiza criticamente. La bibliografia se cita en las distintas
secciones. El lector interesado puede consultar mas informacién sobre los aspectos
generales en Kanouté et al. (2009) y Bohm (2010) mientras que Nemat-Nasser y
Hori (1999); Torquato (2002); Buryachenko (2007) presentan una descripcion més
profunda de los métodos y su aplicacién.

3.1. Nocion de medio continuo

La mecdanica de medios continuos es una rama de la mecéanica que ofrece un
marco para el estudio de sélidos, liquidos y gases. En mecanica se emplea el adjetivo
“continuo” para designar a los materiales en los que no se considera la estructura
molecular de la materia. A este material hipotético normalmente se le llama medio
continuo o simplemente continuo.

En los modelos mateméaticos basados en la teoria de medios continuos se supone
que todas las funciones empleadas, y sus derivadas, son continuas a excepcion de un
numero finito de superficies internas que separan regiones de continuidad.

Las teorias basadas en el concepto de un material continuo' permiten obtener
predicciones cuantitativas de tensiones y deformaciones para muchos de los proble-
mas que se presentan en ingenierfa. Tales predicciones estan practicamente en un
todo de acuerdo con la experiencia en un amplio rango de condiciones. Existen ex-
cepciones, ya que una teorfa que no considera la naturaleza molecular o atomistica
de la materia no puede emplearse para explicar todas las propiedades observadas de
la materia incluso a escala macroscépica, de alli la existencia de modelos multiescala
y micromecanicos algunos de los cuales se discutiran mas adelante.

!Por ejemplo las de elasticidad, plasticidad y mecanica de fluidos.
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3.1.1. Homogeneidad e isotropia en medios continuos

En mecanica de continuo se suelen hacer implicitamente dos suposiciones acerca
de la naturaleza del material: la de homogeneidad, que implica idénticas propiedades
en todos los puntos que se consideren, y la de isotropia, que implica que una pro-
piedad no presenta una direcciéon preferencial. Resulta importante indicar que los
conceptos de continuo, homogeneidad e isotropia son independientes. Los dos lti-
mos sélo se vuelven importantes en mecanica de medios continuos cuando se analiza
el comportamiento constitutivo de un material. En este sentido y, debido al interés
de este trabajo (ver seccion 2.4 en pag. 14), solo discutiremos con algin detalle los
modelos elésticos lineales.

3.1.2. Fuerzas de volumen y de superficie

Las fuerzas que acttian sobre el volumen y en toda la extensién de un continuo
se conocen como fuerzas de volumen, la gravedad es un ejemplo clésico. En este
trabajo las designaremos como b; o p;, en notacién de indices, siendo las primeras
por unidad de masa y las segundas por unidad de volumen. A partir de los conceptos
precedentes, la fuerza por unidad de volumen también llamada maésica, en notaciéon
vectorial b, queda definida por

n—oo | pAV

Las fuerzas que acttian y estan distribuidas sobre una superficie se denominan

b=b; = lim [ Af} (3.1)

fuerzas de de superficie o superficiales. Es una practica usual diferenciar entre aque-
llas existentes dentro de un material y las aplicadas sobre superficies externas. En
lo que sigue llamaremos a las primeras tensiones y a las demds tracciones. Ambas
tienen unidades de fuerza por unidad de area.

3.2. Tensiones

A efectos de explicar el concepto de tension considérese un cuerpo B que tiene
una superficie exterior S, y un volumen V. El cuerpo B estd solicitado por fuerzas
de superficie f; y de volumen b;. Sea P un punto en el interior de B contenido en
un plano de corte S* que divide al cuerpo en las porciones I y 11, Figura 3.1.

El punto P estd contenido en un elemento de area AS* del plano de corte
S* definido por el vector normal n;. Los esfuerzos externos sobre la porciéon II se
transmiten hacia la porcién 1 provocando una distribuciéon de fuerza sobre AS*
equivalente a una fuerza Af; y un momento resultante AM; en P. En el limite
cuando AS* tiende a cero, se tiene

i Afy  df; _yn i AM;
ASSOASE dst Y ASh0 ASY

Al vector ti' se lo denomina traccién o vector tension. Notese ademds que en

= 0. (3.2)

la segunda expresion de (3.2) implicitamente se supuso que no existen momentos



3.2. Tensiones 17

xI xl

Figura 3.1: Concepto de tension: Plano de corte S* que pasa por P (Izq.). Fuerza,
Momento y normales en P sobre AS*.

concentrados. El supraindice n se emplea para indicar que el vector tensién t' so-
lamente est& definido en conjunto con la normal n en P. En adelante se omitira su
uso salvo que sea necesario.

3.2.1. Tensor de tensiones

Se puede asociar al punto P de la Fig. 3.1 un volumen infinitesimal definido por
tres planos ortogonales. De este modo, a cada uno de estos planos le corresponde un
vector normal unitario coincidente con los tres ejes coordenados cartesianos, Figura

3.2.

X,

Figura 3.2: Vectores tensién sobre los tres planos coordenados en P.

El conjunto de todos los pares posibles de vectores t7 y n define el estado de
tension del punto P. Sin embargo, conociendo el vector tensién en tres planos or-
togonales, como los indicados arriba, y empleando las ecuaciones de transformacion
de coordenadas se pueden obtener los vectores en cualquier otro plano que contenga
al punto P. Usando los planos coordenados y descomponiendo los vectores tension
en la direccién normal a ellos se tiene
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e e e e
t =1t =t'er +t5'es + t5'es (3.3)
t92 =152 = t7%e; +t5%ex + t5%e3
t9 =173 =t7%1 +t5%es + t5%e3
Las nueve componentes de los tres vectores tension forman un tensor cartesiano

de segundo orden denominado tensor de tensiones o;; que estd relacionado con los
vectores tension mediante

e

o11 012 013 e1 !

€5 e
tij = aijej = 091 0922 0923 €9 = tZ-Q . (3.6)

€,

031 032 033 €3 t;°

Las componentes del tensor de tensiones perpendiculares a los planos, o11, 029
y 033, se denominan tensiones normales mientras que las restantes se denominan
tensiones de corte. A lo largo de este trabajo, se considera que las componentes
son positivas si su sentido coincide con el sentido positivo de los ejes coordenados,

Figura 3.3.
4‘.‘3 .\:3
¢
Y Oy
€3 'y
M
xf é G1i
Ty ; (o %
= €z O3 {F_._, Gy
(4] . o
/\ Xy L ,\‘2
= Oz
Oy
",
fi 1
X Xy

Figura 3.3: Relacion entre vectores tension (Izq.) y el tensor de tensiones (Der.).

., ng . ., .
Se puede demostrar que el vector tension ¢;” en una direccion cualquiera n; y el
tensor de tensiones o;; estan relacionados por

tﬁj = O4jn;. (37)

2

3.2.2. Cantidad de movimiento lineal y angular

La cantidad de movimiento lineal de una masa esta definida por el vector

dx;
Pt) = [ vdm= [ S pav (3.8)
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donde v es la velocidad, dm es un elemento diferencial de masa, V representa el
volumen del cuerpo bajo consideracion, z; la posicién actual, ¢ el tiempo y, p la
densidad.

El momento angular o cantidad de movimiento angular es el momento de la
cantidad de movimiento respecto de un punto. Si este punto es el origen se tiene

dx
Ni(t) = /V cijpy g pdV, (3.9)

siendo &;; el simbolo de permutacion? y x; la posicion del elemento de volumen
dv.

3.2.3. Conservacion de la cantidad de movimiento: equilibrio y
simetria del tensor de tensiones

De acuerdo con la segunda ley de Newton, la suma de las fuerzas de volumen
y superficie que actiian sobre un cuerpo deben ser iguales a la velocidad de cambio
del momento lineal del cuerpo

tid bidV = — dv. 1
/S S—i—/vp Vv dt/v P V. (3.10)

Usando (3.7) en el primer término de la izquierda, aplicando el teorema de la
divergencia de Gauss y operando sobre el término de la derecha se obtiene

80@ dv;
dv +/ bidV = / —odV. 3.11
/v O vt v’ (3.1)

Dado que esta expresién debe satisfacerse en todo el volumen, resulta licito
dv;
dt
indicial 045, + pb; = pv;. El término de la derecha es nulo en el caso elastostatico,

obteniéndose de este modo la ecuacion de equilibrio local

o ., . o .
escribir la llamada ecuacidn de movimiento local como > +pb; = p°z* 0 en notacion
J

0ijj + pb; = 0. (312)

Siguiendo un desarrollo similar, pero a partir de la definiciéon de la cantidad
de movimiento angular y utilizando las propiedades del simbolo de permutacién se
puede demostrar que el tensor de tensiones es simétrico,

045 = Uji- (313)

Los detalles de su derivacion pueden consultarse en Malvern (1969); Paris (1998);
Otegui (2004) y Chapetti (2005).

2Toma el valor 1 si 4,5,k estan en la secuencia 12312; -1 si 4,5,k esta en la secuencia 32132 y;
cero en cualquier otro caso.
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3.3. Deformaciones

El término deformacién se emplea para indicar el cambio de forma de un continuo
entre dos configuraciones llamadas de referencia y actual. En la configuraciéon de
referencia, una particula o punto material del continuo ocupa un punto Py del espacio
v puede ubicarse mediante el vector de posiciéon X cuyas componentes son X1, Xo y
X3. En la configuracion actual la particula Py se ubica en el punto P cuya posiciéon
puede expresarse en términos de otro vector posicién x mediante las coordenadas

1, T2 y x3, Figura 3.4.

X X
» 3
w+ du
5 u
oq
X _ a’x/ :
x S P"
O
Xq, X,
X1 X

Figura 3.4: Posicién de una particula en los sistemas de referencia y actual.

Resulta evidente entonces que el desplazamiento® u de un punto originalmente
en X con las coordenadas finales x estd dado por la diferencia x — X.

3.3.1. Gradiente y tensores de deformacién
Cuando un medio continuo sufre una deformacion, las particulas siguen distintas
trayectorias en el espacio. Este movimiento puede ser expresado como
x; = x;i (X1, Xo, X3, 1) 0 x = x(X, 1). (3.14)

La diferenciacion parcial de (3.14) con respecto a X; da como resultado el tensor
gradiente de deformacion d0z;/0X; que se representa mediante

Oz Ox1 0x1
0X1 0Xo 0X3

(9x1 81’2 6.%'3 5 ) )
F=F,= el + e + e3 = L2 L2 T2 3.15
PTontTan e T g g 0 O

0X1 0Xo 0X3

3En rigor, lo indicado es cierto si las triadas que definen tanto al sistema de referencia como al

actual son coincidentes.
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Por definicion, el tensor de deformaciones finitas (lagrangiano o de Green) es

(3.16)

1 1/ Ov; ou; Ou; Ou;
Bij = 5 (Fkilkyj — di3) = 5 < = > :

an 0X; an an

siendo 9d;; la delta de Kronecker?, un tensor unitario, y donde las demés cantidades
fueron definidas previamente.
Cuando las deformaciones son pequenas, el término de segundo orden en el tensor

de deformaciones finitas se vuelve despreciable respecto de los términos de primer
orden. Si los gradientes de deformaciones también son pequenos se obtiene que gz% =
J
g}éf‘_ . De este modo se llega a la definicién convencional del tensor de deformaciones
J

nfinitesimales

1 8ul 8uz
=g <axj * ax) : (3.17)
3.4. Elasticidad lineal

Con el objeto de caracterizar y predecir la respuesta de un material ante algu-
na solicitacién o carga aplicada se emplean ecuaciones constitutivas. Normalmente
se recurre a la concepciéon de una respuesta ideal del material a partir de la cual
se plantea un modelo matematico que aproxima las observaciones experimentales
(soporte empirico) en un rango adecuado.

Uno de tales modelos es el descrito por la teoria de la elasticidad lineal. En
el marco de esta teoria se supone que los desplazamientos y sus gradientes son
pequenos, por cuanto el estado de deformaciones lineal estd dado por el tensor de
deformaciones infinitesimales de la ec. (3.17).

A lo largo de todo este trabajo se supondra que los procesos de deformaciéon son
adiabaticos e isotérmicos. De este modo, las ecuaciones (constitutivas) que relacionan
los tensores de tension y de deformacion, estan dadas por la ley de Hooke generalizada
cuya expresion es

Oi5 = Cz’jklfkl o o=Ce. (318)

El tensor de constantes elésticas, tensor de elastictidad o simplemente tensor
elastico Cjjp tiene ochenta y una componentes. Sin embargo, debido a la simetria de
los tensores de tensién y deformaciéon, el ntumero de componentes elasticas distintas
se reduce a treinta y seis. Atn para el caso general de anisotropia material, este
nimero puede reducirse a veintiuno a partir de consideraciones energéticas (Paris,
1998; Ting, 1996), lo que implica la total simetria del tensor elastico.

Muchas veces resulta util utilizar la relacion inversa de (3.18), es decir

€ij = SijklOki o e=8So, (3.19)

“Toma el valor 1 cuando i = j y 0 en cualquier otro caso.
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donde S;j1; se denomina tensor de compliancia y el resto de las cantidades ya fueron
definidas.

Frecuentemente se usa la llamada notacién contraida o reducida de Voigt me-
diante la cual los tensores de tensién y deformacién son representados por pseudo-
vectores (Mehrabadi et al., 1994; Ting, 1996). La notacion de Voigt y la de doble
indice estan relacionadas por

o1 o11 €1 11
o2 0922 €2 €92
oij=14 7% =4 7% y o oey=4 A= S8 4L (3.20)
04 012 €4 2e12
o5 0923 €5 2e93
L 06 L 031 L €6 ) 2e31

Considerando la ec. (3.20), la ley de Hooke generalizada (3.18) se puede escribir
como

g; = CZ']' €5, (3.21)

donde ahora los subindices i,j pueden tomar valores enteros entre 1 y 6. En estas
condiciones, el tensor eldstico se representa por la matriz simétrica Cj; y no por un
tensor. Operando de forma analoga para (3.19) se obtiene

E; = Sz'j gj. (3.22)

3.5. Nociones elementales de materiales compuestos

La determinaciéon de las propiedades mecénicas de un material heterogéneo es
un problema de gran importancia tecnolégica. El estudio de la relaciéon entre los
fenémenos microestructurales y el comportamiento como continuo de un material
no solamente permite predecir el comportamiento de los materiales existentes, sino
que provee de una herramienta para el diseno de microestructuras tales que las
propiedades macroscopicas resultantes exhiban las caracteristicas requeridas para
una dada funciéon, Bendsoe y Kikuchi (1988); Guedes et al. (2010); da Silveira y
Fonseca (2010).

En ciencia de materiales es comtun denominar a los materiales heterogéneos como
compuestos. Los compuestos estan formados por dos o mas fases con propiedades
diferentes separadas por sus respectivas intercaras. En general, a la fase continua
se la denomina “matriz” y a las fases inmersas o embebidas se la llama “refuerzos”.
Los materiales compuestos pueden clasificarse segin la geometria de tales refuer-
zos (ya sea por su naturaleza, tamanos relativos o disposicion), sus propiedades
mecanicas, tipo de matriz (compuestos de matriz polimérica, ceramica, metalica,
carbono-carbono e hibridos) y sus métodos de fabricacion sean estos artificiales o
naturales (Buryachenko, 2007).
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Las propiedades mecanicas de un material compuesto dependen tanto de las
propiedades mecéanicas de las fases e intercaras como de la fraccién volumétrica de
las fases, su geometria y distribucién espacial. En la actualidad, el estudio de los
fenomenos de dano (rotura de refuerzos o matriz, decohesion, etc.) en materiales
compuestos y de las modificaciones microestructurales que sufren los materiales tra-
dicionales como el acero debido a las nuevas operaciones de conformado, constituyen
importantes areas de investigacién. No obstante, la prediccion de las propiedades de
un material compuesto conociendo sus componentes y geometria no es una tarea
trivial y requiere de modelos micromecanicos adecuados.

En las subsecciones siguientes, y antes de describir los aspectos elementales de
los modelos micromecénicos y de homogenizacién, se presentan algunos conceptos e
hipétesis fundamentales para el entendimiento de los primeros.

3.5.1. Homogeneidad, dimensiones y separacién de escalas

En précticamente todos los modelos de homogenizaciéon se hacen dos suposi-
ciones, a saber: que el material es macroscépicamente homogéneo aunque micros-
coOpicamente no lo sea y, que la escala microscépica es mayor que las dimensiones
moleculares, de forma tal que se puedan aplicar las hipétesis de la teoria de medios
continuos, ver Figura 3.5 (Kouznetsova, 2002).

X

Figura 3.5: Estructura continua y detalle de la microestructura heterogénea asociada
a un punto P.

Para que las hipétesis de la mecénica de medios continuos sean validas, se debe
satisfacer el principio de separacion de escalas, esto es, la longitud caracteristica de
la escala microscopica d debe ser menor que el tamano caracteristico de la muestra
macroscopica L

d<<l<<L. (3.23)
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En este contexto, se pueden considerar tres escalas a saber: la microescala ca-
racterizada por la heterogeneidad del material, la mesoescala® que es la escala de un
volumen de dimensiones considerables respecto de las caracteristicas microestructu-
rales pero, menores que la escala del continuo o macroescala empleada para modelar
una estructura (Nemat-Nasser y Hori, 1999).

Para considerar a un material heterogéneo como uno homogéneo Hashin (1983)
introdujo el concepto material estadisticamente homogéneo. Una definicién estric-
ta de este concepto deberfa expresarse en términos de probabilidades de n-puntos
y promedios (Torquato, 2002). A los fines practicos, y siguiendo a Hashin (1983),
podemos decir que “en un compuesto estadisticamente homogéneo todas sus carac-
teristicas geométricas (macroscopicas) tales como las fracciones volumétricas, las
correlaciones de dos puntos, etc. son las mismas en cualquier RVE, sin importar
cudl sea su posicion” en el cuerpo macroscopico.

Las definiciones anteriores en conjunto con el principio de separacion de escalas
restringen el tamano del volumen de la escala mesoscépica [. Por su importancia,
volveremos sobre este concepto al presentar la nocién de elemento de volumen re-
presentativo.

3.5.2. Homogenizacién y localizacién

El comportamiento de un material puede ser estimado o acotado empleando la
informacién de una escala menor. Los problemas de este tipo se denominan pro-
blemas de homogenizacion. Cuando el objetivo, en cambio, es estimar la respuesta
local de un material a partir de las condiciones de carga impuestas sobre una escala
mayor, se dice que el problema es de localizacion (Bohm, 2010).

3.5.3. Concepto de elemento de volumen representativo: escalas y
propiedades

En general, en materiales heterogéneos es posible encontrar un volumen sufi-
cientemente grande tal que este pueda considerarse una muestra estadisticamente
representativa del compuesto (Hashin, 1983). Es decir, que incluya una muestra de
todas las heterogeneidades presentes en el material. A este volumen se lo denomina
elemento de volumen representativo o RVE (por sus siglas en inglés).

Existen numerosas definiciones del RVE. La indicada precedentemente es la més
utilizada pero posee una importante desventaja: al incluir un gran nimero de he-
terogeneidades su tamaifio puede resultar demasiado grande. Fsto atenta contra la
validez de los métodos de homogenizacién ya que, de acuerdo al principio de sepa-
racion de escalas, es necesario que el RVE sea suficientemente pequernio, respecto de
la escala macroscopica, para que la mecanica del continuo pueda aplicarse.

Otra definicion propuesta por Willis (2002), consiste en considerar al RVE como
un volumen suficientemente grande para que una propiedad macroscopica especifica

°El término usado por Hashin (1983) es “mini” o miniescala.
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sea independiente de las condiciones de contorno, al menos hasta un nivel especifi-
cado de precision. A diferencia de los grandes tamanos de RVE que se obtienen a
partir de la primera definicion, los tamafios de los RVE encontrados con la tltima
son mas pequenos. Ademas, con esta tltima definicién, el tamano del RVE resulta
dependiente de las propiedades morfologicas y fisicas consideradas por cuanto, al
estudiarse varias propiedades deben considerarse varios RVE o el mayor de ellos.

Las técnicas numéricas pueden usarse para determinar el tamano del elemento
de volumen representativo (Hollister y Kikuchi, 1992; Terada et al., 2003; Kanit,
2003). En este sentido, una definicién de RVE basada en fundamentos estadisticos
fue propuesta por Kanit et al. (2003). La definicion, particularizando para el caso
lineal elastico, serfa: el elemento de volumen representativo debe ser de un tamafo
suficiente para “asequrar una dada precision de la propiedad estimada obtenida me-
diante el promedio espacial de los campos de tension, deformacion o energia [...]".

Se pueden aplicar distintas condiciones de contorno al elemento de volumen
representativo. Si bien estas pueden ser de distinto tipo, una condicién adicional que
debe satisfacer un RVE es que su respuesta sea independiente de tales condiciones
(Kouznetsova, 2002).

Como se indicoé precedentemente, el uso de voltmenes de gran tamanio resul-
ta poco practico tanto para el trabajo experimental como para el numérico. Por
este motivo, muchos autores trataron de determinar las propiedades de materiales
heterogéneos a partir de muestras de menor tamano que el RVE. Las propiedades
estimadas mediante muestras individuales ya no representan las propiedades efecti-
vas del material compuesto sino que se denominan propiedades aparentes (Hazanov
y Huet, 1994).

El empleo de volimenes mas pequenos que el RVE debe ser compensado median-
te el analisis estadistico de muchas muestras con el objeto de tener una adecuada
precision en una determinada propiedad (Zohdi y Wriggers, 2005). Implicitamente
se estd haciendo otra suposiciéon, la de ergodicidad. La suposicién de ergodicidad
permite reemplazar el concepto de un RVE grande (homogeneidad estadistica) por
la de promedios sobre varias muestras®. Sin embargo, Kanit (2003) determiné que
las propiedades determinadas promediando en dominios pequenos de material com-
puesto no siempre son idénticas a las que se obtienen con un RVE grande.

De este modo, sin importar cudl sea la definicion de RVE adoptada, la diferencia
entre las propiedades de las fases, la fraccién volumétrica y la propiedad que se
propone homogenizar alteran el tamano de la muestra representativa o RVE. Algunos
enfoques consideran el empleo de muestras de menor tamano que el RVE y un analisis
estadistico de los resultados. Esta alternativa requiere de varias muestras para tener
una dada precisién conforme el tamano de las muestras disminuye.

En forma resumida sin importar cuél sea la definicién que se adopte, el RVE debe
ser de un tamano suficientemente pequefio, idealmente un punto material frente a las
dimensiones del nivel macroscépico, para que la mecanica del continuo pueda apli-

SNotese la diferencia entre el concepto de sélido “estadisticamente homogéneo” y el “analisis
estadistico” sobre muestras pequenas.
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carse y su respuesta mecanica debe ser independiente de las condiciones de contorno
empleadas. Esta condicién es excesivamente estricta para tejidos biol6gicos al punto
que muchas veces son necesarias muestras tan grandes que quizés no existan en la
naturaleza. Esto es una consecuencia de la naturaleza heterogénea de los materiales
biolégicos que no satisfacen la definicién convencional de continuo. Por consiguiente,
para los materiales heterogéneos a lo sumo puede hallarse un tamano de muestra
en la cual la fluctuaciéon de una propiedad respecto de su valor medio es minima.
Harrigan et al. (1988) estudi6 la evolucion del error en la desviacion estandar de la
fraccion volumétrica 6sea’ de muestras de tejido trabecular a partir de imagenes en
dos dimensiones mediante mediciones estereolégicas, en particular el método de a
longitud de intercepcion media (MIL, por sus siglas en inglés). Los autores sugirie-
ron que, en tres dimensiones, se requiere de un volumen cibico de cinco longitudes
intertrabeculares por lado para minimizar el error en la determinacién de la fraccion
volumétrica.

En lo que resta de este trabajo, debilitamos el concepto de elemento de volumen
representativo y usamos volimenes en los cuales, al menos, se satisface la condicion
precedente. De este modo, y como ocurre cuando se opera con muestras de un
tamano menor que el del RVE, las propiedades computadas ya no serdn efectivas
sino propiedades aparentes del volumen bajo estudio.

3.5.4. Condiciones de contorno

A efectos de determinar las propiedades homogéneas equivalentes de un material
heterogéneo es necesario efectuar ensayos sobre una muestra representativa. Con este
objeto se imponen condiciones de contorno especificas para cada método. Las mas
utilizadas son las condiciones cineméticas, estaticas, mixtas y periédicas.

Las condiciones de contorno cinematicas son conocidas también como desplaza-
mientos lineales puros (Kanit et al., 2003; Zohdi y Wriggers, 2005). La expresion
que relaciona la posicién en el contorno con los desplazamientos impuestos es

u=E- x. (3.24)

Cuando se emplean condiciones de contorno estaticas, también llamadas trac-
ciones uniformes o puras (Kanit et al., 2003; Zohdi y Wriggers, 2005), la expresion
es

t=3% n (3.25)

En las expresiones (3.24) y (3.25) E y X representan tensores simétricos de
segundo orden independientes de la posicién x. La notacién de maytsculas para la
escala macroscopica y mintsculas para la microscépica tiene origenes histéricos, mas
adelante, se introducird una notacién de indices adecuada para el tratamiento de

"En el articulo original los autores se refieren a la densidad de la muestra bajo estudio, la cual
definieron como la relacién entre la fraccion de area de tejido 6seo respecto del area considerada.
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miultiples escalas que, pese a no ser necesaria en este trabajo, resulta conveniente
para el andlisis de piezas 6seas completas y de scaffolds.

Las condiciones de contorno mixtas, que combinan desplazamientos y tracciones,
fueron introducidas por Huet con el objeto lograr una comparaciéon mas directa
entre las condiciones experimentales y las empleadas en estimaciones numéricas, ver
Hazanov y Huet (1994) y Hazanov y Amieur (1995). Estas se mencionan aqui por
razones de completitud pero, al no efectuar mediciones experimentales sobre bloques
de material heterogéneo, no serdn utilizadas en este trabajo.

Las condiciones de contorno periodicas (Sanchez-Palencia, 1986), en cambio fue-
ron desarrolladas para el analisis asintotico de cuerpos que exhiben una microes-
tructura periodica (Bensoussan et al., 1978). Sin embargo, un estudio relativamente
reciente sugiere que las condiciones de contorno periédicas pueden aplicarse a ma-
teriales heterogéneos ain cuando el medio no posee periodicidad, resultando en
estimaciones razonables de las propiedades efectivas (Terada et al., 2003).

Cuando se emplean condiciones de contorno periodicas el campo de desplaza-
mientos, que toma valores idénticos en caras opuestas de un volumen (prismatico)
V', estd dado por

u=E -x+u", (3.26)

donde u* representa una fluctuaciéon periédica del campo de desplazamientos.

3.5.5. Teoremas de valor medio y propiedades

Del estudio de funciones oscilatorias se sabe que el valor macroscopico F' de
una cantidad f estd definido como el promedio microscopico, en nuestro caso en
el dominio V' bajo consideracion, de dicha cantidad (Suquet, 1987; Pierard, 2006).
Mateméticamente

F=(f) = /V f(@)av, (3.27)

donde x es el vector posicién del elemento dV dentro del volumen V. Los corchetes
de McCauley denotan la operacion de promedio en el dominio.

Considerando la ec. (3.27) se puede probar que el valor medio () del campo de
deformaciones microscopico £(x) en el dominio de un elemento de volumen repre-
sentativo Viy p es igual al tensor E de (3.24) y (3.26) siempre y cuando no ocurran
despegues en las intercaras

1 1
Eij (x)dVRVE =

1
RV E
(3.28)

Anélogamente, el valor medio (o) del campo de tensiones en equilibrio o(x)
resulta igual al tensor ¥ de (3.25) si no existen fuerzas en el volumen f,

(e) =
\VrRvE| Jviy s
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1 L 1
0ij(x)dVrRvE = 5 (tizj +tjz;) dSrvE = 3.
\VrRvE| Jspy s 2 (3.20)
3.29

Notese que cuando se emplean tracciones uniformes en el contorno la tensiéon

(o

C WVavel Sy,

media puede obtenerse conociendo la traccion t en la superficie. Cuando se aplican
desplazamientos lineales en el contorno, las deformaciones medias en el cuerpo pue-
den obtenerse midiendo los desplazamientos superficiales (Willis, 2002). La prueba
de los teoremas anteriores puede encontrase en Nemat-Nasser y Hori (1999); Stein
et al. (2004); Zohdi y Wriggers (2005). Para el caso de las condiciones periddicas el
procedimiento es similar, la Ginica consideraciéon adicional es recordar que el prome-
dio de las cantidades periddicas resulta nulo en el volumen del RVE (B6hm, 2010).

3.5.6. Propiedades globales

Las expresiones (3.28) y (3.29) ponen de manifiesto una relacion entre los campos
deformacion y tension microscopicos con los valores medios en el RVE. Formalmente,
y en particular en problemas de localizacion, los campos deformacién € y de tension
o dentro del volumen del Viy g estan relacionados con sus homdélogos macroscopicos
(e) y (o) mediante

e(x) = M(x) (e) 0 o(x) =N(x) (o), (3.30)

siendo M(z) y N(z) los tensores de localizacion o concentracion de deformacion y
tension respectivamente (Segurado Escudero, 2004).

Las relaciones expresadas en (3.28), (3.29) y (3.30) junto al concepto de elemento
de volumen representativo se pueden emplear para hallar la respuesta global de
un material compuesto. Sabiendo que ésta es lineal eldstica, la relaciéon entre las
tensiones y deformaciones macroscopicas son

(o) =C"(e), (3.31)

(€) = S* (o). (3.32)

Partiendo de la ley de Hooke generalizada (3.18) o de su inversa (3.19), para los
campos microscopicos y usando (3.27) se puede probar que los tensores elastico y
de compliancia del material homogéneo equivalente estdn dados por las expresiones

) 1
ikl = V/ Cijpm () Mpmp(x)dVRyE Y (3.33)
RVE JViy g

) 1
ikl = / Sijpm (@) Npmk1 (2)dVRy E- (3.34)
RVE JVrvE
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3.6. Meétodos de homogenizacién

Uno de los objetivos de la micromecénica es acotar o estimar las propiedades
efectivas de los materiales a partir del conocimiento de las ecuaciones constitutivas
y la distribucién espacial de las fases. Los métodos de homogenizacion han sido
disenados para este prop6sito y han alcanzado un desarrollo importante en el caso de
propiedades lineales tales como la conductividad térmica o la elasticidad (Sanchez-
Palencia, 1986; Nemat-Nasser y Hori, 1999; Torquato, 2002; Buryachenko, 2007).

A continuacion se resumen las hipotesis y resultados principales de estos méto-
dos para el caso particular de materiales bifasicos formados. Debido a la naturaleza
y objetivos de este trabajo nos concentraremos en las propiedades lineales y elés-
ticas. Esta revisién no pretende ser exhaustiva, detalles y otros métodos pueden
consultarse en la bibliografia citada y sus respectivas referencias.

3.6.1. Modelos de campo medio

En los modelos de campo medio se considera que los campos de tensiones y de-
formaciones dentro de las fases se pueden representar por sus medias volumétricas
(0m) v (em) para la matriz y (o;) y (g;) para los refuerzos o inclusiones respectiva-
mente. Estos valores se pueden determinar empleando las ecs. (3.28) y (3.29) con
una salvedad, la integral debe evaluarse en el volumen de la fase correspondiente
y no sobre el RVE completo. La suma de los voliimenes de la matriz V,,, y de las
inclusiones V; representan el total del volumen V' bajo evaluacion (igual a Vgryg).

Si la matriz y las inclusiones se comportan como sélidos elasticos, la relacion
entre las tensiones y las deformaciones medias en cada fase se puede escribir como
(om) = Cmem y (i) = C;e;, donde C,, y C; son los tensores elasticos de la matriz
y las inclusiones. De una forma analoga se pueden definir los respectivos tensores
de compliancia, S,, y S;. Luego, las tensiones y deformaciones en las fases estan
relacionadas con las tensiones y deformaciones medias de cada fase mediante los
correspondientes tensores de localizacion M,,, y M; o N,,, y N; (Gonzdles Martinez,
2000)

(@) =Nmlo) y  (0);=Ni(o), (3.35)
Em=Mnl) vy () =Mle). (3.36)

Luego, reemplazando las expresiones anteriores en las ecs. (3.28) y (3.29) para
tener el promedio volumétrico de las tensiones o deformaciones en todo el RVE, se
obtiene

() =0-8 (), +&lo); v (& =0-8(), +&), (3.37)

donde ¢ es la fraccién volumétrica de las inclusiones en el material compuesto®.

8En rigor, se pueden utilizar otros descriptores estadisticos, por cuanto se puede agregar infor-
macion acerca de la anisotropia y distribucion de las fases
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Usando las expresiones anteriores, se puede demostrar que

(1—&) My, +EM; =1, (3.38)
(1= Ny +EN; =1 (3.39)

Las constantes elasticas efectivas quedan determinadas si se conoce alguno de
los cuatro tensores de localizacién. Es decir, el problema eléstico se reduce a hallar
uno de los tensores de localizacién (Bohm, 2010).

Las estrategias representativas de este tipo de métodos son las de campo efectivo
v las aproximaciones de medio efectivo. El costo computacional de estos métodos
es bajo y se han empleado exitosamente para describir la respuesta termoeléstica
de materiales heterogéneos. Sin embargo, tienen la limitacién de no considerar la
interaccion entre particulas Bohm (2010).

3.6.1.1. El modelo de Eshelby

Una buena parte de la literatura acerca de los métodos de campo medio se basa
en el trabajo de Eshelby (1957), quien analiz6 el comportamiento de una inclusion
elastica de forma elipsoidal que sufre una deformacién uniforme. De este modo
aparecen tensiones en el resto del material y en la inclusién misma.

El tensor de concentracién de la deformacién, Mi‘m, que se obtiene a partir del
modelo de Eshelby, no tiene en cuenta las interacciones entre las particulas den-
tro del material compuesto y sélo puede emplearse para obtener las propiedades de
materiales compuestos cuando la fraccion volumétrica del refuerzo permite conside-
rarlo como diluido en la matriz (de alli el uso del supraindice “dil”). Una observaciéon
similar se puede hacer respecto del tensor de concentracién de tensiones.

Existen numerosos métodos basados en el modelo de Eshelby para calcular pro-
piedades efectivas de un compuesto cuando la fraccién volumétrica de inclusiones
es finita, dos de los mas conocidos son los modelos de Mori-Tanaka y los métodos
autoconsistentes.

3.6.1.2. EIl modelo de Mori-Tanaka

En el modelo de Mori-Tanaka, los tensores de concentracién de deformaciones o
tensiones de la inclusién se calculan interpolando los tensores de concentraciéon para
el caso diluido y para el caso en que la fracciéon volumétrica tiende a uno, es decir,
cuando el valor del tensor de concentracién es igual a la matriz identidad.

La hipétesis principal del modelo de Mori-Tanaka reside en la descripciéon de las
inclusiones como elipsoides con una relaciéon de aspecto conocida que se mantiene
mientras avanza la deformacion. Sin embargo, en materiales con una alta fraccién
volumétrica de huecos, las paredes o los puntales caracteristicos de los materiales
con esta microestructura se deforman por flexién o por pandeo por cuanto existe un
cambio en la forma de los huecos. Estos efectos no son debidamente considerados
por el modelo de Mori-Tanaka.
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La implementacién numérica del método es relativamente sencilla una vez que
se tiene el tensor de Eshelby. A pesar de sus limitaciones, el método ha demostrado
ser prictico para muchos compuestos que presentan caracteristicas de “inclusiéon
embebida en una matriz”.

3.6.1.3. Métodos Autoconsistentes

Otro método, en el que se considera que existe una fase embebida en un material
efectivo, es el llamado autoconsistente. Es usual distinguir entre dos tipos de modelo
autoconsistente: el convencional o clasico y el generalizado.
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Figura 3.6: Modelos autoconsistentes: (a) convencional, (b) generalizado.

En el modelo autoconsistente convencional el tensor de concentracion de la defor-
macién se calcula suponiendo que la inclusién estd embebida en el material efectivo
cuyas propiedades no son conocidas a priori, de hecho son la solucién del problema,
ver Figura 3.6. Este modelo es particularmente adecuado para materiales polifasicos
donde las fases se encuentran dispersas sin que exista una matriz continua, como
ocurre, por ejemplo, en los sélidos policristalinos.

En el modelo autoconsistente generalizado se supone que el material estd com-
puesto por inclusiones esféricas o fibras alineadas de distinto tamato, rodeadas por
una especie de corona del material de la matriz. La relacién entre los radios de la
inclusién y la corona es constante, ver Figura 3.6. La corona est4 embebida en un
medio efectivo cuyas constantes eldsticas son las incognitas del método. Existen so-
luciones cerradas para este problema cuando las solicitaciones son una compresién
hidrostética o un corte simple (Segurado Escudero, 2004). Rigurosamente, el método
autoconsistente generalizado no es un método de campo medio ya que no se basa
en las medias volumétricas de las tensiones ni deformaciones en las fases.

Con el método autoconsistente generalizado se obtienen muy buenos resultados
en materiales con una topologia del tipo matriz-inclusiéon y resultan adecuados para
estimar el moédulo elastico y térmico de materiales compuestos reforzados con esferas,
particulas equiaxiales o fibras alineadas.
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3.6.2. Meétodos de acotacion

Los métodos de acotacién solamente se utilizan para homogenizacién, es decir, no
se emplean en procedimientos de localizaciéon. Las cotas a las propiedades elasticas
de materiales heterogéneos se obtienen a partir de principios variacionales. Entre la
basta bibliografia en la cual se puede encontrar una descripcién completa de estos
meétodos mencionaremos a Buryachenko (2007) y Béhm (2010) como referencias
autocontenidas. Detalles de las correlaciones de n-puntos pueden encontrarse en
Torquato (2002).

3.6.2.1. Cotas de Reuss y Voigt

Sea un material polifasico con N fases que ocupa un dominio 2 y, en donde
cada fase ocupa un subdominio Q") tal que r puede tomar valores entre 1 y N. La
distribucion de cada fase r se caracteriza por los indicadores x (") (x). Estas funciones
son iguales a 1 si x € Q) e igual a 0 en cualquier otro caso (Idiart, 2006).

Bajo estas condiciones la funcion densidad de energia w(x, €) y la funcién densi-
dad de energia complementaria u(x, o) pueden expresarse a partir de los potenciales
homogéneos de las fases w(e) y u(o) como

N

w(x,€) = Z X(T)w(r) (e)s (3.40)
r=1
N

u(x,0) = ZX(T)U(T)(O'). (3.41)
r=1

La caracterizacion del comportamiento efectivo de un material heterogéneo se
puede efectuar a partir del principio de minima energia potencial (PMEP). Es-
te establece que de todos los estados de deformaciones admisibles que satisfacen el
equilibrio, el correcto es aquel que minimiza la energia potencial del cuerpo o estruc-
tura bajo analisis. De este modo y usando la expresion (3.27) se define al potencial
W del compuesto como

N
—~ (r)
W= min (w(x,€))= min ") (™ (e ) 3.42

s(X)eK(E)< (x,€)) s(X)eK(s);§ < ()> (3.42)

donde se enfatiza la definicién en términos de la media volumétrica de las deforma-
ciones € = (g), K(€) representa el juego de deformaciones cinematicamente admisi-
bles, £ es la fraccion volumétrica de la fase 7 y el resto de las cantidades fueron
definidas previamente. Analogamente, y a partir del principio de la minima energia
complementaria (PMEC) se define al potencial efectivo en términos de las tensiones
como
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donde se enfatiza la definicién en términos de la media volumétrica de las tensiones
0 = (0)y E@) es el juego de tensiones estaticamente admisibles.

De este modo, si el comportamiento de las fases es lineal y elastico los potenciales
efectivos de deformacién y tension resultan iguales a

1
W(e) = € C* g, (3.44)

U(5) = %a $* 7. (3.45)

En el modelo de Voigt se supone que la deformacion de cada fase dentro del
RVE es idéntica, esto es, una deformacién constante dentro del RVE. En el modelo
de Reuss, en cambio, se supone que la tensién es constante e idéntica dentro las
fases del RVE. Por lo tanto, los tensores de localizacion de deformaciones M para
el primero de los modelos y, de localizacion de tensiones N para el segundo (ver
(3.30)) resultan iguales a la matriz identidad, I. De este modo, de acuerdo con
(3.33) v (3.34) los tensores de elasticidad y de compliancia quedan determinados

solamente por las propiedades mecéanicas ngm y las fracciones volumétricas & (r) =

1/VrvE fV};}.}E I dVzyE de las N fases constituyentes
N
Croigr = »_£NC), (3.46)
r=1
N (=1)
(SReuss)—1 = [Z g(T)S(T)] . (3.47)
r=1

Con esta informacién se pueden establecer cotas rigurosas a los potenciales efec-
tivos W y U empleando valores adecuados para los campos de deformacion € y
tension o en las expresiones (3.42) y (3.43). Hill emple6 los estudios de Voigt y
Reuss con este proposito al advertir que los campos uniformes e(x) =€y o(x) =&
de estos modelos determinan las siguientes cotas superior e inferior a los potenciales

WyU,

€ Cvoigt €, (3.48)

~ 1
U(o) < 56 S Reuss - (3.49)

De este modo, Hill estableci6 una cota superior Cy ;g € inferior Creyss = S}}iu ss
al tensor de elasticidad efectivo C*. Por lo tanto, es licito considerar que los campos
de Voigt vy Reuss proveen de extremos a los microcampos, ya que el campo de
tensiones de Voigt las tensiones en los contornos de las fases no pueden estar en
equilibrio (estaticamente inadmisible), mientras que las deformaciones de Reuss son
tales que las heterogeneidades y la matriz no pueden estar perfectamente adheridas

(cinematicamente inadmisible) (Zohdi y Wriggers, 2005; Kanouté et al., 2009).
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Estas cotas proveen una forma répida de determinar la respuesta de materia-
les agregados microheterogéneos. Sin embargo, puesto que sblo poseen informaciéon
acerca de la fraccion volumétrica de las fases, no consideran la forma en que las
fases estan distribuidas dentro del compuesto. Por este motivo, la separacion entre
estas cotas crece al aumentar las diferencias en las fracciones volumétricas de las
inhomogeneidades y la diferencia entre las propiedades de las fases.

3.6.2.2. Cotas de Hashin-Shtrikman

Las cotas de Hashin y Shtrikman utilizan principios variacionales y el concepto de
polarizacién de campos para materiales estadisticamente isotropicos (Hashin, 1983;
Bo6hm, 2010). Estas cotas son sensibles al tamafio de la muestra y son rigurosamente
validas sélo asintoticamente, por lo tanto son 1tiles cuando el tamano de la muestra
(mesoescala) es infinito respecto de la escala de los microconstituyentes (Zohdi y
Wriggers, 2005).

Las cotas de Hashin y Shtrikman son las mas ajustadas que se pueden obte-
ner cuando la tnica informacién disponible para describir la microestructura es la
fraccion volumétrica y la distribucion del refuerzo es isotropa (Segurado Escudero,
2004). De hecho, estas cotas coinciden con los valores obtenidos mediante el modelo
de Mori-Tanaka para materiales compuestos reforzados con particulas esféricas, por
cuanto este ultimo puede considerarse un caso particular del método desarrollado
por Hashin y Shrikman.

Puesto que el hueso trabecular, ni el tejido trabecular, son estadisticamente
isotropicos este método no resulta adecuado para nuestros propdésitos.

3.6.3. Meétodos de celdas embebidas y de ventana

En los métodos de celdas embebidas se aproxima al material heterogéneo me-
diante un “ntcleo” que representa la microestructura real del compuesto embebido
en una region con propiedades efectivas descritas mediante alguna ley constituti-
va apropiada. Las propiedades de la regién externa pueden determinarse mediante
procedimientos similares a los autoconsistentes o mediante métodos iterativos (Se-
gurado Escudero, 2004). Las condiciones de contorno se aplican al material efectivo,
Figura 3.7.

La estrategia de embeber el niicleo fue desarrollada con el propésito de evitar
efectuar suposiciones acerca de la periodicidad de la geometria en la escala micros-
copica (Qingsheng et al., 1994). Pese a ser computacionalmente onerosos, con estos
métodos se pueden resolver en forma detallada los campos de tension y deformacion
del nacleo (Bohm, 2010).

En los métodos de ventana se seleccionan regiones? de un dado material sobre las
cuales se imponen, por ejemplo, las condiciones de contorno indicadas en la Secccion
3.5.4. Resulta evidente que la diferencia principal con los métodos de celda embebida
reside en la aplicaciéon directa de las condiciones de contorno directamente a la

9En el analisis espacial de materiales resulta mas adecuado hablar de regiones que de ventanas.
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Figura 3.7: Representacion esquemaética de un modelo de celda embebida.

regién de interés en lugar de usar un material efectivo. Las ventanas seleccionadas
constituyen la escala mesoscopica del andlisis y usualmente son menores que el
elemento de volumen representativo. De este modo, con los métodos de ventana
se obtienen propiedades aparentes en lugar de propiedades efectivas, ver Seccion
3.5.3. Sin embargo, cuando se utilizan muestras suficientemente grandes, es posible
obtener cotas al comportamiento global de los materiales.

3.6.4. El método mecanico directo

A este método para computar de las propiedades aparentes se lo denomina co-
minmente enfoque directo (Hashin, 1983) o estdndard (Hollister y Kikuchi, 1992).
Para su implementacién se necesita conocer los campos de tensiones o deformacio-
nes ante condiciones de contorno impuestas a una muestra. Estas condiciones, segtin
Hashin (1983), deben provocar campos homogéneos en un cuerpo homogéneo. En
cuerpos elasticos, dos condiciones de contorno que satisfacen este requerimiento es-
tan dadas por las expresiones (3.24) y (3.25).

En la préctica, y a efectos de considerar geometrias complejas, es usual emplear el
método de los elementos finitos para resolver los estados de tension y deformacién en
el RVE. Con esta informacién se computan los tensores de localizaciéon que permiten
determinar las propiedades elasticas efectivas mediante las relaciones (3.33) y (3.34).

Notese que las propiedades determinadas serén efectivas solamente si el tamano
de la muestra es mayor que el RVE. Sin embargo, este concepto fue debilitado en la
Sec. 3.5.3 para considerar las caracteristicas del hueso. Como consecuencia, con el
método directo se obtienen cotas a las propiedades elasticas de las muestras.
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3.6.5. EIl método de homogenizacioén asintotica

El método de homogenizacién asintética o simplemente homogenizacion!®, se

basa en la teoria para el anélisis de materiales heterogéneos desarrollada a partir del
estudio de ecuaciones diferenciales parciales con coeficientes que varian rapidamente
(Bensoussan et al., 1978; Sanchez-Palencia, 1986; Bendsoe y Kikuchi, 1988). Rigu-
rosamente, es un método valido para materiales con una microestructura periodica,
es decir, aquellos materiales en los cuales una muestra macroscopica esta compuesta
por unidades o celdas que se repiten espacialmente (Buryachenko, 2007).

Los campos de tensiones y deformaciones estan relacionados con sus homélogos
macroscopicos mediante los tensores de localizacion segtn la ec. (3.30). Las condicio-
nes de contorno, dadas por la ec. (3.26), provocan campos de tension y deformacion
peri6dicos. Por ejemplo, considérese el caso de una barra con una estructura perio-
dica compuesta de segmentos intercalados de los materiales A y B, ver Figura 3.8.
En este caso, cada celda (C),) contribuye con el mismo incremento al vector despla-
zamiento Au (Nemat-Nasser y Hori, 1999; Bohm, 2010). Se justifica asi el empleo
de una tunica celda como RVE.

A

UL

E, U

<E>S§

Figura 3.8: Variacion de las deformaciones y los desplazamientos en una barra de
material bifésico, la periodicidad de los campos es evidente. De Bohm (2010).

Se puede demostrar que si el campo de desplazamientos u satisface la condi-
ci6n de periodicidad impuesta sobre el tensor de elasticidad C(x + d) = C(x) (o
de compliancia) su gradiente y el campo de deformaciones también son periddicos
(Nemat-Nasser y Hori, 1999). Ademas, en el método se supone que la deformacion
y/o tension total puede separarse en una componente aparente (€) y otra oscilatoria

*

€
e=(e)+e" y o= (o)+o". (3.50)

0] nombre parece haber sido acuiiado por Babuska, citado en Bensoussan et al. (1978), debido
a la expansion empleada para el desplazamiento microestructural.
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Los tensores de elasticidad y de compliancia responden a las ecuaciones (3.31)
y (3.32). De esta forma, para hallar los tensores de elasticidad o de compliancia
representativos del comportamiento del material, ecs. (3.33) y (3.34), es necesario
computar el valor alguno de los tensores de localizaciéon. Para esto, normalmente
se resuelven problemas de valor de contorno empleando el método de los elementos
finitos.

El método de homogenizacion asintética puede usarse en materiales localmente
periédicos. La diferencia entre los conceptos de periodicidad global y local se muestra
graficamente en la Figura 3.9. El concepto de periodicidad local permite considerar
los efectos de una microestructura no uniforme en la respuesta macroscopica de
materiales compuestos. Terada et al. (2003) demostré que las estimaciones de las
propiedades efectivas de un material heterogéneo resultan razonables atin cuando el
material no es periodico.

(a) Periodicidad global (b) Periodicidad local

Figura 3.9: Esquema de una estructura macroscopica con una microestructura: (a)
globalmente periodica y, (b) localmente periodica. De Kouznetsova (2002).

3.7. Discusiéon y conclusiones

Se present6 la teorfa de la elasticidad lineal en el marco de la mecanica de medios
continuos. Se introdujeron sus principales hipdtesis y limitaciones en cuanto a la
heterogeneidad de materiales compuestos, los cuales fueron discutidos brevemente
en términos generales desde el punto de vista de la ciencia de materiales.

La extension de los conceptos e hipétesis de la mecénica del continuo a ma-
teriales compuestos fue realizada mediante los conceptos de separacién de escalas,
homogeneidad estadistica y de elemento de volumen representativo (RVE). La deter-
minacién del tamano del RVE es atin hoy motivo de discusién aunque se imponen los
enfoques pragmaticos que requieren del empleo de de técnicas numeéricas. En funcién
de los resultados de la revision bibliografica, se debilité el concepto de elemento de
volumen representativo (RVE) tal que las hipotesis de la teoria de medios continuos
sean validas en el dominio de la muestra. Siguiendo a Harrigan et al. (1988) en este
trabajo se emplean muestras de al menos cinco longitudes intertrabeculares.
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Puesto que este trabajo forma parte de un proyecto de mayor envergadura, que
necesitara del analisis multiescala del hueso trabecular (Sec. 1.2), se presentaron los
conceptos de homogenizacién y localizacién. El concepto de localizaciéon seré utiliza-
do cuando se incorporen los métodos de remodelado interno, ya que se requerira del
conocimiento de los campos tensién o deformacién a nivel microestructural cuando
las solicitaciones se aplican sobre la escala del hueso completo.

Se present6 una revision de los métodos de homogenizacion aplicados a problemas
de elasticidad lineal. Varios de estos métodos se basan en el trabajo de Eshelby !
acerca del campo de tensiones en una inclusién aislada embebida en una matriz tales
como los modelos de Mori-Tanaka y el método autoconsistente (convencional).

El modelo de Mori-Tanaka es adecuado para el estudio de compuestos del tipo
inclusiéon embebida en matriz, pero es inadecuado para materiales con una alta
fracciéon volumétrica de huecos. Por este motivo se lo considera inapropiado para
el estudio del hueso trabecular. Un comentario similar puede efectuarse respecto de
los métodos autoconsistente. El método autoconsistente clasico también da buenos
resultados para el caso de materiales policristalinos pero, este arreglo de fases dista
mucho del existente en el hueso trabecular.

Cuando la microestructura es suficientemente regular como para ser considerada
periodica (o verdaderamente lo es), las propiedades globales pueden determinarse a
partir del estudio de celdas unitarias con condiciones de contorno periédicas. En este
sentido, el método de homogenizacién asintética puede emplearse para determinar
las propiedades de un material compuesto sin importar cudl sea el arreglo de las
fases. Usado en conjunto con el método de los elementos finitos constituye una
herramienta poderosa para el estudio micromecénico del hueso trabecular.

Por otro lado, los métodos de acotacién también pueden combinarse con el mé-
todo de los elementos finitos para obtener cotas a las propiedades elasticas del hueso
trabecular. Las cotas obtenidas con este método, llamado directo o estandar, resul-
tan mas estrechas que las cotas tradicionales de Voigt y Reuss. Con estas ultimas
se obtienen cotas tan apartadas que carecen de utilidad cuando la diferencia entre
las propiedades de las fases es significativa. De todos modos, pueden utilizarse con
propositos de verificacién de las anteriores.

Las cotas de Hashin y Shtrikman, pese a ser rigurosas en el contexto de isotropia,
son sensibles al tamafio de la muestra. Por lo tanto resultan inadecuadas para la
evaluacién de muestras de menor tamano que el RVE. Considerando el tamafio de
muestra que a utilizar en este trabajo y la reconocida orientacion de las fases en el
hueso trabecular, resulta inapropiado su empleo para los propésitos de este trabajo.

En virtud de lo indicado més arriba, los métodos mecénico directo y de homo-
genizacién asintdtica se adoptan los méas adecuados para el estudio micromecénico
del tejido trabecular. La estrategia a seguir involucra el uso de modelos tridimen-
sionales obtenidos a partir de imagenes médicas. Los métodos de construcciéon y la
implementaciéon de ambos métodos se detallan y discuten en los capitulos 4 a 6.

"'Reportado en Eshelby (1957) y Eshelby (1959) pese a que en la bibliografia especializada
resulta usual referirse solo al primero de ellos.



CAPITULO 4

Construccion de modelos
tridimensionales de elementos
finitos a partir de 1imagenes de
microtomografia computarizada

En este capitulo se presenta una detallada descripcién del procedimiento desarro-
llado para construir modelos de elementos finitos a partir de imagenes microtomo-
graficas. Con este propdsito, se presenta una descripcion breve del funcionamiento y
operacion de un microtomografo computarizado (microTC), se discuten las fuentes
principales de error asociadas al proceso de adquisiciéon, procesamiento y construc-
cién de los modelos y se proponen alternativas de mitigacién antes de aplicar el
método a algunos casos de estudio. El capitulo finaliza con una breve discusiéon de
los conceptos y resultados obtenidos.

4.1. Introduccion

Los métodos tradicionales de de microscopia permiten el estudio imagenes bi-
dimensionales de la superficie de una muestra o secciones delgadas. La limitacion
a la superficie de la microscopia convencional fue superada con la introduccién de
las radiografias (rayos X). Estos sistemas permitieron obtener informacion acerca de
la estructura de los objetos en imégenes bidimensionales (2D), aunque carecen de
profundidad. Sin embargo, para el estudio del hueso trabecular debe considerarse
la, conectividad espacial de las trabéculas, por cuanto deben contemplarse las tres
dimensiones (3D) (Ibarra Pino y Cisilino, 2010), ver Sec. 7.5.2.

La tomografia computarizada de rayos X, en adelante TC, constituye una herra-
mienta poderosa para el andlisis tridimensional de piezas éseas al permitir visualizar
el interior de los objetos en 3D practicamente sin acondicionamiento previo de las
muestras. No obstante, su resolucién espacial est4 en el rango de unos cuantos mi-
limetros, por lo que los voxeles! resultantes son, a lo sumo, tan pequeos como 1
mm?. Esta resolucién no es suficiente para considerar detalles microestructurales.
Por su parte, la microtomografia computarizada de rayos X, en adelante microTC,

'Es una unidad ciibica analoga al pixel en 2D, de hecho la palabra inglesa voxel significa “vo-
lumetric pizel”. Representa la minima unidad procesable de una matriz tridimensional.
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posee una resolucion siete érdenes de magnitud superior?. Por este motivo, la mi-
croTC un método invaluable para el anéilisis tridimensional de muestras de tejido
6seo, al permitir la caracterizacidén cuantitativa de la arquitectura trabecular con
alta resolucion en forma no destructiva.

4.2. Funcionamiento de un microtomoégrafo

Una imagen de rayos X es una proyeccién bidimensional de un objeto en tres
dimensiones iluminado por un haz de rayos X. De esta forma, cada punto en la
imagen contiene informacion acerca del objeto tridimensional atravesado por el co-
rrespondiente haz, Figura 4.1. El haz de rayos X se crea mediante una fuente de
foco pequeno cuyo rango de energia va desde los 10 a 130 KeV (Sasov y Dyck, 1998;
SkyScan, 2010b).

Distribucion de densidad
en el plano

Haz de rayos X

DETECTOR FUENTE

Figura 4.1: Imagen proyectada de un objeto iluminado por un haz de rayos X.

La interpretacion de la imagen proyectada puede efectuarse en términos de la
atenuacion de los rayos X y el objeto. La atenuaciéon de un material puede caracte-
rizarse mediante la longitud de atenuacién, definida como la distancia a la cual la
intensidad del haz de rayos X se reduce a un 37 %. La longitud de atenuacion, que
disminuye con la densidad del material y aumenta con la energia de la fuente, puede
diferir hasta en dos ¢rdenes de magnitud entre materiales livianos y pesados. Por
este motivo, el estudio de los ultimos requiere de valores de energia altos (Sasov y
Dyck, 1998).

En cuanto a los campos de vision, estos pueden ser menores a 20x20 mm y tan
grandes como para tomar el volumen completo de un roedor? vivo, dependiendo del

2La resolucién esta limitada, en parte, por el tipo de fuente de rayos X. Recientemente se ha
comenzado a comercializar equipos con resoluciéon superior a fracciones de micréometro.
3Del tamaiio de un raton de laboratorio, Mus musculus.
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fabricante y modelo del equipo.

Si bien existen diversas configuraciones posibles para un microtomografo (Stock,
2009), solo a efectos de describir el principio de funcionamiento consideremos una
configuracion de rayos paralelos como en la Fig. 4.1. En la configuracién presentada,
la proyeccién tiene idénticas dimensiones al objeto iluminado, pero existen otras
disposiciones donde la imagen puede estar magnificada dependiendo de las distancias
relativas entre los pares fuente-detector y fuente-objeto.

La reconstruccién tridimensional de un objeto se realiza a partir de imégenes
de secciones transversales o lajas que, a su vez, se obtienen a partir de multiples
proyecciones adquiridas conforme el objeto rota?.

Para la construccién de las secciones transversales se emplean técnicas como la
de back-projection® que permite identificar la posiciéon de, por ejemplo regiones con
absorcion significativa (atenuacion) en el seno de un objeto, a partir de la superpo-
sicion de proyecciones o vistas en distintos angulos (Russ, 2002). Este concepto se

ilustra en la Figura 4.2 para un fantoma®.

Figura 4.2: Método de back-projection, vistas convolucionadas de un fantoma:
(a) 1 vista, (b) 2 vistas, (c) 8 vistas, (d) 180 vistas. Adaptado de Russ (2002).

Empleando un nimero elevado de proyecciones (varias decenas o cientos de ellas)
se puede obtener una imagen con una buena definicién de la posicién de la region
de atenuacion dentro del objeto. Debido al método de construcciéon, la seccion re-
construida posee una zona difusa alrededor de la regién de mayor absorcién como
consecuencia de la superposicién de lineas de proyeccién o de sombra. Para mitigar
este efecto se utilizan diversas técnicas, que normalmente consisten en algoritmos
de convolucion (Stock, 2009). Una vez efectuado este proceso se obtiene una imagen
de la seccién transversal del objeto en escala de grises que se almacena en formato
.bmp o .jpg, tipicamente en 1024x1024 pixeles.

Los algoritmos empleados para construir las secciones transversales son sensibles
a las perturbaciones del haz, por lo tanto, pueden provocar importantes errores en
la reconstruccion. Ademas, existen numerosos problemas practicos que afectan a la
calidad de las imagenes obtenidas. Una lista de los defectos en la reconstruccion,

4S6lo en el caso animales vivos se emplea la rotacion del sistema y no de la muestra.

Otros dos métodos de reconstruccion por proyecciones son el algebraico y el de transformadas
de Fourier.

50bjeto para calibracién de equipo con formas y densidades conocidas.
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junto algunas alternativas de correccién o mitigacion, puede encontrarse en Stock
(2009), mientras que los detalles acerca de los métodos de reduccion de ruido pueden
consultarse en Gonzalez y Woods (2002) y Gonzalez et al. (2003).

4.3. Procedimiento de construccién de modelos de
elementos finitos

El procedimiento de construccién de los modelos de elementos finitos a partir de
imégenes de microTC involucra varias etapas a saber: adquisicién y segmentacion;
binarizacion”; construccién de una nube de puntos, siendo los puntos pixeles sepa-
rados por una distancia o paso definido; y la generaciéon de la malla de elementos
finitos. La malla se importa al entorno de célculo Abaqus 6.9 (2009) previa asigna-
ciéon de las propiedades mecénicas a las fases correspondientes. La Figura 4.3 ilustra

el procedimiento utilizado.

de puntes

Construccion de nube
. B8 __Bn_.

Generacién de la malla

MeshSuite
(Calvo, 2005)

t \

+ prop. mec. a fases

Hexa-Mesher

Figura 4.3: Esquema de procedimiento de construccién del modelo de elementos
finitos a partir de imagenes de microTC.

4.3.1. Adquisicién y segmentacion

La adquisicién de las imégenes correspondientes a las secciones transversales de
una muestra se realiza mediante algin equipo de microtomograffa computada. Los
fundamentos y generalidades de este procedimiento fueron descriptos en la seccién
anterior.

El proceso de segmentaciéon constituye un paso critico para lograr una adecuada
representacion de la geometria trabecular. El método empleado casi universalmente

"Notese que en este trabajo se hace una diferencia entre segmentacion y binarizacion. La conven-
ci6n que se adoptd esta motivada por el marco interdisciplinario en el que se desarroll6 el presente
trabajo: las imé4genes fueron segmentadas por otros grupos y la binarizacion fue realizada por el
autor. Los detalles de cada procedimiento se encuentran en las subsecciones correspondientes.
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para el anélisis de tejido 6seo es el método de umbrales® (Hollister y Kikuchi, 1994;
Terada et al., 1997; Perilli et al., 2007; Argenta et al., 2010; Ibarra Pino et al.,
2010). En particular, en sistemas polifasicos, se emplea el método de doble umbral
que consiste en la seleccion de dos valores en la escala de grises (0 a 255) que limitan
el rango de una fase de interés permitiendo su identificacion.

4.3.2. Binarizaciéon

Una vez realizada la segmentacion de las imagenes se procede a su binarizacion,
es decir, la conversion de las imégenes disponibles en escalas de grises a imagenes
que contienen inicamente pixeles blancos y negros representando alguna de las fases
consideradas. En esencia, este procedimiento es similar al de segmentacién.

En los casos en que existe un alto contraste entre las fases es posible identificarlas
mediante segmentacion binaria de doble umbral. En estos casos, los picos en el
histograma de la escala de grises estan separados y basta con seleccionar un valor de
umbral entre ellos y otro por encima o por debajo del valor que delimita la fase de
interés, Figura 4.4. Frecuentemente, después de explorar varios valores de umbral en
algunas de las imagenes de microtomografia de un mismo objeto, es posible hallar
un valor que es adecuado para todo el juego.

Umbrales

Figura 4.4: Ejemplo de segmentacion binaria en huesos: (a) imagen original en escala
de grises, (b) imagen binarizada. El histograma muestra la existencia de dos fases y
los umbrales seleccionados.

Las iméagenes fueron binarizadas y almacenadas en formato .tif empleando un
programa desarrollado a tales efectos en el entorno MatLab (MatLab, 2004). En el
Apéndice A se lista el c6digo implementado.

8Ademas del métodos de umbrales existen otras técnicas de segmentacion: de puntos, linea y
borde y sus variantes para cada una; por regiones y watershed, Gonzalez y Woods (2002).



44 Capitulo 4. Construccién modelos 3D a partir de microTC

4.3.3. Construcciéon de la nube de puntos

Puesto que para la construcciéon de los modelos se requieren varias centenas de
imagenes de microTC y, normalmente, una cantidad n? de pixeles por cada una de
ellas, el uso de toda la informacién disponible implicaria procesar datos de decenas
de millones de pixeles por cada modelo. Aun si semejante modelo puede construirse,
éste tendria tantas incégnitas que so6lo seria posible resolverlo empleando grandes
sistemas de computo. Por ello, durante la construccién de los modelos de elementos
finitos s6lo se usa la informacién de pixeles separados por una distancia arbitraria
que en este trabajo denominamos “paso”. El paso es la distancia en pixeles (en el
plano de la imagen) y en imagenes (en el sentido del apilamiento de éstas) entre los
pixeles cuyos datos son leidos. De esta forma, el tamano del modelo computacional
es reducido a costa de disminuir la calidad de la representaciéon geométrica.

La técnica para discretizar la microestructura fue adaptada del trabajo de Buroni
et al. (2004), originalmente desarrollada para construir modelos de piezas 6seas a
partir de imagenes de TC en formato DICOM? (NEMA, 2004). Esta comienza con la
exploracion de las imégenes microtomograficas binarizadas donde el analista define
el tamafio del paso. A modo de ejemplo en la Figura 4.5 se muestra una imagen de
microTC y un detalle con los pixeles empleados para la construccién de la nube de
puntos con un paso igual a seis pixeles. El procedimiento se repite en la direccién del
apilamiento de las imégenes aprovechando que la separacién entre las imégenes es
idéntica al tamano de pixel. De este modo, sélo se exploran las imagenes del estudio
que son miltiplos del paso seleccionado.

La informacién obtenida mediante la exploracion de las imagenes con el paso
especificado se almacena en archivos de datos en formato ASCII que contienen las
coordenadas de cada uno de los puntos y un valor que identifica el color del pixel que,
a su vez, esta asociado a una de las fases bajo estudio. Todas estas operaciones fueron
realizadas mediante un codigo desarrollado a tales efectos en el entorno MatLab,
Apéndice B.

4.3.4. Generacién de la malla de elementos finitos

A partir de los archivos con la informacion de la nube de puntos se construye
la red de elementos finitos haciendo que cada uno de tales puntos coincida con
el vértice de un elemento. Para ello, se emplearon dos estrategias en funcién del
tipo de elemento empleado para la construccién de los modelos: para los modelos
discretizados con elementos tetraédricos se utilizo el codigo MeshSuite (Calvo, 2005)
mientras que para los modelos construidos con elementos hexaédricos se desarrolld
un c6digo en el entorno MatLab.

La salida de estos codigos se almacena en archivos de texto ASCII capaces de ser
interpretados por un programa que elimina elementos de volumen nulo (s6lo para
tetraedros), asigna las propiedades mecénicas a los elementos y escribe archivos en

9Del inglés Digital Imaging and Communications in Medicine. DICOM es el estandar mundial
para el intercambio de imagenes médicas.
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Figura 4.5: Imagen de microTC y detalle de una regiéon con pixeles empleados en la
construccién de la nube de puntos.

formato .inp que luego pueden ser importados al programa de célculo Abaqus 6.9
(2009). Estas operaciones también fueron realizadas con codigos especificos desa-
rrollados en el entorno MatLab. Los cédigos empleados se listan en el Apéndice
C.

El codigo para la escritura de los archivos en .inp de elementos tetraédricos puede
considerarse un traductor de formatos accesorio, si se quiere, al programa desarro-
llado por Calvo (2005). El coédigo desarrollado para la construccion de modelos
de elementos hexaédricos, en cambio, constituye un desarrollo novedoso. Tradicio-
nalmente, programas de mallado, incluso los de remallado adaptivo, aprovechan la
caracteristica de los elementos tetraédricos de ser capaces de discretizar, con mayor
o menor dificultad, cualquier geometria en tres dimensiones por compleja que ésta
sea. La discretizacion con elementos hexaédricos, en cambio, presenta dificultades
significativas que los hacen inadecuados para representar geometrias complejas. Sin
embargo, en este trabajo se aprovecho la regularidad y densidad de la nube de puntos
para construir un modelo discretizado con elementos hexaédricos sin distorsion.

4.4. Fuentes principales de error, alternativas de
mitigacion y cuantificaciéon

Por el momento, supongamos una adquisiciéon perfecta y sin errores. En lo que
sigue nos concentraremos en analizar las fuentes de error asociadas a las etapas pos-
teriores a la adquisicién. En este sentido, existen dos fuentes principales de error
que en este trabajo llamaremos errores de segmentacion y de discretizacion. A con-
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tinuacion se describen los detalles de cada uno, algunas estrategias implementadas
para cuantificarlos y, cuando es posible, minimizar sus efectos.

4.4.1. Errores de segmentaciéon

Una de las fuentes de error del método de construccién propuesto reside en los
procesos de segmentacioén y binarizacién, donde es el usuario quien define el rango
de la escala de grises “que parece adecuado” para identificar al tejido 6seo en las
imégenes de microTC. Puede ocurrir que parte del tejido quede por debajo o arriba
del rango definido, en cuyo caso las imagenes resultan con un defecto en la cantidad
de tejido. El caso opuesto también es posible, esto es, que el rango de la escala de
grises sea suficientemente amplio como para que los defectos de la imagen, otros
tejidos o polimero inyectado'® puedan ser confundidos con hueso por lo tanto, las
imégenes resultan con hueso por exceso.

Se han desarrollado una gran variedad de métodos de segmentacion por umbrales
que en general requieren de la evaluacién critica de los resultados por parte del
operador. En los métodos de segmentacion global o plana, en los que se asigna
idénticos parametros para la binarizacién a toda una imagen y a cada una de las
que conforman el estudio, no es raro observar la pérdida de conectividad en algunas
regiones o el adelgazamiento de las trabéculas en otras (Hara et al., 2002). Algunos
autores han utilizado la fracciéon volumeétrica ésea como una medida del error de
segmentacion (van Rietbergen et al., 1995). Otro método de segmentacion es el de
umbrales adaptivos, donde no se utilizan pardmetros idénticos en cada imagen. De
todas formas, este método resulta también subjetivo ya que los resultados dependen
del juicio del operador al comparar las imégenes originales en escalas de grises y
las binarizadas SkyScan (2010a). Una alternativa distinta constituye el método de
compensacion de masa (descrito en Homminga et al., 2001), que presenta la ventaja
de compensar el valor de la fraccién volumeétrica de la fase de interés pero, de existir
pérdida de conectividad, compensa engrosando las trabéculas restantes alterando la
representacion de la microestructura. Homminga et al. (2001) propuso un método
basado en la escala de grises de las secciones transversales pero, requiere del uso de
parametros sin significado fisico que deben ser elegidos por el operador.

Los errores de segmentacion se arrastran hacia la etapa computo afectando la
estimacién de las propiedades mecénicas. A efectos de cuantificar estos errores son
necesarias comparaciones entre las imagenes de las secciones transversales (o de
la reconstruccion en tres dimensiones) con la muestra verdadera, situacion que no
siempre es posible empleando ensayos no destructivos.

Considerando la discusion precedente, en este trabajo se adoptd el método de
segmentacién y binarizacién global. Puesto que se en este trabajo se emplean mues-
tras segmentadas por terceras partes, el estindar de comparacién o mejor valor de
la fraccion volumétrica, corresponde al obtenido a partir de las imagenes binariza-
das. De este modo, en este trabajo no se analizan los errores de segmentacién que

9En muchas ocasiones se rellena el espacio intertrabecular con polimero a efectos de facilitar la
manipulacion y/o ensayo posterior de la muestra, ver 8.
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preceden a la etapa de binarizacién.

Otro de los problemas recurrentes observados en la literatura es la escasa impor-
tancia que se le da a la seleccién del tamafio de pixel o voxel respecto del tamano
caracteristico de la microestructura al momento de efectuar la adquisicién. Se en-
contraron trabajos en los que el tamano de pixel fue seleccionado en funcién de los
resultados de otra especie o regién anatoémica (Perilli y Baruffaldi, 2003; Homminga
et al., 2001), en consecuencia los resultados de la segmentacion no son satisfactorios
y se recurre a alguno de los métodos de compensacién o simplemente se omite un
tratamiento detallado. Pese a ello, la verdadera magnitud del problema se vuelve
evidente al construir los modelos debido al error de discretizacion inducido, tal como
se discute en las secciones siguientes.

4.4.2. Errores de discretizacion

Debido al método empleado para la generaciéon de los modelos, y en particular
al procedimiento empleado para la construcciéon de la nube de puntos, no todo el
contorno de las interfaces es delineado, por cuanto puede existir fase hueso por
defecto o exceso en el modelo resultante dependiendo de la fase cuya deteccion se

priorice, Figura 4.6 .
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Figura 4.6: Esquema 2D mostrando  Figura 4.7: Esquema representando la varia-
la sobre y subestimacion de la fase cion de fraccion volumétrica d6sea (del tejido
tejido cuando se prioriza su detec-  trabecular) en funcién de la cantidad de no-
cion (curva azul) o la de la fase hueco  dos.

(rojo).

El error de discretizaciéon geométrico puede analizarse cuantitativamente ob-
servando la fraccion volumeétrica (FV) obtenida en varios modelos de una misma
microestructura considerando distinto tamano de paso. Esta informacién puede pre-
sentarse mediante graficos de la fraccién volumeétrica en funcién de la cantidad de
nodos del modelo. Una grafica de este tipo deberia converger a un valor denominado
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fraccion volumétrica ésea de referencia (FVR), ver Figura 4.7. Este valor correspon-
de al cociente entre el nimero de pixeles de la fase hueso y el ntumero total de pixeles
totales de cada una de las imagenes empleadas para la construccién de un modelo.
Resulta evidente que la FVR est4 afectada por los errores provenientes de la etapa
de adquisicién y segmentacién-binarizacién, no obstante es el valor méas preciso que
puede calcularse a partir de la informacion brindada por las imagenes de microTC.

Se define como error de discretizacion geométrico (ED) a la diferencia porcentual
entre la fraccion volumétrica de un modelo dado y el valor de referencia (FVR).
Resulta evidente que el ED disminuye conforme aumenta del ntmero de pixeles
leidos, es decir, con la disminucién del paso. Sin embargo, el ED varia muy poco con
el tamano de paso cuando éste es pequeno, atn cuando la relacién entre el tamano
de pizel/espesor trabecular es elevada, haciéndolo inadecuado como una medida de
la calidad de la representaciéon microestructural.

Puesto que el error de discretizacion es arrastrado a la fase de computo es ne-
cesario minimizar su influencia. Con este objeto, se implementd un algoritmo que
minimiza el error en la F'V de una de las fases elegidas por el usuario.

Dicho algoritmo se incorporé al c6digo que asigna las propiedades mecénicas de
las fases a los elementos, Apéndice C. El criterio empleado para modelos discretiza-
dos con tetraedros consistio en asignar las propiedades de una determinada fase a un
elemento si y s6lo si al menos tres de los cuatro nodos (vértices) de un elemento co-
rresponden a la fase seleccionada. El procedimiento es ligeramente diferente cuando
se emplean elementos hexaédricos. En este caso el algoritmo identifica cudl es la fase
dominante dentro del dominio del elemento utilizando como patrén de comparacién
un cubo formado por seis tetraedros, Figura 4.8. Las propiedades de una determi-
nada fase se asignan si y s6lo si al menos cinco de los seis tetraedros corresponden a
la fase seleccionada. De este modo, el algoritmo de asignacion de propiedades opera
privilegiando la deteccién de una u otra fase y por lo tanto, minimizando el error
en la fraccion volumétrica de la fase elegida.

Figura 4.8: Hexaedro patréon y los tetraedros que lo componen.



4.4. Fuentes principales de error 49

Con el objeto de evaluar el algoritmo, este procedimiento fue aplicado a la recons-
trucciéon de modelos tridimensionales en forma de lajas, es decir, la reconstruccién
de un modelo de la geometria trabecular considerando dos imégenes separadas entre
por un ntmero de imagenes idéntico al paso empleado para la exploraciéon de las
imagenes. Para una muestra cuya fraccion volumétrica de referencia (FVR) es igual
a 0,555 se obtuvieron modelos con fracciones volumeétricas 6seas (FV) iguales a 0,35
y 0,65 priorizando la deteccion de la fase hueco y tejido respectivamente, mientras
que con el algoritmo implementado la F'V del modelo reconstruido fue 0,55. Estos
resultados se ilustran en la Figura 4.9.

Fase detectada: hueco Fase detectada: hueso Fase detectada: hueco
Frac. Vol.=0.35 Frac. Vol, =0.65 Frac. Vol, =0.55

Figura 4.9: Comparacién de la fracciéon volumétrica 6sea de modelos reconstruidos:
(a) favoreciendo la deteccion de la fase hueco; (b) favoreciendo la deteccion del fase
hueso, (c¢) Favoreciendo la deteccion de la fase hueso con el algoritmo que minimiza
el error en la fraccién volumétrica.

Puesto que es posible favorecer la deteccién de una u otra fase durante la asigna-
cion de propiedades a los elementos, se propone emplear a la diferencia porcentual
entre las fracciones volumétricas de tejido 6seo (hueso) hallada en esos modelos como
medida de la calidad de la representacién microestructural. Este nuevo indicador,
denominado de ahora en mas indice geométrico (1G), cuya expresion es

G = F‘/priorizando hueso

, (4.1)

FVaniorizando hueco

puede usarse como medida de la calidad de la representacién geométrica de la mi-
croestructura trabecular.

El IG se basa en el hecho que, por defecto, los modelos construidos favoreciendo
la deteccidon de una u otra fase difieren en la cantidad de elementos asociados a las
fases pero, poseen idéntico nimero total de nodos y elementos. Por lo tanto para
un paso igual a un pixel, el niimero de elementos correspondiente a la fase tejido o
hueso debe ser idéntico cualquiera sea la fase cuya deteccién se priorice.
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4.5. Casos de estudio

En esta seccién se aplican los métodos desarrollados para reconstruir modelos de
elementos finitos a dos muestras de hueso trabecular de distinta especie. Se constru-
yen modelos discretizados con elementos tetraédricos y hexaédricos y, se analiza la
calidad de su representacién geométrica cuantitativamente. Los resultados se com-
paran y analizan criticamente con el objeto de seleccionar la familia de elementos
que permite obtener el menor error en la representacién geométrica de las muestras
6seas. Los resultados se analizan en términos de la diferencia entre la fraccién volu-
meétrica de tejido o fase hueso y un valor de referencia (ED) como también usando
el indice geométrico propuesto (IG).

4.5.1. Meétodos

Se empled la informacion de dos estudios de microTC provenientes de muestras
que denominaremos Muestra#1 y Muestra#2. La primera corresponde a una por-
cion de una cabeza femoral de un adulto de 61 anos (Perilli y Baruffaldi, 2003), y
la segunda a una cabeza femoral vacuna (Silva et al., 2009). Estos estudios, cuyas
imégenes originales se encontraban ya segmentadas y en formato .jpg y .bmp respec-
tivamente, fueron seleccionados por su notable diferencia en términos de la fraccion
volumeétrica de tejido 6seo (baja y alta para las Muestras #1 y #2 respectivamente)
y, por su diferente relacion pizel/espesor trabecular (alta en la Muestra #1 y baja
en la #2).

Para la construccion de los modelos se emplearon 150 imagenes del primer es-
tudio y 750 imagenes del segundo con un tamano de pixel de 19.5 ym y 6.62 pym
respectivamente. Los equipos empleados fueron dos microtomégrafos SkyScan 1072
(SkyScan Inc. Bélgica). En la Figura 4.10 se aprecian las imdagenes originales de
cada estudio: en la imagen de la Muestra#1 se observa al tejido trabecular en gris
oscuro, mientras que en la correspondiente a la Muestra# 2 el tejido se aprecia en
un tono gris claro.

Notese que en su estado original las imagenes de la Muestra#1 posefan ruido
en forma de puntos oscuros en la zona de la médula debido al bajo valor del um-
bral seleccionado durante el proceso de segmentacién. Para eliminarlos se modifico
el contraste y brillo de todas las imagenes que conforman el estudio mediante el
programa Picasa’™ (Google, 2010).

Las imagenes fueron convertidas a blanco y negro empleando un proceso de
binarizacién global. Las iméagenes resultantes se muestran en la Figura 4.11. A efectos
de minimizar los errores de segmentacion se seleccionaron imigenes binarizadas al
azar de ambos estudios que fueron inspeccionadas visualmente y comparadas con
las imagenes originales. No se observaron diferencias significativas.

Con el objeto de incluir solamente hueso trabecular y eliminar cualquier efecto
de borde, las muestras fueron recortadas digitalmente. Se construyeron modelos
utilizando tanto elementos tetraédricos como hexaédricos.

Las dimensiones de los modelos resultantes de las Muestras# 1 fueron 4.91x4.91
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Figura 4.10: Detalle de dos imagenes segmentadas empleadas en las reconstrucciones:
(a) Muestra#1, (b) Muestra#2.

Figura 4.11: Detalle de dos imégenes binarizadas empleadas en las reconstrucciones:
(a) Muestra#1, (b) Muestra#2.
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x2.81 mm. En la Figura 4.12 se muestra la geometria discretizada de dos modelos
construidos empleando elementos tetraédricos con pasos iguales a 6 y 3, mientras
que en la Figura 4.13 se muestran dos modelos construidos empleando elementos
hexaédricos e idéntico paso.

&

Figura 4.13: Modelos de la Muestra#1 (hexaedros): (a) paso=6, (b) paso=3.

Las dimensiones de los modelos de la Muestra# 2 fueron 4.96x4.96x4.96 mm.
Detalles de la geometria discretizada de los modelos construidos con el mayor y el
menor paso se muestran en la Figura 4.14.
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Figura 4.14: Modelos de la Muestra#2 (hexaedros): (a) paso=9, (b) paso=15.

4.5.2. Resultados

Resultados Muestra #1

Se construyeron modelos de elementos finitos tetraédricos y hexaédricos utilizan-
do pasos iguales a 6,5,4 v 3 pixeles, priorizando la deteccion de la fase hueso y la fase
vacio. Para cada modelo se reportan: el ntimero de nodos, coincidente con el ntimero
de pixeles leidos y empleados en la reconstruccién; el nimero de elementos de la fase
hueso y el nimero total de elementos. Con estos datos se determind: la fraccion de
volumen 6seo (FV) computada como el cociente entre el niumero de elementos que
corresponden a la fase hueso y el numero total de elementos del modelo; el error de
discretizacion (ED), calculado como la diferencia porcentual entre la FV y el valor
de referencia FVR, que fue igual a 0,1774; y el indicador para la estimaciéon de la
calidad de la representacion geométrica del modelo (IG). En la Tabla 4.1 se reportan
los valores asociados a las redes de elementos finitos correspondientes

En la Figura 4.15 se grafica la fraccion volumétrica 6sea FV en funcién del
nimero de nodos para los modelos construidos. Las curvas en lineas de trazos largos
y cortos corresponden a la FV de los modelos construidos con tetraedros mientras
que las lineas llenas representan los valores homologos para los modelos construidos
con hexaedros. A efectos de comparacién, se muestra el valor de referencia FVR.
Se aprecia que el error en la discretizacién, ED, en los modelos construidos con
hexaedros es menor que en aquellos construidos con tetraedros.

Resultados Muestra #2

En funcién de los resultados hallados para la Muestra#1, los modelos de la
Muestra #2 fueron construidos empleando elementos hexaédricos tnicamente. La
fraccion volumeétrica de tejido 6seo de referencia (FVR) fue 0,5057. Los datos de las
redes de elementos finitos de los modelos construidos se reportan en la Tabla 4.2, y
en la Figura 4.16 se grafica la fraccién volumétrica 6sea F'V en funcién del nimero
de nodos y el valor de referencia.
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Paso Tipo Elem. y Nro. Nro. Elem. Nro. Total FV ED 1G
Fase Nodos Hueso Elementos [ %] [ %]
6 Tetraedro/Vacio 46225 27509 248342 0,1108 -60,23
Tetraedro/Hueso 46225 53301 248342 0,2146 17,31 48,39
Hexaedro/Vacio 46225 6593 42336 0,1557 -13,96
Hexaedro/Hueso 46225 7767 42336 0,1835 3,26 15,12
) Tetraedro/Vacio 81120 55092 42263 0,1835 3,26
Tetraedro/Hueso 81120 93812 42263 0,2121 16,33 41,27
Hexaedro/Vacio 81120 12305 75429 0,1631 -8,79
Hexaedro/Hueso 81120 13757 75429 0,1824 2,69 10,56
4 Tetraedro/Vacio 155648 118031 860959 0,1371 -29,46
Tetraedro/Hueso 155648 178809 860959 0,2077 14,56 33,99
Hexaedro/Vacio 155648 24692 146853 0,1681 -5,55
Hexaedro/Hueso 155648 26687 146853 0,1817 2,34 7,48
3 Tetraedro/Hueso 369800 307805 2075862 0,1483 -19,69
Tetraedro/Vacio 369800 418764 2075862 0,2017 12,02 26,50
Hexaedro/Vacio 369800 60632 354025 0,1713 -3,626
Hexaedro/Hueso 369800 63992 354025 0,1875 1,82 9,25

Tabla 4.1: Resumen de los datos de los Modelos para la Muestra# 1
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Figura 4.15: Fraccién volumétrica del tejido en funcion del namero de nodos.
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Paso Tipo Elem. y Nro. Nro. Elem. Nro. Total FV ED IG

Fase Nodos Hueso Elementos [ %] [ %]
18  Hexaedro/Vacio 74088 32969 68921 0,4784 -5,73
Hexaedro/Hueso 74088 37781 68921 0,5482 7,74 12,74
15  Hexaedro/Vacio 132651 60228 125000 0,4818 -4,96
Hexaedro/Hueso 132651 67509 125000 0,5401 6,36 10,79
11  Hexaedro/Vacio 328509 153347 314432 0,4877 -3,70
Hexaedro/Hueso 166920 314432 314432 0,50309 4,73 8,13
9 Hexaedro/Vacio 592074 280570 aTL787 0,4907 -3,07
Hexaedro/Hueso 592704 300585 571787 0,5257 3,74 6,66

Tabla 4.2: Resuman de los datos de los Modelos para la Muestra# 2
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Figura 4.16: Fracciéon volumétrica del tejido en funcion del numero de nodos.
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4.5.3. Discusion

De la comparacion de las fracciones volumeétricas de referencia (FVR) con las
obtenidas en los modelos reconstruidos de ambas muestras se concluye que, el error
de discretizacion geométrico (ED) es por defecto en la cantidad de hueso, o fase
tejido, cuando en el algoritmo de asignacién de propiedades se prioriza la deteccién
del espacio intertrabecular o fase vacio, mientras que el error es por exceso cuando se
prioriza la deteccion de la fase tejido. Independientemente de la fase cuya deteccion
se priorice, la FV en funcién del niumero de nodos converge al valor de referencia.

Los resultados permiten inferir que, con los parametros empleados en la recons-
truccion de los modelos de la Muestra#1, el error de discretizacion geométrico (ED)
es menor cuando se favorece la deteccidon de la fase tejido. En la Muestra#2, en
cambio, el error es menor cuando se favorece la deteccion de la fase hueco.

En los modelos de la Muestra#1 el ED supera el 12% cuando se emplean ele-
mentos tetraédricos mientras que se mantiene por debajo del 14 % cuando se usan
elementos hexaédricos. Estos resultados justifican el empleo de elementos hexaé-
dricos en los modelos de la Muestra# 2, donde el ED result6 inferior al 8 %. Sin
embargo, como se observa en las Figs. 4.12, 4.13 y 4.14, 1a calidad de la representa-
cién geométrica difiere notablemente entre los modelos construidos usando el mayor
v el menor paso en ambas muestras, ain cuando el cambio en el ED es pequeno.
Esta caracteristica es notablemente més acentuada en los modelos de la Muestra#1.

Un modelo poco detallado puede introducir tanto errores debido a una inade-
cuada representacién geométrica, como también acrecentar aquellos inherentes al
método de los elementos finitos en los computos posteriores. Sin embargo, identi-
ficar si un modelo es representativo de la microestructura que se desea analizar es
una tarea dificil. Este problema fue abordado mediante tres métodos: analizando
la evolucién del error en la fracciéon volumétrica, ED; mediante la inspeccién visual
de los modelos reconstruidos y; analizando la evolucion de la diferencia porcentual
entre el nimero de elementos de la fase hueso que resultan de priorizar la deteccion
de una u otra fase durante la asignacion de propiedades usando el indicador IG.

El error en la discretizacién considerando tinicamente la F'V es un pobre indica-
dor de la calidad de la representacion geométrica de la microestructura. A modo de
ejemplo ver la Fig. 4.13, donde se muestran dos modelos de la Muestra# 1 construi-
dos con tamanos de paso diferentes. Se observa que la calidad de la representacion
geométrica usando pasos pequerios es superior, aiin cuando los errores en la F'V para
ambas muestras son bajos (3,263 y 1,815 % para pasos iguales a 3 y 6 respectiva-
mente).

Es evidente que un andlisis riguroso no debe emplear parametros cualitativos
como la comparacion visual de los modelos reconstruidos. Una alternativa, consiste
en analizar la evolucion del IG y emplearlo como un indicador cuantitativo para
evaluar la calidad de la representacién geométrica.

Considerando este nltimo método se determiné que en los modelos de la Mues-
tra## 1 discretizados con tetraedros empleando un paso igual a 6 el IG supera el 48 %.
Empleando hexaedros la diferencia es menor pero atn supera el 15%. En virtud de
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lo anterior y lo indicado respecto de la calidad de la representaciéon geométrica eva-
luada Gnicamente con la FV, se concluye que la representaciéon geométrica de este
modelo resulta pobre.

En los demas modelos de la Muestra#1 se observa que el valor de IG hallado para
modelos construidos empleando tetraedros es hasta 5 veces el valor obtenido para su
homologo construido con hexaedros. De hecho, la diferencia crece conforme el paso
se reduce. Se aprecia una pérdida de la conectividad de las trabéculas incluso entre
los modelos con paso igual a 3 y 4, Fig. 4.17. El “engrosamiento” de las trabéculas en
el modelo con el mayor paso también es evidente. Estos resultados se complementan
con los obtenidos a partir del andlisis del error en la FV. En los modelos de la
Muestra# 2, se obtuvieron valores de IG inferiores al 13 %, practicamente del orden
del mayor valor de IG confiable para la Muestra# 1.

Pérdida de
conectividad

Trabéculas
mds gruesas

Figura 4.17: Pérdida de conectividad en las trabéculas de los modelos con elementos
hexaédricos de la Muestra#1: paso igual a 4 izquierda y paso igual a 3, derecha.

En general los valores de IG fueron bajos para todos los modelos de la Mues-
tra#t 2. La inspeccién de los modelos muestra que las diferencias geométricas son
practicamente despreciables entre aquellos construidos usando pasos iguales a 9 y 11
pixeles. El modelo con paso igual a 15 no presenta pérdida de conectividad respecto
de los modelos mas detallados, sin embargo es evidente el “engrosamiento” de las
trabéculas, Figura 4.14.

Del analisis de los resultados hallados para ambas muestras se concluye la im-
portancia de utilizar un tamano de pixel pequeno respecto del espesor trabecular
durante la adquisicion. En este sentido, pese a la sensibilidad del IG, nada reemplaza
a un adecuado disefio del experimento y la adecuada seleccién de las variables de
interés.

Pese a que intuitivamente se espera que un modelo construido con tetraedros
represente la microestructura con mayor detalle que uno construido con hexaedros,
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la evaluacién de la calidad de la representacién mediante los métodos descritos pre-
cedentemente permite inferir que los modelos construidos con hexaedros representan
adecuadamente la geometria y minimizan el error en la fracciéon volumétrica. Ade-
mas, desde un punto de vista estrictamente numérico, los modelos construidos con
hexaedros poseen dos ventajas sobre los construidos con tetraedros: proveen de una
solucién de precisiéon equivalente a un costo computacional menor y, con una tasa
de convergencia superior (Simulia, 2010).

4.6. Discusién y conclusiones

Para la construccion de los modelos tridimensionales de elementos finitos se
emplean imagenes en escalas de grises obtenidas mediante microtomografia compu-
tarizada. Por su importancia se describié el funcionamiento de los equipos de mi-
crotomografia y el procedimiento de adquisicién.

Pese a que la mayoria los errores existentes durante la etapa de adquisicién esta
bien documentado, y existen tanto procedimientos como software adecuado para su
correccién, nada reemplaza un adecuado diseno del experimento.

Se desarroll6 e implementé un procedimiento para la construccion de los modelos
de elementos finitos a partir de imagenes microtomograficas. Se determind que los
llamados errores de segmentacion y de discretizacion constituyen las fuentes princi-
pales de error en cuanto a la representaciéon de la microestructura y se desarrollaron
e implementaron estrategias para mitigar y cuantificar tales errores, en particular,
el error de discretizacién. Con este objeto, la fraccién volumétrica ésea de mode-
los de la geometria del hueso trabecular, reconstruidos empleando varios tamafo
de paso, fue comparada con un valor de referencia computado a partir de la ex-
ploracion exhaustiva de todas las imagenes binarizadas que conforman los estudios
microtomograficos.

El error de discretizacion fue reducido significativamente favoreciendo la detec-
cion de la fase tejido 6seo durante la asignaciéon de propiedades a los elementos. Sin
embargo, no se puede predecir a priori cuan cerca del valor de referencia estara la FV
del modelo reconstruido. A partir del anélisis de dos casos de estudio se determiné
que el ED del modelo reconstruido es menor cuando la FV la muestra es alta.

En virtud de los resultados reportados se concluyé que, con el método de cons-
truccién empleado, no se puede predecir cudl es la fase que debe priorizarse durante
la asignacion de propiedades a efectos de disminuir el ED. Sin embargo, se obtuvo
un ED bajo cuando la fraccion volumétrica de la muestra es baja y se prioriza la
deteccién de la fase hueso. Por este motivo, en lo que sigue, se emplearan mode-
los construidos mediante este procedimiento a efectos de hallar las propiedades de
muestras de hueso trabecular.

Por otro lado, se determiné que la fraccién volumétrica es un pobre indicador
de la representaciéon microestructural, ya que es poco sensible a los cambios en el
tamano de paso. Se propuso el empleo de un nuevo indice IG como un indicador
de la calidad de la representacién geométrica del modelo. Este se define como la
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diferencia porcentual entre los ntimeros de elementos de la fase hueso que resultan
de priorizar la deteccién de hueso y vacio durante el proceso de discretizaciéon. Para
las muestras evaluadas, se determind que un valor de IG del 10 % garantiza una
adecuada representacion geométrica de los modelos. A efectos de generalizar el uso
de este parametro se propone, para trabajos futuros, aplicar la técnica a muestras
de otras regiones anatémicas para verificar este resultado.






CAPITULO 5
Implementacion del método de
homogenizacion directo

En este capitulo se presenta formalmente el método de homogenizacion directo
basado en elementos de volumen representativo (RVE). Se introduce una notacion
adecuada para el estudio de materiales heterogéneos con multiples escalas, se des-
criben los procedimientos para el computo de los tensores de localizacion y para la
determinacion de los tensores de elasticidad o de compliancia utilizando el método
de los elementos finitos.

5.1. Introduccion

El anéilisis de la respuesta mecanica del hueso considerando cada una de sus
caracteristicas microestructurales es un problema numéricamente intratable debido
a la escala de la microestructura respecto de las dimensiones del problema macros-
copico (Zohdi y Wriggers, 2005). Uno de los métodos para superar esta dificultad
consiste en hallar un modelo de material homogéneo equivalente que caracterice el
comportamiento del hueso a escala macroscopica analizando Elementos de Volumen
Representativo (RVE). En el analisis multiescala mediante RVE la respuesta me-
canica de cada nivel estructural se analiza separadamente. Es decir, si se tuviera
informacién suficiente acerca de las fases en la escala del tejido se deberia emplear
esta escala; luego, las propiedades homogenizadas del
tejido serfan utilizadas en un RVE “més grande” que considere una escala mayor, en

un RVE para “homogenizar”

este caso, las fases hueco y tejido, para obtener las propiedades homogenizadas del
hueso trabecular, ver Fig. 2.1.

Antes de continuar resulta conveniente hacer una aclaracién respecto de las es-
calas. Para el estudio de la jerarquia del hueso trabecular se definieron escalas que
fueron asociadas con las dimensiones o escala métrica de los componentes que las
constituyen. Para el analisis multiescala de materiales mediante elementos de vo-
lumen representativo (RVE) la escala métrica es irrelevante, es decir, mientras sea
posible seleccionar un RVE que permita computar las propiedades del material ho-
mogéneo equivalente, y en la escala “més macroscopica” inmediata siguiente pueda
hacerse lo mismo, el procedimiento puede continuar. De este modo, las convenciones
basadas en la escala métrica, como la presentada en el Cap. 2, resultan inadecua-
das o al menos incomodas para el estudio multiescala de materiales, por cuanto, de
ahora en adelante, se empleard la notacién de supraindices donde el cero representa
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al nivel més macroscdpico y los enteros positivos a las escalas métricas menores en
orden decreciente.

Puesto que en este estudio nos limitamos al estudio del hueso trabecular (o
compuesto tejido trabecular-espacio intertrabecular) y a una muestra de hueso tra-
becular, esto es la macroestructura y una muestra de la macroestructura segun fue
presentado en en el Cap. 2, s6lo se emplearan los indices 1 y 0. Implicitamente,
de este modo estamos re-bautizando las escalas para hacerlas coincidir con la no-
menclatura, abstracta y no métrica del Cap. 3, donde se emplean tres escalas: la
macroscopica, en este caso comparable con el tamano de una pieza 6sea; la mesos-
copica, del tamano del RVE; y la microscépica, cuya dimensién caracteristica es el
espesor trabecular. De este modo las expresiones (3.31) y (3.32) toman la forma

(DY =Cl) 4 (e} =8"(cl). (5.1)

Las expresiones (3.33) y (3.34) permiten computar los tensores de elasticidad C
y de compliancia S en funcion de los tensores de localizacion de deformacion M y
de tensiéon N. Estos tltimos relacionan los campos de deformaciéon y tensiéon entre
las escalas segun las ecs. (3.30). Las ultimas expresiones, considerando la notaciéon
de escalas, toman la forma

el =Ml Yy ol = N'al. (5.2)

Resumiendo, el comportamiento macroscoépico estd definido por alguna de las
expresiones (5.1) y puede ser caracterizado por el tensor de elasticidad CY, ec. (3.33)
o de compliancia S°, ec. (3.34). De estas dos tltimas expresiones resulta evidente que
para estimar alguno de los tensores, C° o SY, es necesario conocer al menos uno de
los tensores de localizacién. Con el objeto de computar los tensores de localizacion
en cada uno de los subdominios que conforman el RVE se puede emplear la relacion
existente entre los campos de deformaciéon o tension de las escalas 1 y 0 dadas por
la ec. (5.2). Esto implica conocer de antemano los valores de las deformaciones o
tensiones en ambas escalas mediante algtin método apropiado. Para ello es necesario
resolver el problema elastostdtico asociado.

Como se dijo anteriormente, el tensor de elasticidad o el de compliancia de una
muestra de hueso trabecular se estima a partir del material homogéneo solicitado por
condiciones de carga especificas. En particular, se considera a un sélido sometido a
un estado de deformacion media (e;;) o de tension media (o;;). El problema requiere
hallar el campo de desplazamientos u;, de deformaciones €;; y de tensiones o;; en la
escala 1 que satisfacen las ecuaciones de equilibrio (3.12) en ausencia de fuerzas de
volumen! (b = 0) y las relaciones de promedios (3.28) y (3.29), es decir (Luciano y
Sacco, 1998; Suquet, 1987)

(%) =0,

T4,

'En rigor, al formular los problemas de valor de contorno sobre un RVE, no es necesario incluir
las fuerzas de volumen, ver Nemat-Nasser y Hori (1999).



5.2. Condiciones de contorno 63

[ (%) +uj,;(x)] (5.3)

1

 WVavel Sy,

gij(2)dVryE = €°.

()

1
Uij(x)dVRVE = O'O.

(o) = 7
VevEl Jvay s
Una forma alternativa de la relacion constitutiva en las expresiones (5.3) puede
darse en términos del tensor de compliancia, ec. (3.19),

£ij(x) = Sijri(x) o (x).

Para resolver el problema elastostatico anterior, ec. (5.3), en este trabajo se em-
plea el método de los elementos finitos. De este modo, una vez resuelto un problema
en el cual se somete al RVE a alguna dada condicion de contorno, los campos en
la escala 1 quedan inmediatamente definidos y pueden computarse en el centroide
de los elementos. Luego, los campos equivalentes en la escala 0 se obtienen como
promedio en el volumen del RVE de los anteriores usando las versiones discretas de
las ecs. (3.28) y (3.29), es decir

EO = 1 iéijvi. (54)
Vvl =
y
o0 = L f:gv (5.5)
Vave| =

donde N representa el total de elementos en el modelo de la muestra representativa,
RVE, y V; el volumen de los elementos. Posteriormente, conociendo los campos de
deformacién o tensién en ambas escalas es posible efectuar el computo de los tensores
de localizacién y de los tensores de elasticidad o compliancia.

En las secciones siguientes, se presentan los procedimientos desarrollados e imple-
mentados para computar los tensores de localizacién y de elasticidad o compliancia.

5.2. Condiciones de contorno

El tensor M! se representa mediante una matriz de 6x6. En problemas en dos di-
mensiones se puede usar una matriz de 3x3. Para computarlo se requiere la soluciéon
de seis o tres problemas de valor de contorno linealmente independientes (en 3D y
2D respectivamente), también llamados casos de carga. En esta seccion se describen
y discuten las condiciones de contorno del RVE de para cada caso de carga.
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Puesto que las condiciones de contorno in-situ de las muestras tomadas como
RVE son desconocidas, el método sblo puede proveer de una estimacién de las pro-
piedades efectivas y las deformaciones locales. La exactitud de estas estimaciones
depende significativamente de las condiciones de contorno supuestas. En el méto-
do directo se aplican desplazamientos lineales (ec. 3.24) o tracciones uniformes (ec.
3.25). A efectos practicos las expresiones correspondientes a ambas condiciones se
transcriben a continuaciéon

u=¢e X, (5.6)

t=0"n. (5.7)

0 0

0 a una tension o
de valor conocido? (Nemat-Nasser y Hori, 1999). El primero de los casos se puede
escribir en formato matricial como

De esta forma el RVE puede someterse a una deformacion e

Uy ) ey el 1
uz | = 5?2 582 583 T2 | (5.8)
us 5(1)3 5(2)3 5g3 T3

y el segundo como
ty 011 012 013 ny
ty | = |021 022 0923 ng |, (5.9)
i3 031 032 033 ng

donde u; y t; representan los desplazamientos y tensiones impuestos al contorno para
obtener los estados de deformaciéon o tensién indicados precedentemente, x; son las
coordenadas de los puntos (nodos) del contorno del RVE y n; las normales a las caras.
En la subseccién siguiente se emplean las ecuaciones anteriores para presentar los
casos de carga empleados para el computo de los tensores de localizacion.

5.2.1. Modelos 3D

Desplazamientos en el contorno

Los desplazamientos en el contorno del RVE estan dados por la ec. (5.8). Por lo
tanto, las deformaciones impuestas al elemento de volumen representativo son:

0 0 o] o o 0% o0 01%
=10 00| ,e=00¢ of =00 of , (510

[0 0 0 0 0 0 0 0 &3

0 &9, 0] 0 0 &,1"° o 0o 017
=19 0 o] =10 0 of =0 0 &% ,

0 0 0 el 0 0 0 €% 0

2Los valores son arbitrarios pues las fases se comportan de forma lineal y elastica, ver Sec. 2.4.
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donde los pares de supraindices representan cada uno de los seis pq casos de carga v,
5%- representa la deformacién impuesta al RVE en el caso de carga correspondiente.
Entonces, cuando se emplean desplazamientos como condiciones de contorno, ec.
(5.6), las condiciones a ser impuestas a las caras del RVE son:

para el caso de carga 11

0
uy = 611 Il
U9 = 0
uz =
para el caso de carga 22
uy =

0
U9 = 622 T2

us =

para el caso de carga 33

ug =

0
para el caso de carga 12

0
Ul = €19 T2

0
UQ - 812 xl

para el caso de carga 13

0
ulp = 513 T3

U9 =

uz = 8(1)3 T
y para el caso 23

up =0

0
u2 == 823 1'3

0
U3 = €93 2.

Notese que estas condiciones de contorno deben aplicarse a todas y cada una
de las caras que forman el RVE. Dicho de otro modo, las tres componentes de des-
plazamiento indicadas para los distintos casos de carga deben ser impuestas a cada
nodo ubicado en la superficie del RVE. Las restricciones indicadas precedentemente
se ilustran en la Figura 5.2 para cada caso de carga los cuales fueron identificados
con la componente activa del tensor de deformaciones impuesto 5?]-.
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Figura 5.1: Seis casos de carga empleados para el computo del tensor de localizacion
de deformaciones M en modelos 3D. Las flechas en las caras indican las componentes
de los desplazamientos no nulos impuestos a los nodos de la superficie del RVE.
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Tracciones en el contorno

Cuando se imponen tracciones, ec. (5.9), los estados de tensiones impuestos al
elemento de volumen representativo para cada uno de los casos de carga son:

C et 00 H o 0 0 2 oo o %
1
o =10 0 o0f ,0 =10 o) 0f ;6" =00 0] , (511)
L0 0 0 0 0 0 0 0 o)
0 oY 017 0 0 o%]" o 0o 01
012 0 013 023 0
L0 0 O oy 0 0 0 o) O

Considerando la relacién entre el tensor de tensiones y el vector traccién, ver ec.
(3.7) y ec. (5.7), las condiciones sobre el contorno del RVE son

para el caso de carga 11

t1 = O’?l ni

ta=0

t3=0
para el caso de carga 22

t1 =0

tQ == 0'82 ng

t3=0
para el caso de carga 33

t1 =

to =

t3 = O'g3 ns
para el caso de carga 12

tl = 0?2 n9

t2 = 0'?2 niq

t3=0
para el caso de carga 13

tl = 0(1)3 ns

to =0

0
t3 = 0'13 ni
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y para el caso 23

t1 =20
0

t2 — C723 713
0

t3 = 093 N2.

La aplicacién de las condiciones de contorno precedentes en cédigos de elemen-
tos finitos estandar, formuladas en desplazamientos, puede provocar que el RVE se
desplace indeseablemente como cuerpo rigido. Usualmente se recurre a impedir el
desplazamiento de algunos nodos en direcciones particulares o a estabilizar el mode-
lo, en este ultimo caso es necesario verificar que la energia empleada para estabilizar
el modelo sea de un valor muy bajo respecto al trabajo y energia elastica almacenada
en el modelo.

5.2.2. Modelos 2D

Los modelos en dos dimensiones o 2D pueden computarse usando elementos de
deformacion y tension plana. Cuando se consideran desplazamientos lineales en el
contorno deben emplearse condiciones en desplazamiento también en la direccién
perpendicular a la muestra 2D (RVE), es decir estados de deformacion plana. Mien-
tras que cuando se emplean tracciones en el contorno debe usarse la condicién en
tracciones, es decir estado de tensién plana.

Desplazamientos en el contorno: Estado de deformacién plana

Cuando el estado de deformacién es plano, el tensor de deformaciones impuesto
toma la forma

ey ejp O
e’ = [l &9y 0. (5.12)
0 0 0

Los desplazamientos en el plano de los puntos ubicados en el contorno del RVE
(ec. 5.8) estan dados por

uyp = 6(1)1 T1 +5(1)2 2, (513)
up = ey 1 + €9y @2, (5.14)
y los tres casos de carga son:
200 01" o 0o 01”7 0o &, 0"
11 22 12
e =10 00| ,&% =09 0of ,&" =z 0 0| . (515)
0 00 0 0 O 0 0 0

Por lo tanto, cuando se emplean desplazamientos como condiciones de contorno
(ec. 3.24 o ecs. 5.13 y 5.14), los desplazamientos que se deben imponer a los lados
del RVE son:
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para el caso de carga 11

0
Uy = €11 I1
Ug = 0
para el caso de carga 22
uy = 0

0
U2 = €99 T2
y para el caso 12
0
uyp = 612 I
_ .0
ug = 612 x9.

Tales desplazamientos y la geometria deformada del RVE se ilustran en la Figura
5.2.

PR |
Uy =gy

tig = 0

—_—

) = ] :
Ha = 1) wa =0 M2

Uy = E99 Ia

7] o
i ==£11 ¥y wy =10 uy =10

wa =10 ug =0 g = £ip I

Figura 5.2: Casos de carga para el computo del tensor de M en modelos 2D.

Tracciones en el contorno: Estado de tension plana

Cuando el estado de tensiéon es plano, el tensor de tensiones impuesto toma la
forma

‘7(1]1 ‘7(1)2 0
o’ =100 0% 0f. (5.16)
0 0 O

Operando de forma analoga a la indicada en la subseccion precedente, y consi-
Prq . . .
derando los tres casos de carga o se obtienen las expresiones de las tracciones
que deben imponerse a las aristas del RVE:

para el caso de carga 11
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tl = 0(1)1 ni
ta=0
para el caso de carga 22
t1=0
tQ = 0'82 ng
para el caso de carga 12
tl == 0'?2 9
tQ = 0'(1J2 ni.

Al igual que en el caso tridimensional, las caras no permaneceran planas co-
mo en el caso del proceso controlado por deformaciones, salvo que el material sea
homogéneo.

5.3. Coémputo de los tensores de localizacién, de
elasticidad y compliancia

Una vez resueltos los casos de carga mediante el método de los elementos finitos,
los valores de deformacién Ezlj 0 al-lj se computan en el centroide de los elementos
(Hollister y Kikuchi, 1992). Las deformaciones o tensiones en la escala 1 se post-
procesan para hallar sus homologos en la escala 0 usando la ec. (5.4) o (5.5). Los
valores hallados de este modo deben ser idénticos? a los impuestos €° o o?.

Puesto que la primera de las expresiones (5.2) se debe satisfacer para cualquier
pq caso de carga se tiene, en notacién reducida de Voigt,

ei =M} 0" (5.17)

El valor de cada componente del tensor de deformaciones en el nivel 1 para cada
uno de los casos pq de carga puede escribirse como producto de dos vectores. Para
el caso particular de la componente €71 se tiene

M _ro0 0 0 0 .0 ol 1 1 1 1 1 17
€1 —{51 €y €3 €4 &5 56} {Mn My, Mz My, M M16}
12 _ o0 0 0 0 0 0122 1 1 1 1 1 17
€1 = \&1 € €3 &5 &5 56} {Mn My, Mz My, M M16}

133 33 T
e ={e &% &% &% &2 37 {mf, M, M, MY, My Mg} (5.18)

3Computacionalmente se admite que puede haber alguna diferencia numérica menor que algtin

valor o tolerancia.
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112_{51 0 0 .0

[$){en]

12 T
58} {M111 M112 M113 M114 M115 M116}

Qo

12 _ 0 0 0 _0 0123 1 1 1 1 1 17
€1 —{51 €y &3 &4 € 56} {Mn Miy My My, My MlG}

131_{0

alo

31 T
0 0 0 0 1 1 1 1 1 1
ey €Y &) & &) {Ml, ML, My M}, My M}

Usando un desarrollo similar se pueden escribir las cinco ¢ componentes restantes.
Por lo tanto, puede escribirse el sistema de ecuaciones:

PV

E:133 (1)33 (2)33 Eg33 233 €g33 833 Mll?

61112 — 5(1)12 5312 Egm 591 Eg Eg M’Ll3 (5 19)
& SR S R A R R '
6123 (1)23 825 5[3)[25 591[23 g?i g23 M’Ll{)

8,}51 ) _6(1)31 6(2)31 6[3)31 5231 €g31 5831_ M116

donde el término de la izquierda representa un vector que contiene las componentes
sf para un valor de ¢ fijo y para cada uno de los pg casos de carga. La expresion
anterior representa un sistema de ecuaciones del tipo B = AX en donde X es una
fila del tensor de localizacién. Resolviendo para cada una de las ¢ componentes se
obtienen las 6 filas del tensor de localizacion. Este procedimiento se implementé en
un codigo desarrollado en el entorno MatLab (MatLab, 2004), ver Apéndice E. Se
enfatiza que deben hallarse tantos tensores de localizaciéon como elementos finitos
existan en el modelo ya que, en su version discretizada, la integral la ecuacion (3.33)
se reemplaza por una sumatoria sobre el volumen de todos los elementos,

on

VRVE Z CY( (z)V;, (5.20)
donde Vgiy g representa el volumen total del elemento de volumen representativo
calculado como suma de los volumenes de cada elemento V; y IV es el nimero total
de elementos.

Cuando se emplean tracciones, se debe satisfacer la segunda de las expresiones
(5.2). Operando de un modo anélogo al descrito previamente para las deformaciones
se puede hallar el tensor de localizacion de tensiones N! para cada elemento. En
cualquiera de los casos el computo del volumen de los elementos depende de su tipo,
sean estos tetraedros o hexaedros.

Finalmente mediante otro programa desarrollado en MatLab se computa el ten-
sor de elasticidad aparente C°, ec. (5.20) o el tensor de compliancia

S

N
1
0= SH2)NY2) Vetern. 5.21
VRVE; ()N (z) Ve (5.21)

Los tensores de elasticidad C' y compliancia S! estan dados por las expresiones
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I E(1-v) Ev Ev 1

(I+v)(1—20) (1+v8(172v) (I+v)(1—20) 0 0 0
) E 1*”) ) 0 0 0
(I+v)(1—20) (I4v)(1—20) (1+v8(1—2v)
1 e By _ E(l-v) 0 0 0
cl= |2 Toin) Toi-w . (5.22)
0 0 0 s 0 0
0 0 0 0 5y O
E
0 0 0 0 0 o)
r 1 v v 7
g ~p "5 0 0 0
E B F 0 0 0
T ) 0 0
1 _ E E E
Sij - 0 0 0 2(15‘”) 0 0 9 (523)
o o o o Ao
L0 0 0 0 0 2w

donde los moédulos de elasticidad y coeficientes de Poisson son los de la fase corres-
pondiente a la posicién x. En casos en dos dimensiones se tiene, cuando el estado
de deformacién es plano

E(1—v) Ev 0 1—p2 v(14v) 0
(1+'U)E(‘lf2v) (1%@81(17)21)) E : _1T2
L= v —-v R v v —v
Cij = (o) (1-2v) (T+v)(1—20) 0 Sij = | =S5 T Q(BW) , (5.24)
0 0 peE) 0 0o =5
mientras que cuando el estado de tensién es plano se tiene
E E 1
151)2 1—':2 0 E _1% 0
v v
Cij= |12 1o g Sij= -5 F 2(1(_)’— : . (5.25)
v
0 0 2(1+4v) 0 0 E

5.4. Cotas a las propiedades estimadas

En el Capitulo 3 se indicé que es posible obtener cotas a las propiedades meca-
nicas representadas por los tensores de elasticidad y compliancia computados me-
diante el método directo. Siguiendo con la discusién acerca de las condiciones de
contorno (Sec. 5.2), cualesquiera sean las empleadas para el analisis, éstas seran en
general diferentes de las reales, por lo tanto, las propiedades estimadas (tensores de
elasticidad o compliancia) seran diferentes también. Tales propiedades mecanicas se
encuentran acotadas por valores que pueden obtenerse utilizando los principios de la
minima energia potencial (PMEP) y de la minima energia potencial complementaria
(PMEPC) (Kanouté et al., 2009).

El PMEP establece que de todos los estados de deformaciones admisibles que
satisfacen el equilibrio, el correcto es aquel que minimiza la energia potencial del
cuerpo o estructura bajo anélisis. Cuando no se aplican esfuerzos externos sobre la
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muestra, la energia potencial es idéntica a la energia interna de deformacion. Por lo
tanto, en un anélisis en el que se usan como condiciones de contorno desplazamientos
lineales, la energfa elastica potencial puede ser escrita como

1
URVE:/ 5 el v CRVEE ldVRVE, (5.26)
VrvE

donde Upry g representa la energia potencial en el nivel k — 1 vy, ck> RV p es el tensor
elastico aparente calculado. Sin haberlo hecho explicito, en la operacién anterior
admitimos que se satisface la condicion de Hill (Zohdi y Wriggers, 2005),

(o) (€)= (o ). (5.27)

La energia potencial para las condiciones in-situ o reales del RVE puede expre-
sarse como

1
Uin—situ = / §sk_1TCk_1sk_ldVRVE, (5.28)
VrRvE

donde todas las cantidades fueron definidas previamente.

Puesto que las condiciones de contorno empleadas en el anéalisis de la muestra
pueden diferir o a lo sumo ser idénticas a las condiciones in-situ, la energia potencial
del volumen analizado bajo las condiciones supuestas debe ser mayor o igual a la
existente in-situ de acuerdo al PMEP, por lo tanto

1 1
/ 5 ek’ Chv'pe" ' dVrvEe ZZ/ §€k_1TCk_1€k_1dVRVE-
VrvE VrRvE

Puesto que las deformaciones en el nivel £ — 1 son idénticas ya que se trata de
deformaciones promediadas en el dominio del RVE, se deduce que

Cht, > CF L (5.29)

Cuando se aplican tracciones uniformes sobre el contorno de la muestra se consi-
dera el PMEPC. Operando de forma anéloga al caso anterior se obtiene la siguiente
desigualdad

1 ,_ 1 T
/ 50_19 1T S]}{?%VIEO_]{: 1dVRVE Z:/ k‘ 1 Sk} 1 k: 1dVRVE
VrvE VrvE
de donde resulta evidente que

Sl;{le > S*1 por lo tanto, S'EVIEl = Eljle < §k=17" — g1, (5.30)

Por consiguiente, si se emplean desplazamientos lineales como condiciones de
contorno se obtiene una cota superior a las propiedades aparentes del material. En
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cambio, cuando se emplean tracciones uniformes se obtiene una cota inferior. Lo que
da origen a la conocida desigualdad,

k—171 k-1 k-1
sk L <chl< Chyly : (5.31)
—— ——
Tracciones en el Contorno Desplazamientos en el Contorno

que es similar a las cotas de Reuss y Voigt (Stein et al., 2004; Zohdi y Wriggers,
2005; Kanit et al., 2003) presentadas en la Sec. 3.6.2.1, con la salvedad de que en este
caso son las condiciones de contorno impuestas las que provocan campos de tensiéon
uniformes en el RVE sin importar cuales sean los campos de tensién y deformacion
en las fases. Al emplearse mas informacion que con los métodos de Reuss y Voigt,
que s6lo usan la fraccidon volumétrica de las fases, el rango entre las cotas impuestas
por el PMEP y PMEPC es mas estrecho. Pese a la rigurosidad matemaética del
método, no es posible hacer una estimacién de cuan apartadas estdn estas cotas.

Como corolario del razonamiento anterior, con las condiciones de contorno em-
pleadas en el método directo se obtienen estimaciones de los tensores de elasticidad
y de compliancia que no necesariamente representan idéntico comportamiento del
material aparente. En materiales policristalinos muchas veces puede seleccionarse
un tamano de muestra mayor que el RVE en su definicién clésica, de este modo
la respuesta mecanica del material resulta independiente de las condiciones de con-
torno. En el caso del hueso trabecular sin embargo, de acuerdo a lo indicado en la
Sec. 3.5.3, las estimaciones del método directo con una u otra condicién de con-
torno diferiran y representaran cotas a las propiedades del material aparente. Estos
aspectos se ilustrarian en el Capitulo 7.

5.5. Resumen

Se presentd el método de homogenizacion directo como un procedimiento para el
estudio de materiales heterogéneos en multiples escalas en las cuales se emplean ele-
mentos de volumen representativo en cada una de ellas. Con este objeto se introdujo
una notaciéon de supraindices adecuada para el analisis multiescala.

El método se introdujo a partir de las relaciones entre las tensiones y defor-
maciones macroscopicas con sus valores homélogos microscépicos en términos de
promedios en el domino del RVE y, de la ley de Hooke en un marco de deforma-
ciones infinitesimales. Esto define un problema elastostatico con una caracteristica
particular a saber: la carga no se da en términos de fuerzas en la superficie o vo-
lumétricas sino como promedio de un campo (tension o deformacion), por lo tanto,
no se indican explicitamente condiciones de contorno.

Al no existir condiciones de contorno el problema estd mal condicionado, por
lo tanto el empleo de dos condiciones distintas resultard en soluciones diferentes.
Intuitivamente, las estimaciones del método serdn mas cercanas a la realidad con-
forme las diferencias entre los estados de deformacién o tensién impuestos al RVE
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y los verdaderos, existentes en el seno del material, sean menores. Si bien esta ob-
servacion es valida para cualquier condicién de contorno, incluida la que se discute
en el préximo capitulo, en el método directo se emplean solamente desplazamientos
lineales o tracciones uniformes.

La aplicacién del método de homogenizacién directo a materiales con microes-
tructuras de geometrias arbitrarias requiere de la solucién de problemas de valor de
contorno. Fstos problemas normalmente se resuelven usando métodos computacio-
nales, tipicamente del método de los elementos finitos.

La implementacién formal de las condiciones de contorno en desplazamientos
lineales requiere la imposicion de desplazamientos prescritos a todas las caras (mo-
delos 3D) o aristas (modelos 2D) del RVE, de forma tal que se satisfaga un valor
impuesto de deformacién igual al promedio volumétrico de las deformaciones de las
fases dentro del RVE. Cuando se emplean tracciones uniformes, se deben imponer
tracciones a las caras (modelos 3D) o aristas (modelos 2D) que provoquen una ten-
sion igual al promedio volumétrico de las tensiones de las fases dentro del RVE. En
este caso, es necesario evitar los desplazamientos y rotaciones como cuerpo rigido
mediante algiin método, tipicamente impidiendo desplazamientos de algunos nodos
o estabilizando el modelo.

La relacién entre los campos micro y macroscépicos estd dada por los tensores
de localizacién. Para computarlos se resuelven seis problemas de valor de contorno
si los modelos son tridimensionales, o tres si éstos son en dos dimensiones. En cada
problema se calcula el tensor de deformaciones o de tensiones en el centroide de los
elementos finitos. Conociendo las deformaciones y los volimenes de los elementos se
calculan los tensores homoélogos macroscopicos. Posteriormente, conociendo alguno
de los campos en ambas escalas se resuelve un sistema de ecuaciones que permite
hallar cada fila del tensor de localizacién para cada una de las componentes del
campo en cuestion (deformacion o tension). Finalmente, una vez ensamblados los
tensores de localizacién para cada elemento, se los emplea para computar el tensor
de de elasticidad o de compliancia que caracteriza el comportamiento macroscépico
aparente del hueso trabecular. Las operaciones para el cémputo de los tensores
de localizacién y la estimacién de los tensores de elasticidad y compliancia fueron
implementadas en c6digos desarrollados a tales efectos en el entorno MatLab.

Debido al concepto de RVE empleado en este trabajo, los tensores de elastici-
dad hallados usando una u otra condicién de contorno difieren, es decir dependen
del tamano de la muestra y de las condiciones de contorno empleadas. Aun asi,
los tensores determinados de esta forma son cotas méas estrechas a las propiedades
aparentes que las cotas de Reuss y Voigt.

Los procedimientos presentados fueron implementados utilizando programas
desarrollados en el entorno MatLab. Estos programas postprocesan los resultados
de los problemas de valor de contorno resueltos mediante el método de los elementos
finitos usando Abaqus.






CAPITULO 6
Implementacion del método de
homogenizacion asintotico

En este capitulo se presentan en forma detallada las hipotesis fundamentales del
método de homogenizacién asintético con el objeto de comprender sus implicancias
en términos de los desplazamientos y deformaciones sobre la muestra. Con esta
informacién, se describen las condiciones de contorno impuestas a la muestra para
computar los tensores de localizacion de deformaciones y de elasticidad empleando
el método de los elementos finitos.

6.1. Introduccion

La teorfa de homogenizacién asintética se desarrolla sobre la base de tres hipé-
tesis fundamentales: que existe una relacién entre el tamano de la celda y la mi-
croestructura, que el desplazamiento se puede aproximar mediante una expansion
asintotica, y que los desplazamientos son peridédicos.

Para el tratamiento del método, al igual que con el método directo, considera-
mos tres escalas', ver Figura 6.1: la escala macroscopica, donde las coordenadas de
cualquier punto se identifican mediante las coordenadas y; la mesoscépica corres-
pondiente a un punto macroscopico; y la escala microscopica, identificada por las
coordenadas x.

Fase tejido
o hueso

Fase hueco

Micro

Figura 6.1: Detalle de las escalas usadas y la nomenclatura empleada.

'En la bibliografia es usual llamar x a las dimensiones macroscopicas e y a las microscopicas.
En este trabajo se adopto la convencién opuesta para ser consistentes con el resto del documento.
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Notese que en la escala mesoscopica, por tratarse de una muestra representativa
de la microestructura, los puntos materiales deben identificarse segiin su posicion
en el sistema de coordenadas x. Al cociente entre las escalas y y x se lo denomina
7: mateméticamente, expresa la primera hipétesis del método.

n==*. (6.1)

X

La segunda hipotesis, que el desplazamiento total de un material microestruc-
turado multiescala puede ser representado por una expansién asintética, se puede
expresar en términos matematicos como (Hollister y Kikuchi, 1992)

u(y,x) =uo(y) +n wi(y,x) + 7’ ua(y,x) + ..., (6.2)

donde u es el valor exacto de la variable desplazamiento, ug es el valor macroscépico o
aparente del campo de desplazamientos y u; (i > 0) son perturbaciones del campo de
desplazamientos debido a la microestructura. Notese que, considerando la expresion
(6.1), en (6.2) las cantidades en la escala microestructural varian 1/n veces més
rapido que en el nivel aparente.

La tercera hipotesis esté relacionada con las condiciones de contorno. En teoria
de homogenizacién asintética se suponen que los desplazamientos son peridédicos esto
es que los desplazamientos en una cara del RVE son idénticos a los desplazamientos
de la cara opuesta por cuando no existe separacién ni superposiciéon de las celdas.
Esta hipotesis estd en un todo de acuerdo con la ec. (3.26) y el concepto de celda
(Sec. 3.6.5).

El campo de deformaciones asociado resulta de reemplazar la ecuacién de des-
plazamientos (6.2) en la expresion (3.17) considerando que la escala macroscopica

es la y. Entonces, usando la regla de la cadena, 2 0 4 %8%7

y ~ dy
g(u) = B} (ayj + 3yi>
— 1 auOi auoj 8uli 8u1] 8U1i aulj
T2 Kayj - 3yi>+<axj oo )\ Gy T )| T 69

Si bien los términos de mayor orden pueden incorporarse para aumentar la pre-

se obtiene

cision del anélisis (Kouznetsova, 2002), usualmente los términos de orden Oy ¥
superiores se desprecian frente a los de menor orden. En particular, cuando existen
dos escalas el tensor de deformaciones puede aproximarse como

B o 1 8u0i 8u0j 1 8u1i Gulj
Ew(u) N 2 <8yj + 8y,~ > + 2 (8.%] + 6.70, ’ (6.4)

Recuperandose de este modo la expresiéon 3.50,

gij = (€ij) + €55 o en notacion multiescala ij(v) = 5% (v) + gilj(v),

donde
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. . 1 8UO¢ Ouoj « 1 1 8u12~ 6u1j
El] - <€Z]> - 5 (8y] + 8yl 9 Y 52‘]‘ = 5ij = 9 8:[)3 + 8;51 . (65)

Para resolver el problema elastico se sustituye la primera de las expresiones
(3.50) en la ecuacion de equilibrio (3.12) en su forma débil, es decir

/ Cijki €i5(V) egi(u) dQ = / t;v;dl, (6.6)
Q r

siendo () el dominio total del problema, las tracciones t; estin sobre el contorno
macroscopico I', g;5(u) es el tensor de deformaciones de la ec. (6.4) y €;;(v) es el
tensor de deformaciones virtual. La forma del tensor de deformaciones virtual es

eij(v) = 5%‘(") + E'}j(v)a

1 [(0Ovg; Oug; 1 /0vy; Owvig
0 _ - 01 05 * _ T 12 1j
62] (V) 2 <8yj + 8yi > ’ y 6” 2 <8$j + 8:@ > ’

siendo vg; el desplazamiento virtual. Puesto que la microestructura se considera

donde

periddica, la expresion anterior puede separarse en los niveles microestructural y
aparente. Esto implica que se tienen dos problemas: uno cuando v varia en el nivel
macroscOpico y es constante en el microscopico (51'1]'
en el nivel microscopico (en cuyo caso e%(v) es cero). Matematicamente, esto da
lugar a dos problemas representados por las ecuaciones

(v) nulo), y otro cuando v varia

1
/ Woorl Cijra €5 (v) (el + ei) dVRv e A = / t; v; dT’ (6.7)
o \VRvE| Jvay s r
1
/ Vool Cijia €5(v) (€0 + €ia) AVrvE dQ =0 (6.8)
o \VeRvE| Jvay s

donde se hace explicita la formulaciéon peridédica en términos de las celdas de vo-
lumen Viy g v se usa a € para denotar la integral sobre el dominio del problema
considerando la presencia de las celdas, es decir [ dQ = [1/|VrvEg| [o dVrRvE dY.
El término de la derecha de la ec. (6.8) es cero porque no existen tracciones aplicadas
en el nivel microestructural. Por otro lado, la ecuacion se satisface si la integral en
el dominio del RVE es nula, es decir,

/ Cijkl 511;‘ (v) (521 =+ 5;%;1) dVrvE =0, (6.9)
VrvE

resultando un problema cuya forma es similar al expresado por la ec. (6.6). pero
donde el término de la derecha es nulo. Asi, el problema elastostatico a resolver
estd mal condicionado debido a que no se expresan condiciones de contorno sobre
el RVE (Suquet, 1987). Estas condiciones de contorno deben reproducir el estado
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de deformaciones y tensiones que el RVE tendria en el seno del material, es decir in
situ, ver Sec. 5.4.

El procedimiento para el computo del tensor de elasticidad es similar al descrito
para el método directo. Al igual que en éste ultimo es necesario resolver problemas
de valor de contorno con deformaciones impuestas, 521, al RVE a partir de las cuales
se determinan las deformaciones 6}]-. Los estados de deformacion en ambas escalas
se emplean luego para construir los sistemas de ecuaciones que permiten calcular
los tensores de localizaciéon que, como se indicé en el Cap. 3, se usan para hallar
el tensor de elasticidad. En las secciones siguientes se presentan las expresiones y
las condiciones de contorno necesarias para cada uno de los casos de carga y se
describen los procedimientos para su implementacion.

6.2. Condiciones de contorno

Para calcular el tensor de elasticidad C%k,l se somete a la celda unitaria o RVE?
a estados de deformaciones conocidos 5% v se provee de las restricciones necesarias
para que los desplazamientos sean periodicos segin la ec. (3.26). De aqui en mas
consideraremos un RVE prismatico con aristas iguales a 2a, 2b y 2c¢, ver Figura 6.2.

L3

Figura 6.2: Nomenclatura de las caras, identificaciéon de los nodos maestros y di-
mensiones de la muestra representativa.

6.2.1. Aspectos tebricos

Para implementar la ec. (3.26) en forma numeérica (Berger et al., 2005) se procede
a escribir los desplazamientos de un par de superficies opuestas como,

2El motivo por el cual una celda unitaria es un RVE esta relacionado con el concepto de
periodicidad. Este concepto y su extension al caso microestructuras no periodicas fue discutido en
la Sec. 3.6.5.
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U,E—H = Eij x§+) +u” Yy ui_) = Eij xg_) + u*, (6.10)
donde por definicion E;; es igual a sgj (ec. 3.28); x; es la posicion de los puntos
sobre caras opuestas; los signos ‘+’ y ‘=’ identifican las caras considerando el sen-
tido positivo del eje cartesiano perpendicular a ambas (ver Figura 6.2) y; u* es la
componente fluctuante del desplazamiento.

Por lo tanto, la diferencia entre ambas ecuaciones es

ul) — uz(f) = (€ij) (JUE»H + ﬂf§-7)> . (6.11)

7

0
R
randose que los puntos homologos de caras opuestas satisfagan la ecuaciéon preceden-

Es decir, una deformaciéon arbitraria €., puede aplicarse a un RVE dado asegu-

te a efectos de garantizar la condicién de periodicidad. Por lo tanto, las condiciones
de contorno que se deben imponer al RVE son

0 VLEQ € [—b, b]

i\ ) — U\ T, 9 =(2 3 12
ui(a, x9,x3) — ui(—a, xa,x3) = (2a)e;; Vas € [—c.d (6.12)
Yz € [—a,al
i — Ug y — Uy = (2 2 ’ 1
u (1’1,(), 1'3) U (.’13'1 b .’13'3) ( b)EZQ Vg € [—C, C] (6 3)
ui(x1, T, ) — ui(w1, 22, —) = (20)e); var € [a.a] (6.14)

Vs € [=b, b]

donde se reemplazo la notacion de caras (‘+’ y ‘—’) por las coordenadas del plano.
La notacion empleada resulta conveniente también para indicar los casos de carga.
Por ejemplo, para las caras ‘a{t)’ y ‘a(=) en la ec. (6.12) solamente interesan tres
casos de carga, ya que el segundo subindice de la deformacion impuesta €%, esté fijo
y el primero sélo puede tomar los valores de 1 a 3. Resulta ilustrativo desarrollar
dichas ecuaciones:

= para €9, se tiene

ui(a, 2, x3) — ui(—a, re,x3) = (2@)5(1)1,
uz(a, x2, x3) — uz(—a, x2,x3) =0,

uz(a, 2, 23) — uz(—a, r2,x3)

= para £3;

ui(a, 2, x3) — u1(—a, x2,x3) =0,
uz(a, 2, 73) — ug(—a, re, r3) = (2a)5817

uz(a, 2, 23) — uz(—a, r2,x3)
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=y para Egl

uy(a, x2,x3) — u1(—a,x2,23) =0,
UQ(av x2, .’IJ3) - UQ(—G,.’EQ,.ZIZ'g) = 07
= (2

Ug(a, .’ﬂg,l’g) - U3(—G,LE2,$3) G)Egl.

De forma similar, se deduce que los desplazamientos en los demés casos de carga
(cuyas deformaciones impuestas asociadas son £Jy, 5g3 y 5(2)3) deben satisfacer la
relacion

ui(a, r2, x3) — ui(—a, a2, x3) = 0.

Noétese que las ecuaciones anteriores imponen restricciones a los desplazamientos
pero no implican que su magnitud sea conocida de antemano. Las ecuaciones esta-
blecen relaciones entre los desplazamientos de puntos ubicados en caras opuestas de
un RVE que resultan en valores prescritos de deformacién. Operando de un modo
analogo con las ecs. (6.13) y (6.14) se pueden obtener las ecuaciones homologas para
las caras b y c¢. FEstas expresiones se reportan en el Apéndice D.

Las aristas, al estar formadas por la interseccién de dos planos, responden a dos
de las ecuaciones (6.12-6.14) simultdneamente. Por ejemplo, los desplazamientos de
las aristas formadas por la interseccion de las caras planas ‘a’ y ‘b’ (ver Fig. 6.2),
estan sujetos a las restricciones impuestas por las ecuaciones (6.12) y (6.13). Para
hallar las restricciones sobre los desplazamientos de las aristas consideramos que
estas son segmentos paralelos a los ejes coordenados (z1,z9,x3), donde dos de las
x; son conocidas y la tercera puede variar entre £« siendo « la longitud de la
mitad de las aristas (a,b o ¢). Puesto que la interseccion de las caras a y b genera
4 segmentos o aristas, es necesario definir cudles son los pares de aristas que se van
a considerar. Notese que sélo pueden seleccionarse aristas diagonalmente opuestas
ya que éstas deben estar relacionadas por las expresiones (6.12) y (6.13) a la vez.
De forma arbitraria se elige las aristas representadas por los segmentos (a,b,z3) y
(—a,—b,z3). Por lo tanto, las expresiones 6.12 y 6.13 especializadas en 9 = by
r1 = —a son

UZ'(CL, b, '7:3) - ui(_av b, ‘7:3) = (2@)5:?17
Ui(_a, b7 x3) - Ui(—a, _b7 .1'3) - (Qb)8?2

Particularizando para el caso de carga cuya deformacion impuesta es €9, y su-
mando ambas expresiones y se obtiene

Uy (a7 b7 .’I}3) - ’LLl(—G/, _b7 $3) = (20’)6?17

donde queda explicitamente indicado la arista a la que corresponde cada desplaza-
miento. La misma operaciéon debe efectuarse para hallar los desplazamientos en las
direcciones uo y u3. Las ecuaciones completas para este caso de carga, y para este
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par de aristas, son
ui(a,b,x3) — ui(—a, —b, xr3) = (2@)5(1)1,
UQ(CL, b7 xS) - ’LLQ(—(Z, _b7 £U3) - O)
us(a, b, x3) — us(—a, —b, x3) = 0.

Operando de una forma similar para los cinco casos de carga restantes se obtienen
sus respectivas restricciones:

., . 0 _ 0
= para el caso de carga cuya deformacion impuesta es €7, = €5,

ui(a, b, x3) —ui(—a, —b,x3) = (2b)5[1)2,
UQ(CZ, b7 33‘3) - UQ(_aa _b7 33‘3) = (2(1)5(2)1’
0.

U3(CL7 b) x3) - u3(_aa _b> x3)

= para el caso de carga cuya deformacién impuesta es €J3 = €9,

U1(CL, bv .Z'g) - U1(—a, b7 $3) =0
UQ(CL, ba ZL'3) - UQ(—CL, bv LL‘g) - 07

Ug(a, b7 CC3) - u3(_a7 ba .'173) = (20,)5%1.

= para el caso de carga cuya deformacién impuesta es €9,

U1 (CL, b7 x3) - ul(_aa ba $3)

0,
ug(a, b, x3) — uz(—a, b, xr3) (2b)€32,
0.

’U,g(@, b? .’IJ3> - U3(—a, b7 .’133)

= para el caso de carga cuya deformacién impuesta es €35 = €3,

(75} (CL, b7 .’E5) - Ul(—a, ba .5[?3) =0
u2(a7 b? $3) - UQ(—CL, b7$3) 0

U3(CL, b7 x3) - Ug(—a, b7 .%'3) = (2b)6g2

= para el caso de carga cuya deformacién impuesta es 583

ui(a,b,z3) — ui(—a,b, z3) =0,
u2(a7 b7 ng) - UQ(—G, b7 1.3) - 07

U3(CL, bv .%’3) - U3(—(I, b> $3) = 0.
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El mismo procedimiento se emplea para hallar las restricciones a la arista
(a,=b,z3) vy (—a,b,x3) y para los restantes cuatro pares de aristas. Las ecuacio-
nes correspondientes se muestran en el Apéndice D.

Las expresiones anteriores no son validas para las esquinas, donde se intersecan
tres planos y tres aristas, por lo tanto, deben considerarse tales restricciones. A
modo de ejemplo, para las esquinas (a,b,c) y (a,—b, —c) y, para el caso de carga
cuya deformacién impuesta es €{;, los desplazamientos deben satisfacer

Uy (aa bv C) —Uu ((Z, _b7 _C) = _(20“)5(1)17
uz(a,b,c) — uz(a, —b, —c) = 0,

us(a,b,c) — us(a, —b, —c) = 0.

De un modo semejante se pueden hallar relaciones para los cinco casos de carga
restantes. Las expresiones completas para los cuatro vértices se presentan en el
Apéndice D.

6.2.2. Aspectos practicos

En este trabajo, para la implementacién de las condiciones de contorno peri6-
dicas mediante el método de los elementos finitos se emplean mallas idénticas en
caras opuestas del RVE, es decir, las componentes de las coordenadas de dos nodos
n1(z;) v na(z;) ubicados en caras opuestas deben ser iguales salvo una que difiere
en un largo de arista (2a, 2b o 2¢ segun el caso).

La expresion (6.11) establece relaciones entre los desplazamientos de los nodos
ubicados sobre caras opuestas de la Figura 6.2, especializando para las caras a

), <x(.+“) + m(_a)) : (6.15)

i J J

Repitiendo el procedimiento para el par de nodos O y A ubicados donde las
caras —a y +a cortan al eje de coordenadas x2 se obtiene

uZ(A) — ugo) = (e45) <x§A) + CL’;O)) . (6.16)

Si se impide el desplazamiento del nodo O, el desplazamiento del nodo A queda
impuesto por la condicién expresada en la ec. (6.16) ya que (g;5) es conocido e igual
a la deformacién impuesta agj y, la diferencia entre las posiciones de A y O es igual
al largo de la arista 2a. Puesto que los términos de la derecha en las ecs. (6.15) y
(6.16) son idénticos, operando se obtiene una expresion que puede emplearse para
imponer las condiciones de contorno periédicas a todos los nodos ubicados en las
caras a, considerando el desplazamiento del nodo maestro A

W) _ -0 _ )

i Y i

(6.17)

Notese que la expresion (6.17) posee la informacion del caso de carga, deforma-
cién impuesta, sélo en el término de la derecha, es decir
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uEA) = (&45) (m§-A) + $§O)) donde xg-A) + CL‘;O) = 2a. (6.18)

Operando de forma analoga se pueden construir ecuaciones sencillas de imple-
mentar en cédigos de elementos finitos para los nodos de las demés caras, las aristas
y esquinas del RVE.

Las restricciones indicadas precedentemente constituyen un tipo particular de
condiciones de contorno. Cuando se emplea el paquete comercial de célculo por
elementos finitos Abaqus 6.9 (2009), tales condiciones de contorno pueden imple-
mentarse utilizando el comando ‘EQUATION’ que hace uso de nodos maestros y
esclavos.

Los nodos maestros se usan para imponer una deformacion arbitraria 5% al RVE,
es decir, representan los desplazamientos del nodo A en la ec. (6.17). Por su parte,
los nodos esclavos se usan para imponer los desplazamientos a los nodos opuestos
de caras, aristas y vértices, ugia). A efectos de usar el comando ‘EQUATION’, la
expresion (6.17) debe escribirse en Abaqus como

= 0. (6.19)

Los nodos u(~) en la expresion anterior son esclavos en ABAQUS y por ello no
pueden usarse mas de una vez en una ecuacién de desplazamiento, de otro modo
se impondrian desplazamientos inconsistentes. Los detalles del uso del comando
‘EQUATION’ estan bien documentados en los manuales de usuario (Simulia, 2010).
En la Figura 6.3 se muestran los desplazamientos que deben imponerse a los nodos
maestros A, B y C en cada caso de carga para obtener las deformaciones prescritas
E?j. Esto se realiza empleando un programa desarrollado en el entorno MatLab, ver
Apéndice F.

6.3. Computo del tensor de localizaciéon y de elasticidad

El calculo de los tensores de localizacion MF es similar al descrito en la Sec. 5.3
para el método directo. En primer lugar, se resuelven problemas de valor de contorno
para los casos de carga linealmente independientes (tres en casos en problemas en
2D y seis en problemas 3D). Con este proposito se utiliza el método de los elementos
finitos, en particular el programa de calculo Abaqus 6.9 (2009). Luego, se computan
las deformaciones 5% y se emplea la ec. (3.28) para hallar las deformaciones 5%.
Resolviendo un sistema de ecuaciones como el indicado en la ec. (5.19) se computa
el tensor de localizacién M de los elementos que forman el RVE. Una vez hallados
los M se computa el tensor de elasticidad usando la ec. 5.20.

El computo del los tensores M* y de elasticidad C° fue implementado en dos
codigos desarrollados en MatLab cuyos listados se adjuntan en el Apéndice E. El
computo de los primeros a partir de los valores €', y del volumen de los elementos
Veiem €s trivial. Para el computo del tensor de elasticidad CO en cambio, es necesario
considerar también las propiedades mecanicas de los elementos de cada fase.



86 Capitulo 6. Método de homogenizacién asintético

e
-::éﬁ}
'U.(BB }
-""-—-__’
WO
o i
u.é Y 1] 32 20
(4
u =0 us =0 ul =0 uf =0
uils) = u%B) =10
ul® = £ ul® =0
) = AP
“\-_______-L
&€y
() 5]
g ug J=p -uﬁ’q) =0
C
u(z )=0 -u,gc) =% u.({n =0
)
ug = -ugC) =10 -u_g'd‘) =10
(B)
Uy ugB] =0
B
s =0
B
u"(i =0 u(qs} =10
()
u =10 ug"“} =0 ugc) = Egl 2¢ (A4 _ 0
(€Y _ A {7,
=l
uy =gy 2 uéﬁ} =10 ugc) =1 u"[a““ = agl 2a

Figura 6.3: Detalle de los desplazamientos impuestos a los nodos maestros A, By
C para los seis casos de carga.
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6.4. Resumen

Se presentd el método de homogenizacion asintotica a partir de sus tres hipdtesis
principales. Mediante operaciones matematicas elementales se dedujo la expresién
del tensor de deformaciones para el caso particular de un material con dos escalas.
Se demostré que el método es adecuado para el estudio en multiples escalas y se
hicieron explicitas las diferencias en cuanto a las condiciones de contorno existentes
en los problemas en la escala microscépica y macroscépica. En particular, el primero
de ellos fue descrito como un problema de celdas similar al descrito en el método
directo (ec. 5.3) donde la celda constituye el RVE empleado en el método.

Los problemas de contorno y en particular, las condiciones de contorno que deben
imponerse a las celdas fueron tratados en detalle para el caso de modelos en tres
dimensiones (3D). El caso bidimensional no fue tratado, pero las condiciones de
contorno a emplearse son idénticas las impuestas en modelos 3D (g9, €9, v €95) en
un marco de deformacion plana. Se demostré también que a los fines practicos se
pueden emplear nodos maestros para referenciar los desplazamientos de las caras,
aristas y esquinas de la celda. Las caracteristicas de similitud de las mallas en caras
opuestas fueron indicadas.

Puesto que la formulacién del método esta basada en el campo desplazamientos,
resulta mas sencillo computar el tensor de elasticidad que el de compliancia. El pro-
cedimiento para hallar el tensor de elasticidad fue descrito con analogias al método
directo. Otros métodos para hallar el tensor de elasticidad pueden consultarse en
Berger et al. (2005) y Hollister y Kikuchi (1992).

Los procedimientos presentados para la homogenizacién asintética fueron im-
plementados utilizando programas desarrollados en el entorno MatLab. Estos pro-
gramas postprocesan los resultados de los problemas de valor de contorno resueltos
mediante el método de los elementos finitos usando Abaqus.






CAPITULO 7
Verificacion y validacion de los
métodos de homogenizacion

Los objetivos de este capitulo son verificar las herramientas computacionales
implementadas, evaluar su desempenio y definir pautas para su utilizacién aplicada
al estudio del comportamiento mecanico del hueso trabecular. Con estos propoésitos
se aplica el método de homogenizacién directo a estructuras bidimensionales con
solucién analitica y a modelos idealizados del hueso trabecular. Del analisis de estos
resultados se definen las condiciones de contorno apropiadas para el estudio de
muestras 6seas reconstruidas a partir de imagenes microtomogréaficas y se introducen
algunas de las dificultades asociadas al estudio de tales muestras en dos dimensiones.
De este modo, se justifica el empleo de modelos tridimensionales para el estudio del
comportamiento mecanico del hueso trabecular.

Los procedimientos de homogenizacién directo y asintotico en tres dimensiones
son verificados y validados experimentalmente. Finalmente, los procedimientos desa-
rrollados se aplican a modelos reconstruidos de hueso trabecular con el objeto de
seleccionar el mas adecuado para los propositos de este trabajo. Ademas, se estudia
y discute la influencia de la discretizacion sobre las propiedades elasticas aparentes y
el error en la representacion geométrica de los modelos reconstruidos. Sobre la base
de estos resultados se identifica el tipo y orden de los elementos méas apropiados
para resolver los problemas de valor de contorno.

7.1. Modelos, verificacién y presentaciéon de este capitulo

Antes de utilizar los codigos implementados es necesario determinar si el modelo
computacional representa adecuadamente al modelo matemdtico' subyacente y su
solucién. Este proceso se denomina verificacion y esta compuesto por dos partes: la
verificacion de los codigos que permite establecer la confianza de que el modelo ma-
tematico y sus algoritmos de solucién funcionan correctamente y; la verificacion de
los computos mediante la cual se establece la confianza de que la solucién numérica
del modelo es precisa.

Existen numerosas técnicas para la verificar codigos, una lista y una descrip-
cién de las comunmente utilizadas puede encontrarse en Collofelo (1988). En este

'El modelo matematico incluye las ecuaciones, condiciones de contorno, y demés datos necesarios
para describir matematicamente el modelo conceptual. E1 modelo conceptual esta constituido por
las hipotesis y descripciones de los procesos fisicos que representan el comportamiento mecanico
de la realidad de interés, en nuestro caso el hueso trabecular.
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trabajo, los cédigos de homogenizaciéon implementados se verificaron mediante la
comparaciéon con soluciones analiticas. En particular se utilizan dos casos: una celda
de material lineal elastico, homogéneo e isétropo de propiedades conocidas y, un
material bifdsico cuya solucion analitica es conocida para el caso unidimensional.

En cuanto a la verificaciéon de los cémputos, y puesto que en este trabajo se
emplean programas comerciales de elementos finitos (Abaqus 6.9, 2009), el error
que debemos analizar es el de discretizacién. Un aspecto importante a tener en
cuenta es, que cuando se construyen modelos a partir de imagenes microtomograficas
(microTC), las diferencias entre las geometrias reales y del modelo discretizado
afectan las estimaciones de las propiedades elasticas aparentes.

Si bien todo cédigo necesita ser verificado, no se pretende presentar un Plan de
Verificacion y Validacion (Schwer, 2007), sino utilizar esta necesidad como intro-
duccién al estudio y cémputo de casos reales en forma pedagogica, desde los caso
mas sencilos hasta los mas complejos. En lo que sigue, se presentan casos de estudio
cada vez mas complejos, que constituyen etapas para el desarrollo de los modelos
computacionales del hueso trabecular. El capitulo finaliza con conclusiones referi-
das tanto a los aspectos técnicos de la implementacién que no fueron no discutidos
en los capftulos anteriores, como a los relacionados con las propiedades del hueso
trabecular estimadas mediante ambos método de homogenizacion.

7.2. Seleccion del tipo de elemento

En el Cap. 4 se demostré las ventajas de emplear elementos hexaédricos sobre
los tetraédricos en virtud de la representacion geométrica. Ademas, se enunciaron
las ventajas que los primeros poseen sobre los tGltimos desde un punto estrictamente
numeérico (Sec. 4.5.3 ). Sin embargo, los elementos hexaédricos pueden ser de primer
o de segundo orden que, a su vez, pueden ser de integraciéon completa, reducida
o elementos con modos incompatibles. En los pérrafos siguientes se analizara y
justificard la eleccion de los elementos empleados en el resto del trabajo.

Los elementos de primer orden funcionan bien salvo cuando existen esfuerzos
de flexién. En este ultimo caso, la practica recomendada es emplear elementos de
segundo orden. Puesto que la flexién es un mecanismo importante en la deformacion
de una muestra de hueso trabecular (van Rietbergen et al., 1995), en principio, parece
que la eleccién del orden de los elementos resulta simple. Puesto que los modelos
en los cuales se emplean pasos distintos poseen geometrias diferentes, y que para
una misma capacidad de computo siempre es posible usar mallas més densas con
elementos de primer orden, la seleccién del orden de los elementos se ve afectada
por el compromiso entre favorecer una mayor resolucién geométrica o una mayor
calidad de la solucién.

En cuanto a la eleccién de elementos con integracién completa o reducida, los
ultimos presentan la ventaja de un menor tiempo de cémputo, una caracteristica
deseable considerando el gran ntumero de grados de libertad en los RVE. La precisiéon
de la solucién que se obtiene utilizando elementos de segundo orden con integracion
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reducida es siempre superior a la que se obtiene con los elementos homoélogos de
integracion completa (Simulia, 2010). Esto constituye un elemento méas a favor de
los primeros, pero determinar cudn buena es esta soluciéon frente a los elementos de
primer orden o cudl es la densidad de la malla a emplear con estos tltimos para
obtener resultados de idéntica precisién depende del problema.

La precision alcanzada para elementos de primer orden con integracién completa
o reducida depende de la naturaleza del problema. Esto se debe a que los elemen-
tos de primer orden con integraciéon reducida pueden presentar hourglassing? (Sun,
2006). En Abaqus, tales elementos tienen control de houglassing pero deben usarse
con mallas finas y mantener la energia disipada en “compensar” este fen6meno en
un valor bajo. Los elementos con integracién completa, en cambio, no presentan
hourglassing pero pueden bloquear? la solucién por corte.

Los elementos con modos incompatibles son elementos de primer orden formula-
dos para tener un mejor desemperno ante la flexion respecto de los elementos estandar
de primer orden. Sus ventajas son evidentes s6lo cuando las mallas son regulares.
Computacionalmente son mas costosos que los de primer orden pero bastante mas
econémicos que los de segundo orden. Por utilizar integracién reducida no poseen
hourglassing (Simulia, 2010). Sin embargo, en estos elementos pueden ocurrir so-
lapamientos o huecos entre elementos adyacentes. Este comportamiento o incom-
patibilidad disminuye junto con el tamano de los elementos debido a que estos se
aproximan a un estado de deformacion constante conforme la discretizaciéon se vuel-
ve mas densa (Cook, 1995). No obstante, su comportamiento es dificil de evaluar a
priori.

En funcién de la discusion anterior, las ventajas de los elementos de segundo
orden con integracion reducida (C3D20R) resultan evidentes frente a los elementos
de integracién completa. La seleccion entre los elementos de primer orden es maés
compleja. Sin embargo, descartando a los elementos con modos incompatibles, la se-
leccion se vuelca en favor de los elementos de integracion reducida (C3D8R) puesto
que no poseen bloqueo, tienen un menor tiempo de cémputo y resulta sencillo deter-
minar si existe o no hourglassing ante flexién. Por motivos similares a los anteriores,
en problemas de dos dimensiones, resulta conveniente también emplear elementos
con integraciéon reducida.

Debido a la influencia del tamafio de paso sobre la representacién geométrica
del hueso trabecular, la decisiéon acerca del orden de los elementos a emplear pa-
ra idéntica capacidad de computo resulta de un compromiso entre la necesidad de
una mejor representaciéon geométrica o una mejor representacion del campo de des-
plazamientos. Esto se discutird considerando algunos aspectos morfologicos en las
secclones siguientes.

2Un modo de deformacion que posee energia cero que, por lo tanto, no tiene sentido fisico.

3El bloqueo por corte ocurre debido la imposibilidad de curvarse de estos elementos. El bloqueo
volumeétrico también es posible, pero sélo ocurre en materiales (casi) incompresibles que no son
objeto de este trabajo.
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7.3. Verificacién de las herramientas computacionales 2D

Los procedimientos y las herramientas implementadas para el método de ho-
mogenizacién directo se aplicaron a dos casos particulares a saber: una muestra de
material homogéneo lineal eldstico e is6tropo y, una barra de material bifasico. Las
propiedades mecénicas de ambos casos se reportan en la Tabla 7.1. La Figura 7.1
muestra un esquema del segundo donde se aprecia que el volumen de la muestra
estd constituido por partes iguales de cada fase.

Propiedad Homogéneo Bifasico
Material 1 Material 2

Médulo de Young 1000 Mpa 1000 Mpa 100 Mpa

Coeficiente de Poisson 0,3 0,3 0,3

Tabla 7.1: Propiedades de los materiales empleados

Barra de material bifasico sometida a traccion longitudinal a

Discretizacion de la celda de material
bifasico 2D

Celda elemental de material bifasico 1D

Figura 7.1: Modelos biféasicos: (a) barra, (b) celda 2D, (c¢) celda 1D.

7.3.1. Meétodos

El método de verificacién empleado en este trabajo es el de comparacién con
soluciones analiticas. Para la barra de material bifasico (caso unidimensional), la
solucién analitica del médulo de elasticidad aparente en la direccién del apilamiento
es igual a

= (h+1) EL B

E = . 7.1
li Ea+1y By (7.1)
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Los problemas de valor de contorno del caso homogéneo fueron resueltos em-
pleando elementos triangulares de segundo orden, mientras que para el caso del
material bifasico se emplearon elementos triangulares de primer orden. Ambos casos
fueron resueltos tanto en tensién como en deformaciéon plana usdndose tracciones y
desplazamientos en el contorno respectivamente. En todos los problemas se computé
el tensor de elasticidad a partir del post-procesamiento de las deformaciones y de
las tensiones en el centroide de cada elemento.

Si bien existirdn discrepancias entre los valores computados mediante el méto-
do de homogenizaciéon directo con una u otra condicién de contorno y la solucién
analitica, las propiedades deben encontrarse entre las cotas de Reuss y Voigt.

7.3.2. Resultados

Los resultados se muestran en términos de las matrices constitutivas, E, a partir
de las cuales es posible determinar el valor de los médulos de elasticidad y coeficientes
de Poisson.

Los resultados obtenidos para el material homogéneo fueron los siguientes:

1. En tensiéon plana y aplicando tracciones uniformes al contorno

= post-procesando tensiones

1098, 901099
329, 670330
—5,898327 102!

E =

329, 670330
1098, 901099
—8,890509 102!

= post-procesando deformaciones

1098, 901099
329, 670330
—1,011357 10720

E=

329, 670330
1098, 901099
—8,502093 1021

5,659335 102!

—1,957824 1072 | [M Pa).

384, 615385

1,653408 1020

—8,998878 10~20| [M Pa].

384, 615385

2. En deformacién plana y aplicando desplazamientos lineales al contorno

= post-procesando tensiones

1346, 153846 576,923077  —1,755417 10727]
E=| 576,923077 1346,153846  —4,673372 10727 | [M Pa).
| 4,639967 10728 1,809477 10728 384, 615385
= post-procesando deformaciones
[ 1346, 153846 576,923077  2,948447 107287
E= 576, 923077 1346,153846  1,762000 10727 | [M Pal).
| —1,094308 10728 1,807438 1072%  384,615385

De un modo analogo al anterior se reportan los resultados obtenidos para el caso

del material bifésico:
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1. En tensién plana y aplicando tracciones uniformes al contorno

= post-procesando tensiones

[ 199, 800560 59, 940068
59, 940106 233, 986529
4,582742 1077 —1,917003 10~7

E=

= post-procesando deformaciones

[ 199, 800541 59, 940059
59, 940103 233,986519
| 4,550695 10~7  —1, 302868 10~7

E:

—1,008573 10117
—3,937555 1076
69, 930418

[M Pal

—3,553312 10117
—3,937502 1076
69, 930425

[M Pal

2. En deformacién plana y aplicando desplazamientos lineales al contorno

= post-procesando tensiones

(374, 431698
160, 470718
| —1,136130

160, 470734
673, 168817
—0, 486914

E=

= post-procesando deformaciones

[374,431712 160, 470728
160,470735 673,168764
| —1,136122 —0,486914

E =

—1,136132]
—0, 486920
168, 923578 |

[M Pa

~1,136133
—0, 486917
168, 923605

[M Pal

La evaluacion de las cotas Reuss y Voigt tiene sentido solamente para el caso del
material bifdsico. En tension plana, las cotas de Reuss y Voigt son las siguientes

199, 800199800200 59, 9400599400600

Ereuss = |59, 9400599400600 199, 800199800200
0 0

604, 395604395604 181, 318681318681

Evoigt = |181,318681318681 604, 395604395604

0 0

En deformacién plana las cotas son

244,755244755245 104, 895104895105

ERreuss = |104,895104895105 244, 755244755245
0 0

740, 384615384615 317,307692307692

Evoigt = |317,307692307692 740, 384615384615

0 0

0
0 [M Pal,
69, 9300699300699

0
0 [M Pa.
211, 538461538462

0
0 [M Pal,
69, 9300699300699

0
0 [M Pal.
211, 538461538462
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7.3.3. Discusion

Cuando se emplean tracciones y desplazamientos como condicién de contorno se
usan elementos de tensién y deformacion plana respectivamente. Por este motivo,
las matrices constitutivas EE computadas en uno y otro caso difieren, atin cuando se
analiza un material homogéneo e isétropo.

Las componentes de las matrices halladas procesando tensiones o deformaciones
para una misma condicién de contorno son idénticas hasta la octava cifra significati-
va. Una concordancia superior se encontr6 al comparar las componentes simétricas
entre si. Esto significa que, sin importar cuél es la condicién de contorno, el tensor
de elasticidad puede computarse empleando las tensiones o las deformaciones de los
elementos.

Lo indicado en el parrafo anterior sélo implica que los resultados obtenidos post-
procesando tensiones y deformaciones son consistentes, para verificar que los cédi-
gos estén libres de errores se verificaron los valores computados, los desplazamientos
impuestos a los nodos de los vértices (desplazamientos impuestos al contorno), la au-
sencia de traslaciones (al usar tracciones como condicién de contorno) y la ausencia
de hourglassing.

Las matrices constitutivas de elasticidad y compliancia computadas para el caso
del material homogéneo deben compararse con las expresiones determinadas analiti-
camente usando la primera de las expresiones (5.25) para los casos en tension plana
y, usando la primera de las expresiones (5.24) en aquellos en deformacion plana. Los
valores comparados componente a componente difieren a partir de la novena cifra
significativa anin cuando la malla de elementos finitos es relativamente “gruesa”. Los
valores de las componentes cuyo valor numérico es cercano a cero pueden conside-
rarse nulos a los fines practicos, por cuanto estdn en un todo de acuerdo con los
valores hallados analiticamente.

Para el caso del material bifasico, el médulo de elasticidad aparente determina-
do en forma analitica es igual a 181,8182 MPa mientras que los determinados en
forma numérica* usando el método directo fueron 184,4458 MPa en tensién plana y

336,1723 MPa en deformacion plana.

Las diferencias entre los resultados obtenidos numéricamente considerando ten-
sién o deformacion plana fueron previamente discutidas en términos de las condicio-
nes de contorno para el caso homogéneo. Los mdédulos de elasticidad determinados
numéricamente se encuentran entre las cotas de Reuss y Voigt tanto en deforma-
cién como en tensién plana. Debido a que el material de la barra estd sometido a
un estado plano de tensiones, los valores determinados usando tracciones sobre el
contorno y elementos de tension plana presentan las menores diferencias respecto
de la solucién analitica.

4Una forma practica de hallar el modulo elastico del material aparente es calcular la inversa del
primer elemento de la matriz de compliancia.
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7.4. Modelos idealizados de trabéculas 6seas en 2D

El método de homogenizacién directo se aplicé a modelos idealizados de trabécu-
las 6seas en dos dimensiones con el objeto de analizar la influencia de las condiciones
de contorno, la geometria y el tamano de las muestras sobre la matriz constitutiva
aparente.

Las muestras estan formadas por unidades repetidas o celdas. La celda del modelo

poroso posee una geometria cuadrada con un hueco circular en el centro y esta
compuesta por 12300 elementos, mientras que la celda del modelo de trabécula en
forma de rombo posee una fraccion volumétrica igual a 31,66 % y esta compuesta
por 1472 elementos, Figura 7.2.

Figura 7.2: Muestra compuesta por 25 celdas y detalle de la celda elemental: (izq.)
modelo poroso, (der.) modelo en rombo.

7.4.1. Meétodos

A efectos de limitar la influencia de la malla sobre los resultados en los dis-
tintos tamafios de muestra, éstas se construyeron a partir de una celda individual
previamente mallada. Las mallas se obtuvieron usando la herramienta de remallado
adaptivo del software Abaqus imponiendo que el error uniforme de la densidad de
energia fuese inferior al 5% (Simulia, 2010). El uso de esta herramienta limita el
tipo de elementos a emplear. Para este trabajo se emplearon elementos triangulares
de segundo orden tanto en deformacién como en tensién plana.

Se empleé el método de homogenizacién directo aplicando desplazamientos uni-
formes al contorno. Las componentes de la matriz constitutiva aparente halladas
para distintos tamanos de muestra fueron comparadas, para ello se construyeron
modelos de 1, 2, 3, 4 y 5 celdas por lado. Debido al método de construcciéon, la
fraccién volumétrica de todas las muestras se mantuvo constante e idéntica a la de
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la celda elemental que los compone.

En todos los casos, a efectos de emplear un programa de célculo estandar y veri-
ficar que la condicion de Hill (Ec. 5.27), el espacio entre las trabéculas, en adelante
fase hueco, también fue mallado. Este espacio se modelé como un material lineal,
elastico, isétropo y compresible de moédulo de Young despreciable frente al del tejido
trabecular. Las propiedades mecanicas de ambas fases se reportan en la Tabla 7.2.

Propiedad Tejido o hueso Espacio hueco
Moédulo de Young 1000 Mpa 10~ Mpa
Coeficiente de Poisson 0,3 0

Tabla 7.2: Propiedades de los materiales empleados

7.4.2. Resultados

En la Tabla 7.3 se resumen los resultados hallados para el modelo poroso en
deformacién plana, donde E;; representa el valor de las componentes de la matriz
constitutiva aparente. En la Tabla 7.4 se muestran los resultados para el modelo de
trabécula en rombo. Dada la simetria de las matrices sélo se reportan los valores de
la diagonal principal y por encima de esta.

Componente Numero de celdas por lado

[MPa] 1 2 3 4 5
Fy 120,433 115,325 113,658 112,828 112,336
FEio 96,165 99,951 101,172 101,774 102,135
L3 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000
FEoo 120,448 115,333 113,664 112,834 112,340
Eos 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000
Ess 90,266 90,072 90,007 89,973 89,956

Tabla 7.3: Componentes de la matriz constitutiva halladas mediante el método de
homogenizacién directo, desplazamientos lineales en el contorno. Modelo poroso.

Componente Numero de celdas por lado

[MPa] 1 2 3 4 5
F 194,491 166,108 157,622 153,574 151,208
FEro 43,108 24,484 19,591 17,397 16,163
B3 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000
FEoo 194,445 166,049 157,559 153,508 151,141
Eoys 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000
Ess 68,870 22,414 13,126 9,694 8,036

Tabla 7.4: Componentes de la matriz constitutiva halladas mediante el método de
homogenizacién directo, desplazamientos lineales en el contorno. Modelo en rombo.
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La Figura 7.3 ilustra la variacion de las componentes del tensor de elasticidad
como funcién del ntmero de celdas por lado para las componentes E11, Foo v FEs33
de ambos modelos.

250 - 140 -
] 120 1 ‘_hhh_“'———'——-o—.
200 N
\h,\.§_. 10 i = B . .
'E b & £ & '3 *
£150 - 5
E 80
Y00 A ——Eqq w80 4
N = Eq2 40 e
50 4 e +E33 20 T ED
i S . «Ea
0 . . ; ; ; . 0 . . . . ;
0 1 2 3 4 5 6 0 1 2 3 4 5
NUmero de celdas por lado Numero de celdas por lado

Figura 7.3: Componentes de la matriz constitutiva en funcién del ntmero de celdas
por lado, desplazamientos lineales en el contorno: modelo poroso (izq.), modelo en
rombo (der.).

En las Tablas 7.5 y 7.6 se presentan los resultados hallados para ambos modelos
considerando un estado de tensién plana, mientras que en la Figura 7.4 se grafican
los resultados para las componentes F1, Foo v E3s.

Componente Numero de celdas por lado
[MPa)] 1 2 3 4 5
FEiq 49921 64,502 70,753 79,931 85,341
Eys 49,491 49,381 49,872 44,606 41,745
Eis 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000
Ey 49,926 64,503 70,753 79,931 85,341
Ess 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000
Ess 1,377 2,089 2,505 2,781 2977

Tabla 7.5: Componentes de la matriz constitutiva halladas mediante el método de
homogenizacion directo, tracciones uniformes en el contorno. Modelo poroso.

7.4.3. Discusion

Las componentes Fi13 v E23 son nulas en ambos casos, deformaciéon y tensién
plana, en ambos modelos. Estos resultados permiten inferir la existencia de simetrias
que, a priori, se pueden intuir a partir de la geometria de los modelos idealizados
evaluados. La simetria reportada en los tensores elasticos se debe al empleo de celdas
repetitivas y a las direcciones empleadas para el cilculo de los casos de carga.

La condicion de Hill fue satisfecha con diferencias inferiores al 5%. Ademaés, se
verifico que tanto los valores de las componentes simétricas como los de las compo-
nentes Fq1 y E9g fueran idénticos. Las mayores diferencias, quinta cifra significativa,
se encontraron en el modelo poroso. Las discrepancias sb6lo desaparecieron cuando
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Componente Numero de celdas por lado

[MPal] 1 2 3 4 5

En 1,19107% 137107* 162107* 1,88107* 2,16 107*
E1s 6,031077 753107 9291077 1,12107% 1,3410°
Ei3 -488107Y -2,30107? -9,7410719 57310710 -45910°10
FEa 1,19107* 137107% 162107* 1,88107* 216107
Eos 4831077 230107% 97210710 57110719 46810710
FE33 4,70107°  5,19107° 6,0310°  6,97107°  7,98107°

Tabla 7.6: Componentes de la matriz constitutiva halladas mediante el método de
homogenizacion directo, tracciones uniformes en el contorno. Modelo en rombo.

2001 0,0003
1801 —En -+
1601 = Eq2 0,0002
— 1407 + E33
$ w
g120 £ 00002
1001 =
w
80 //ﬁr_/_‘f,_,»——fg 0,0001 .
o . e cw T e Eny
40 —n o -
201 0,0001 = Eq2
0 ; ; " s . . . . . + s
) 1 2 3 4 5 5 00000, i 3 3 4 5
Nimero de celdas porlado Nomere de celdas por lado

Figura 7.4: Componentes de la matriz constitutiva en funcién del nimero de celdas
por lado, tracciones uniformes en el contorno: modelo poroso (izq.), modelo en rombo
(der.).

se usaron mallas simétricas respecto de los dos ejes de simetria geométrica de la
celda. Se concluyd que la asimetria inducida en la discretizacién durante el proceso
de mallado adaptivo es la responsable principal de las diferencias observadas.

En deformacion plana, las componentes de la matriz constitutiva de ambos mo-
delos presentan una evolucién suave conforme aumenta el nimero de celdas de las
muestras analizadas. En el modelo poroso todas las componentes convergen hacia un
valor menor “desde arriba”. En el modelo en rombo, en cambio, la componente E1;
converge “desde arriba” mientras que la componente E15 lo hace “desde abajo”. Por
su parte, la componente Fs3 permanece pricticamente constante. Resulta evidente
que la tasa de convergencia es muy rapida y que se alcanza un plateau con muestras
de 4 0 5 celdas por lado.

Hollister y Kikuchi (1992) analizaron el caso del modelo poroso con idéntica
fraccién volumétrica. Los autores obtuvieron tendencias similares a las reportadas
en este trabajo salvo en el caso de la componente Fio.

En tensién plana, no se alcanza un plateau en ninguna de las muestras. Por otro
lado, si bien las tendencias de cada componente son evidentes, los valores predichos
para el modelo en rombo carecen de sentido. Esto se debe a que la celda elemental,
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y por lo tanto todas las muestras evaluadas, presentan fase hueco sobre el contorno,
como consecuencia el trabajo de deformacién de los elementos de la fase hueco no
resulta despreciable frente al de los elementos de la fase hueso. Detalles de este efecto
fueron discutidos en la Sec. 5.4.

A modo de resumen se puede indicar que las condiciones de contorno, tanto en
tensién o deformacién plana como empleando tracciones o desplazamientos sobre el
contorno de la muestra, se obtienen respuestas aparentes diferentes. El tipo de con-
dicion de contorno impuesta por la formulacién, esto es el tipo de elemento, fuerzan
la utilizacion de tracciones (tension plana) o desplazamientos (deformacion plana)
en el contorno para ser consistentes con la teoria del método de homogenizacion
directo. En los casos analizados se observaron tendencias claras en la evolucién de
las componentes de las matrices constitutivas computadas y, para algunos modelos
y condiciones de contorno, resulta al menos plausible determinar el valor al que
convergen. Resulta evidente que con el método directo no se puede determinar «
priori el tamano de la muestra necesaria para alcanzar el plateau atn cuando se
emplean celdas repetitivas (microestructuras periodicas). Probablemente el resulta-
do més significativo es que, cuando los modelos poseen fase hueco sobre su contorno,
las propiedades aparentes resultan fuertemente subestimadas. Por este motivo, en
modelos de trabéculas éseas reales, que se estudian en la préxima seccién, se de-
ben usar desplazamientos lineales como condiciones de contorno para estimar el
comportamiento elstico aparente.

7.5. Modelos de trabéculas 2D construidos a partir de
imagenes de microTC

Se aplica el procedimiento de homogenizacién directa, considerando desplaza-
mientos lineales en el contorno, a modelos bidimensionales (2D) de hueso trabecular
construidos a partir de imégenes microtomograficas (microTC) con el objeto de ob-
servar la influencia del tamafio de la muestra sobre las propiedades mecanicas del
material equivalente.

7.5.1. Meétodos

Los modelos bidimensionales de trabéculas reales se obtuvieron a partir del pro-
cesamiento de imagenes obtenidas mediante microTC. La muestra, de aproximada-
mente 10 X 9 X 3 mm, se tomé de una cabeza femoral de un adulto de 61 anos
(Perilli y Baruffaldi, 2003). La técnica de construccion de los modelos fue similar a
la presentada en el Capitulo 4 pero, en este caso s6lo se utiliz6 una malla de puntos
en el plano de la imagen con el objeto de construir un modelo bidimensional.

A efectos de eliminar defectos provocados durante la preparacién de la muestra
s6lo se aplicd el método de homogenizacién a la porcién central de las imégenes. El
tamano de los pixeles y el espaciado tomografico fue de 19,48 pm. Se construyeron
modelos cuadrados de 0,994 mm, 1,987 mm y 2,980 mm de lado por cada imagen,
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ver Figura 7.5. Debido a que existe espacio hueco abierto sobre el perimetro de
los modelos, se aplicé el método de homogenizacién directo utilizando tnicamente
desplazamientos lineales como condicién de contorno.

Figura 7.5: Esquema de los tamanos de las muestras empleadas en una de las imé-
genes reconstruidas, izq. Detalle de la malla de elementos finitos empleada, der.

7.5.2. Resultados y discusiéon

Considerando los tamafios analizados y el sentido en el que se realiz6 la recons-
truccion de las imégenes, practicamente no existe conectividad entre las trabéculas
ubicadas sobre lados opuestos de las muestras. Como consecuencia, las trabéculas
se comportan como particulas rodeadas por un material compresible de muy bajo
moédulo de elasticidad e incapaz de tomar carga. Por este motivo no resulté posible
estimar del médulo de elasticidad mediante los métodos implementados.

El espaciado intertrabecular de la muestra es de hasta 2,22 mm. Considerando
los resultados de Harrigan et al. (1988) se necesitarian modelos de méas de 11 mm por
lado para que la hip6tesis de medio continuo se satisfaga. Un modelo de ese tamano
incluiré regiones donde el espesor y el arreglo trabecular difieren significativamente.
Ademas, el tamano del modelo requerido es mayor que el tamafio de la muestra
tomografiada.

Pese a la falta de conectividad detectada en modelos bidimensionales resulta
evidente que el tejido trabecular forma una estructura interconectada en tres di-
mensiones. Por esta razon, el empleo de modelos tridimensionales para el estudio de
la respuesta mecénica del hueso trabecular resulta mandatorio.
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7.6. Verificacion de las herramientas computacionales 3D

Siguiendo un protocolo similar al empleado para la verificaciéon de los codigos y
computos en dos dimensiones, los procedimientos y las herramientas implementadas
se aplicaron a una muestra de material homogéneo lineal eldstico e isétropo, a un
modelo de material bifasico y a un material perforado con un arreglo rectangular,
ver Figura 7.6.
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Figura 7.6: Detalles de las mallas de elementos finitos de los modelos tridimensiona-
les empleados para la verificacién de las herramientas computacionales. De izquierda
a derecha: prisma de material homogéneo, material bifasico y material perforado.

7.6.1. Meétodos

A efectos de generalidad, para la solucion del modelo de material homogéneo se
empled un modelo prisméatico de 2x3x4 elementos hexaédricos. Si los programas no
poseen errores logicos ni de programacién, los tensores de elasticidad obtenidos con
ambos métodos de homogenizacién deben ser idénticos a los del material homogéneo
dado por la ecuacion (5.22) considerando un modulo de elasticidad E= 1000 MPa
y un coeficiente de Poisson p = 0, 3.

El modelo de material bifasico se empled para comparar el médulo de elastici-
dad aparente, computado a partir de los resultados obtenidos mediante el método
de homogenizacién directo, con el determinado analiticamente en la direccién del
apilamiento. Para ello se usé un modelo ctbico construido con 1000 elementos he-
xaédricos. Las propiedades asignadas a ambos materiales fueron las empleadas para
el caso bifasico bidimensional, Tabla 7.1

El modelo del material perforado fue seleccionado para que el modelo discretiza-
do tenga exactamente la misma geometria que el modelo idealizado, de esta forma
se excluye del anélisis al error en la representacién de la geometria. Los resultados
hallados mediante el método de homogenizacién asintédtica fueron contrastados con
los determinados utilizando el codigo PREMAT (Guedes y Kikuchi, 1989). Las pro-
piedades mecanicas asignadas fueron idénticas a las asignadas a las fases hueso y
espacio hueco en los modelos bidimensionales de trabéculas idealizadas reportadas
en la Tabla 7.2.
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Los modelos fueron discretizados usando elementos hexaédricos de ocho nodos

(lineales o de primer orden) con integracion reducida. El tensor de elasticidad apa-

rente se computd post-procesando las deformaciones en el centroide de los elementos.

7.6.2.

Resultados

Material homogéneo

Los tensores de elasticidad Cj; determinados mediante los métodos de homoge-

nizacion directo (usando desplazamientos lineales como condicion de

asintotico son

1346, 1538
576, 9231
576, 9231
2,61073!
—3,810731

| 4,710730

1346, 1538
576, 9231
576, 9231
1,010729

—6,310730
—2,3107% —1,1107%

576,9231
1346, 1538
576,9231
—5,2103!
9,8 1031
3,31073¢

576, 9231
1346, 1538
576,9231
1,110729
1,11072

576, 9231
576, 9231
1346, 1538
1,910731
—4,210730
2,110~

576,9231
576, 9231
1346, 1538
—6,31073Y
2,5107%
—2,510%

2,610730
2,610731
2,610731
384, 6154
1,51073Y
3,110730

-1,3107%
—4,710730
—4,210730
384, 6154
—3,110730
1,710729

contorno) y

1,810730 —7,410730]
8,310730 —3,51073°
4,710730 —-3,31073
7,910731 2,110~
384,6154 —2,61073¢
1,610730  384,6154 |
2,910729 —3,41072
2,1107%  8,410730
1,3107% 1,7107%
—8,410730  3,110730
384,6154 —1,310%
—4,2107%  384,6154 |

respectivamente. Donde las componentes de los tensores se expresan en MPa, unidad

que se utilizara en el resto de la seccién.

El tensor de elasticidad Cj; del material homogéneo computado analiticamente

mediante la expresion (5.22) es

Analit __

[1346,1538  576,9231 576, 9231
576,9231 1346,1538 576,9231
576,9231  576,9231 1346, 1538

0 0 0
0 0 0
0 0 0

Material bifdsico

0

0

0
384, 6154

0
0

0 0
0 0
0 0
0 0
384, 6154 0
0 384, 6154

Para el material bifasico se determiné el médulo de elasticidad aparente en la di-

reccion del apilamiento mediante la expresion (7.1). El valor determinado de este
modo fue E = 181,818 MPa.
Los tensores de elasticidad aparente C;; computados mediante los métodos de

homogenizacién directo son:
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1. aplicando tracciones uniformes al contorno

[ 277,1517  110,3299  104,8951  1,1107'7 3,410 2,710 ]
110,3299  277,1517  104,8951 0, 0000 5810714 —1,410"
oDt _ | 104,8951  104,8951  244,7552  —T7,1 0-® —3,7107% -3,610714
w1 =1,31071% —4,41071 —1,2107"® 83,8007 56107 29107
-9,8107® 3,510 —4,610"'7 —-3,210°'7 69,9301 —4,010" 4
|—4,01071%  2,4107'7  —3,4107'7 —-1,1107'7 -2,9107* 69,9301
2. aplicando desplazamientos lineales al contorno
[ 686,8655  263,7886  192,4299 4,9107'° —2,0107'6 —1,8107]
263,7886  686,8655 192,4299 3,110 241076 —3,410716
oDd _ 192,4299  192,4299  449,0030 6,9107% —2,1107'6 1,010°1
Uo7 4,410 2610717 —4,310717 211,5385 —9,610°16 —1,310716
-2,810716 7,8107'7 88,5107 8,8107'% 177,0882 7,1107!8
| 9,1107" 6,9107* —1,7107" 88,1107 1,1107'7  177,0882 |

A partir de los tensores de elasticidad computados se determiné el modulo de
elasticidad aparente. Los valores hallados fueron 187,9630 y 371,1003 MPa conside-
rando tracciones uniformes y desplazamientos lineales como condicién de contorno

respectivamente.

Modelo de material perforado

El procedimiento de homogenizacion asintética descrito en el Cap. 6 fue aplicado
a un modelo de material perforado. El tensor de elasticidad determinado es

[ 233,3918 23,9344 77,1981 1,210

23,9344 233, 3918 77,1981 2,710 12

oA _ | 77,1978 77,1978  412,8328 3,410°!2
W |-1,51072 1,0107" 1,710  5,6844

11,1107  —7.81071% —2,41072 1,710712

—5,9107%  1,6107'* —-1,1107** 7,5107"2

—2,4107
-3,7107 ™
—1,410713
2,610~
83,2387
1,310716

8,110~ 12
7,310712
6,110~ 12
—4,810712
—1,810713
83,2387

Una geometria idéntica fue resuelta usando el programa PREMAT. El tensor de

elasticidad determinado mediante es

[234,8923 24,6633 77,8667 0,9107'6

413,722 0,410°1°

(CPREMAT _
i 83, 5567

234,892 77,8667 —0,81016

—0,610~16

0,210°17

—0,310716
—0,71071

83,5567

0,610°13
0,410713
0,310°13

—0,1107%

0,110~
5,94867
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En la expresion anterior se hace explicito que el tensor es simétrico. Por este
motivo, la salida del programa PREMAT sélo reporta las componentes en la diagonal
principal y por sobre esta.

7.6.3. Discusion

Para el caso del material homogéneo, los tensores de elasticidad determinados
mediante los métodos de homogenizacion difieren en la décimo sexta cifra significa-
tiva respecto del tensor de referencia computado analiticamente.

En el caso del material bifasico se obtuvieron diferencias entre las predicciones del
método directo considerando tracciones uniformes o desplazamientos lineales como
condicién de contorno. El médulo de elasticidad computado considerando tracciones
uniformes en el contorno difiere en un 3,38 % del valor computado analiticamente.
Esta diferencia se atribuye a la aproximacion del modelo mediante elementos finitos
v puede ser reducida empleando un namero mayor de elementos, esto es, refinando
la malla. Usando desplazamientos lineales como condicién de contorno se obtiene un
moédulo de elasticidad 2,04 veces mayor al determinado analiticamente.

Aunque en un caso general no puede determinarse a priori cudl sera la diferencia
entre los resultados obtenidos usando tracciones o desplazamientos como condicién
de contorno, los valores determinados deben encontrarse entre las cotas superior e
inferior de Voigt y Reuss. Estos tltimos valores son 550 y 181,818 MPa respectiva-
mente. En este sentido, la cota inferior de Reuss coincide con el valor determinado
analiticamente mientras que los valores determinados usando tracciones y desplaza-
mientos como condicién de contorno se encuentran entre las cotas.

El procedimiento de homogenizacién asintética se evalué mediante la compara-
cion con los resultados de un reconocido programa, PREMAT. La diferencia entre
los tensores de elasticidad® determinados en términos del mayor valor singular o
norma es de tan solo 0,413 %° . Sin embargo, es necesario observar que: el programa
PREMAT usa elementos lineales de 8 nodos con integracién completa mientras que
en el procedimiento desarrollado se emplean elementos de integracién reducida, por
cuanto las estimaciones del primero tienden a ser mas rigidas y; si bien se usaron
mallas densas, no se efectué un estudio de convergencia. En la siguiente secciéon se
efectuara un andlisis de convergencia de los resultados sobre modelos de geometrias
Oseas reales.

Los procedimientos desarrollados permiten calcular el tensor de elasticidad com-
pleto, de hecho la simetria de los tensores fue usada con propésitos de verificacion.
En el método directo se obtuvieron diferencias insignificantes entre las componentes
simétricas, tipicamente a partir de la novena cifra significativa, mientras que con el
método asintdtico se obtuvieron diferencias a partir de la quinta cifra significativa.

Rigurosamente la notacion de Voigt permite representar al tensor de elasticidad como una
matriz y no un tensor.

5Las componentes Cj, y Cgs computadas mediante el procedimiento de homogenizacién asinto-
tica y PREMAT estan permutadas debido a que €J; y €95, empleadas para el computo del tensor
de localizacion M, estan permutadas también. Esto no altera los resultados ni las conclusiones de
este trabajo.
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Si bien la precisién alcanzada es suficiente a los efectos practicos, es necesario iden-
tificar la naturaleza o fuente principal de esta diferencia que, en teoria, no deberia
existir.

No hay una tnica causa de estas diferencias en precisién pero existe una que
puede considerarse como raiz. Las menores diferencias entre los pares de componen-
tes simétricos se obtuvieron en C19-Csy. De la observacion de la Fig. 7.6 se concluye
que el menor error se encuentra en el sentido del caso de carga 5%12, donde la tinica
condicion de contorno en términos de los desplazamientos se aplica sélo a una fase y
no existen desplazamientos de los nodos en las direcciones perpendiculares al plano
x-y. De este modo, las distorsiones de los elementos no son significativas incluso en
regiones donde existe un cambio de fase. En los demés casos de carga al corte se
producen distorsiones en los elementos en regiones de cambio de fase que afectan la
solucion del campo de desplazamientos. Las deformaciones y/o tensiones empleadas
para computar los tensores de localizacién se calculan a partir de tales desplaza-
mientos provocando las discrepancias observadas. De este modo, la geometria del
modelo bajo estudio influye en la precisiéon de los resultados.

Se espera que en el estudio del hueso trabecular, donde existe fase tejido y
hueco en el contorno, se obtengan discrepancias en todas las componentes simétricas.
Cuando se emplean condiciones de contorno periddicas, los elementos se distorsionan
mas que cuando se emplean desplazamientos lineales como condicién de contorno
en presencia de multiples fases sobre las superficies de las muestras.

Los resultados obtenidos permitieron verificar los cédigos y cémputos realiza-
dos con las herramientas computacionales implementadas. Los casos presentados
constituyen elementos de prueba que permiten confiar en las predicciones de las
herramientas computacionales implementadas.

7.7. Validacion de los modelos

Mediante la verificaciéon determinamos si el modelo computacional representa
adecuadamente al modelo matemdtico usado para describir el modelo conceptual
del problema bajo estudio. Sin embargo, en ningtin momento se indicé si modelo
conceptual representa adecuadamente el proceso fisico de la realidad de interés. Para
esta evaluacion se utiliza el proceso de validacion (Schwer, 2007).

El proceso de validacién consiste en evaluar la capacidad predictiva de los mo-
delos matematicos y conceptuales mediante la comparacién de los resultados de las
predicciones de un modelo computacional con los de uno o varios experimentos de
validacién.

Con este propoésito, en este trabajo se emplearon ensayos uniaxiales en probe-
tas de PMMA agujereadas y la técnica de correlacion de imdgenes digital en dos
dimensiones (DIC 2D) 7.

TActividades realizadas por el alumno Lucas Collabella en el marco de su trabajo final de
Ingenieria Electromecanica (UNMAP).



7.7. Validaciéon de los modelos 107

7.7.1. Meétodos

Procedimiento experimental

Se confeccionaron probetas de traccién no estandar en acrilico colado comercial
de 2,4 mm de espesor. Una regién de la longitud calibrada de las probetas fue
perforada con agujeros de didmetro ¢ =6,37 mm separados por una distancia igual
a 10,67 mm, ver Figura 7.7.
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Figura 7.7: Detalle de la geometria de las probetas empleadas y region de interés.

Las probetas agujereadas fueron sometidas a ensayos de traccién uniaxial en
una maquina de ensayos universal Instron 4467, Figura 7.8, a una velocidad de 1
mm/minuto. La carga se registré empleando una celda de 30 KN y la deformacion se
midi6 empleando la técnica de correlacion de imagenes digital en dos dimensiones,
DIC 2D (Pan et al., 2009).

Figura 7.8: Maquina de ensayos universal Instron 4467.

La técnica DIC 2D es un método éptico no interferométrico empleado en meca-
nica de solidos para medir los desplazamientos y, a partir de ellos, la deformaciéon
superficial. Es un método de campo completo que, a diferencia de los métodos pun-
tuales como el de medicién mediante extensémetros de resistencia variable o strain
gauges, provee del campo completo de desplazamientos y deformaciones de una su-
perficie mediante la comparaciéon de la superficie en dos estados, el de referencia
(tipicamente sin carga) y el deformado.
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A efectos de efectuar la medicion mediante DIC 2D, la superficie de las probetas
fue salpicada con gotas en forma de puntos oscuros usando pintura en aerosol. Una
vez calibrado el sistema se tomaron fotografias de la region de interés (cuadro rojo
en Fig. 7.7) usando una cdmara Canon EOS Rebel XSI, en la configuracién de
referencia y durante la carga. Los desplazamientos de los puntos se computaron
usando una grilla virtual, mas pequena que la regién de interés, para obtener el
campo de deformacién total. A partir del campo de desplazamientos se computo
el estado de deformaciones aparente en la direcciéon del eje axial de la probeta
como promedio de las deformaciones superficiales en la region de interés (Colabella,
2011). Con esta informacion y el registro de carga se construyd un diagrama de
carga en funcion del desplazamiento a partir del cual se determin6 el moédulo
de elasticidad del material aparente. En ensayos preliminares, usando probetas
estandar y extensémetros de clip, se determiné que el error en la determinacién del
campo desplazamientos mediante DIC 2D es inferior al 4 %.

Procedimiento computacional

La geometria de una celda fue reconstruida simulando la adquisicién de un micro-
tomografo. Para ello se implement6 un programa en MatLab que genera imagenes en
blanco y negro en formato .tif y se construyé el modelo empleando el procedimiento
descrito en el Cap. 4. La fraccién volumétrica del material de la matriz en la celda
es 0,720 mientras que la del modelo reconstruido con 132651 elementos fue 0,697.
En la Figura 7.9 se muestra una de las imagenes empleadas en la reconstruccién y
el modelo de elementos finitos de la celda.

Figura 7.9: Detalles una de las im4genes empleada en las reconstrucciénes y pers-
pectiva del modelo resultante.

Los métodos de homogenizacion directo y asintético fueron aplicados al modelo
de la celda reconstruida y, a partir del tensor de elasticidad computado, se determiné
el médulo de elasticidad aparente. Las propiedades elasticas asignadas al modelo se
determinaron experimentalmente mediante ensayos de traccién en probetas estandar
de PMMA y se presentan en la Tabla 7.7.
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Propiedad Matriz Hueco
Médulo de Young 2404,6 MPa 1075 MPa
Coeficiente de Poisson 0,25 0

Tabla 7.7: Propiedades de los materiales empleados

7.7.2. Resultados

Para el analisis experimental se emplearon tres probetas perforadas, una de las
curvas de carga construidas se muestra en la Figura 7.10. Usando un ajuste lineal
de la porcién central de la curva se determiné que el médulo de elasticidad aparente
del compuesto PMMA-perforaciones en cada una de las probetas. El valor promedio
resulté igual a 1208,89 MPa y el promedio de las desviaciones estdndar igual a 16,2
MPa.

Tension
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Figura 7.10: Curva de carga y ajuste lineal de una de las probetas.

El médulo de elasticidad determinado mediante el método de homogenizacién
directo, usando desplazamientos lineales como condiciéon de contorno, fue igual a
1253,25 MPA. Usando tracciones uniformes, el valor hallado fue de 457,76 MPa.
Mientras que con el método asintético se obtuvo 1176,05 MPa.

7.7.3. Discusién y conclusiones

Se determiné el médulo de elasticidad aparente de una placa perforada de PMMA
en forma experimental y mediante métodos de homogenizacion con propoédsitos de
validacién.

Los valores del médulo de elasticidad hallados experimentalmente estédn acotados
por los determinados mediante el método directo. Cuando se emplean desplazamien-
tos lineales como condicién de contorno el médulo de elasticidad estimado resulta un
3,7 % mayor que el valor hallado experimentalmente. En cambio, cuando se emplean
tracciones uniformes, el moédulo de elasticidad resulta subestimado en un 62 %.
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Esta ultima discrepancia merece un comentario adicional. Si bien las probetas
fueron sometidas a un ensayo uniaxial, estado que en principio parece asemejarse
maés al caso en que las condiciones de contorno son tracciones uniformes en lugar de
desplazamientos lineales, numéricamente se s6lo ensayd una celda. Por estos moti-
vos la formacién de cinturas o estriccién, no estd limitada por el material adyacente
como en la probeta verdadera. De este modo, el material tiene un comportamiento
notablemente menos rigido que la realidad. Este efecto podria compensarse emplean-
do mas celdas unitarias en el modelo computacional, tal como se realizé durante el
anélisis de modelos idealizados de trabéculas en dos dimensiones en la Sec. 7.4.

El médulo de elasticidad hallado mediante el método de homogenizacién asinté-
tico también se encuentra entre las cotas impuestas por los resultados del método
directo, y difieren en menos del 3% del valor hallado experimentalmente.

En funcién del anélisis precedente se concluye que los modelos matematicos y
conceptuales son adecuados para representar la realidad de interés.

7.8. Modelos de trabéculas 3D construidos a partir de
imagenes de microTC

En esta seccién se determina el tensor de elasticidad de muestras de hueso trabe-
cular mediante los procedimientos descritos en los Cap. 5 y 6. Se analiza el efecto del
meétodo de construccion de los modelos de elementos finitos (Cap.4) sobre los resul-
tados obtenidos. Ademas, se estudia la influencia de la discretizacion, en particular
el orden y el tamano de los elementos, sobre las propiedades eldsticas aparentes de
las muestras analizadas. Los resultados obtenidos mediante los métodos de homo-
genizacién directo y asintotico son comparados y analizados.

7.8.1. Meétodos

Para la construcciéon de los modelos tridimensionales de la microestructura del
hueso trabecular se emplearon los estudios microtomograficos de las Muestras 1 y 2
descritos en el Cap. 4, donde también se detall6 el procedimiento de construccion de
los modelos de elementos finitos. Los modelos usados fueron aquellos con el menor
error de discretizacion geométrico (ED), es decir, aquellos en los cuales la diferencia
entre la fraccion volumétrica 6sea (FV) fue menor respecto del valor de referencia
(FVR).

La calidad de la solucién de los problemas de valor de contorno obtenida con
elementos de primer y segundo orden afecta las estimaciones de los tensores de
elasticidad. Se estudié este efecto en los modelos de la Muestra 1 utilizando el
método de homogenizaciéon directo. Esta muestra fue seleccionada dado su menor
tamano, por cuando su estudio resulta computacionalmente mas econémico que el
de la Muestra 2; y por su baja relacion espesor trabecular/tamano de los elementos
que la hace mas sensible al tipo de elemento. El resto de los casos de estudio fue
analizado empleando elementos hexaédricos lineales.
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Se comparan los resultados obtenidos en las dos muestras mediante ambos mé-
todos de homogenizacién; se analiza el efecto del tamafnio de paso, y por lo tanto
de la discretizacion, sobre las propiedades aparentes halladas. Las comparaciones se
efectiian en términos la norma del tensor de elasticidad aparente.

7.8.2. Resultados

Las fracciones volumétricas de referencia (FVR) computadas para las Muestras
1y 2 fueron 0,177 y 0,506 respectivamente. En las Tablas 4.1 y 4.2 (Cap. 4) se
resumieron los datos de los modelos de elementos finitos. Sélo por conveniencia, en
las Tablas 7.8 y 7.9 se transcriben los datos de los modelos. Para cada modelo se
indica: el tipo de elemento y la fase priorizada durante la asignacién de propiedades
mecénicas a los elementos, el nimero de nodos usando elementos lineales, el niimero
de elementos de la fase hueso, el total de elementos, la fraccién de volumen 6seo o
de fase hueso (FV), el error de discretizacion geométrico (ED) y el indice IG.

Paso Tipo Elem. Nro. Nro. Elem. Nro. Total FV ED 1G
y Fase Nodos Hueso Elementos [ %] [ %]
06  Hexaedros/hueso 46225 7767 42336 0,1835 3,26 15,12
05  Hexaedros/hueso 81120 13757 75429 0,1824 2,69 10,56
04  Hexaedros/hueso 155648 26687 146853 0,1817 2,34 7,48
03  Hexaedros/hueso 369800 63992 354025 0,1807 1,82 5,25

Tabla 7.8: Resumen de los datos de los Modelos de la Muestra 1.

Paso Tipo Elem. Nro. Nro. Elem.Nro. Total FV ED 1G

y Fase Nodos Hueso Elementos [ %] [ %]
18  Hexaedros/hueco 74088 32969 68921 0,4784 -5,73 -14,60
15 Hexaedros/hueco 132651 60228 125000 0,4818 -4,96 -12,09
11 Hexaedros/hueco 328509 153347 314432 0,4877 -3,70 -8,85
09  Hexaedros/hueco 592704 280570 571787 0,4907 -3,07 -713

Tabla 7.9: Resumen de los datos de los Modelos de la Muestra 2.

En la Tabla 7.10 se reportan las componentes del tensor de elasticidad aparente
CZ-Oj dela Muestra 1 en notaciéon de Voigt. Los tensores C’% fueron computados usando
el método de homogenizacion directo considerando desplazamientos lineales en la
frontera. Los problemas de valor de contorno fueron resueltos empleando elementos
de primer (8 nodos) y segundo orden (20 nodos). Puesto que el tensor de elasticidad
es simétrico sélo se reportan las componentes de la diagonal principal y por encima
de esta. En la Gltima linea se reporta el valor del IG correspondiente a cada modelo.

En la Figura 7.11 se ilustran los resultados reportados en la Tabla 7.10. Puesto
que las componentes de los tensores de elasticidad hallados en modelos construidos
tanto con elementos de primer como segundo orden pueden ajustarse mediante lineas
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Hexaedros 8 nodos [MPa| Hexaedros 20 nodos [MPa]

Comp./Paso 3 4 5 6 3 4 5 6
C11 56,291 48,590 40,191 34,058 23,791 17,632 12,557 7,964
C12 10,944 8,630 6,392 4,757 2,629 2,047 0,970 0,964
C13 17,763 14,497 10,582 7,955 5,084 3,643 1,955 1,601
C14 1,130 1,210 0,795 0583 0412 0,039 0,021 -0,023
C15 3,368 2,665 1,648 1,176 1,177 0,773 0,290 0,190
C16 6,989 6,304 5303 4,030 4,417 3236 2,294 1,982
C22 27,696 24,130 20,246 17,692 4,670 3,301 1,506 1,011
€23 16,058 13,318 10,332 7,742 2683 1,743 0,836 0,647
C24 -0,170 0,122 0,115 0,204 -0,412 -0,348 -0,247 -0,156
C25 8453 7,343 5926 4,742 1873 1331 0,676 0,458
€26 0410 0,515 0,388 0291 0227 0205 -0,007 0,023
C33 77,721 67,330 53,048 41,487 24,871 18,606 10,155 7,825
C34 2,739 2576 2,078 1,619 0,717 0,350 -0,038 -0,043
C35 19,243 16,099 11,991 8440 4,648 3,492 1597 1,331
C36 5846 5390 4671 4,142 3,057 2061 1175 0,995
C44 11,529 9,758 8,004 6,570 3,120 2,032 1,074 0,634
C45 1,843 1,705 1,295 1,098 0,379 0,199 -0,041 0,031
C46 6,423 5,376 4,065 3,097 2,489 1,690 0,928 0,514
C55 18,070 15,789 12,976 10,720 3,658 2,744 1436 1,029
C56 2959 2610 198 1,673 1,105 0,814 0,304 0,297
C66 25,135 21,661 17494 13,843 9,777 6,773 4,385 2,783
1G 5,25 748 10,56 15,12 5,25 7,48 10,56 15,12

Tabla 7.10: Evolucién de las componentes del tensor de elasticidad con el tamano de
paso considerando elementos de 8 y 20 nodos. Método de homogenizacién directo,
Muestra 1.

de tendencia, éstas ultimas fueron graficadas también.

}j, fueron analizadas en
el modelo de la Muestra 1 construido con un paso igual a 3 y considerando elementos

Las deformaciones a nivel microestructural o del tejido, €

de primer orden. Se analizé la distribucion de deformaciones del caso de carga cuya
componente de deformaciéon aparente no nula es &Y, Figura 7.12.

A excepcion del caso €}, todas las distribuciones de deformaciones presentan un
dnico pico en cero. Esto es consistente con las deformaciones aparentes impuestas
como condicion de contorno. En 5%1 se observo la existencia de dos picos uno ubicado
en cero (-1,41 10~7) y otro en 3,06 1073 ligeramente mayor al valor medio 3,0 1073
que fuese usado como deformacién aparente impuesta. La existencia del doble pico
fue investigada analizando la distribucién de deformaciones en cada una de las fases,
Figura 7.13. Se determiné que el mayor de los picos, practicamente coincidente con el
valor de deformacién aparente impuesta, se encuentra en la fase hueco mientras que
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Figura 7.11: Evolucién de las componentes del tensor de elasticidad aparente C?j

en funcién del tamano de paso, Muestra 1: Modelos construidos con exaedros de 8
nodos (izq.), modelos construidos con hexaedros de 20 nodos (der.).

el cercano al cero se debe principalmente a las deformaciones en el tejido trabecular.

Esta dltima observaciéon resulta interesante ya que implica que la mayor parte

del tejido no se deforma uniformemente. En este sentido, debe notarse que muchos

de los elementos del la fase tejido o hueso presentan deformaciones menores que el

valor medio y una cantidad significativa de ellos posee deformaciones negativas. La

distribucion de la fase hueco, en cambio, esta practicamente centrada en 3,01073.

El estandar de facto para el anilisis de convergencia de modelos de elementos
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Figura 7.12: Distribuciéon de deformaciones en los elementos (de primer orden) de

la Muestra 1, caso de carga £9;: (a) €1y, (b) €dy, (¢) €33, (d) €1, (e) €35 v (f) €};-
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Figura 7.13: Distribuciéon de deformaciones en los elementos (de primer orden) de
la Muestra 1, componente £1,: (a) fase hueco, (b) fase hueso.

finitos esta basado en el estudio de la evolucién de la solucién, en este caso los valores
de las componentes del tensor de elasticidad aparente, con el niimero de nodos, el
de elementos o el tamafio de los ultimos. A los efectos practicos, resulta conveniente
utilizar el tamafnio de los elementos ya que permite una comparacién dimensional
directa con parametros morfolégicos del hueso, por ejemplo, el espesor trabecular.
Puesto que los modelos de la Muestra 1 fueron construidos usando pasos de 3, 4, 5,
y 6 pixeles de 19,5 um, y los de la Muestra 2 usando pasos de 9, 11, 15 y 18 pixeles
de 6,62 pum, los tamanos de (las aristas de) los elementos empleados fueron 59, 78,
98 y 117 um en los modelos de la primer muestra y 60, 73, 99 y 119 pum en los de la
segunda.

En las Tablas 7.11 y 7.12 se reportan las componentes del tensor de elasticidad
aparente C?j de las Muestras 1 y 2 computadas mediante ambos métodos de ho-
mogenizacién. Se presentan los resultados hallados empleando elementos de primer
orden y distinto tamano de elemento. La simetria del tensor de elasticidad se verificd
comparando los valores hallados para cada una de las componentes simétricas encon-
trandose diferencias a partir de la sexta cifra significativa en los resultados obtenidos
mediante el método de homogenizacién directo y, en la cuarta cifra significativa en
los del método asintético.

Las Figuras 7.14 y 7.15 y las Tablas 7.11 y 7.12 presentan la evolucion de las
componentes del tensor de elasticidad aparente C?j en las Muestras 1 y 2 respecti-
vamente usando los dos métodos de homogenizaciéon. Los valores de las componentes
se muestran en funcion del paso, donde ademés se grafican las lineas de tendencia
de cada componente.

Las ordenadas al origen de las lineas de tendencia de las Figs. 7.11, 7.14 y 7.15
constituyen una estimacion del valor de las componentes del tensor de elasticidad
aparente para un elemento de tamafio nulo. Asi, se estimaron los tensores de elas-
ticidad aparente de ambas muestras utilizando los dos métodos de homogenizacion.
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Figura 7.14: Evolucién de las componentes del tensor de elasticidad aparente en
funcion del tamano del elemento, Muestra 1: (a) tres primeras componentes de la
diagonal principal; (b) ultimas tres componentes de la diagonal principal; (¢) compo-
nentes fuera de la diagonal principal. Los marcadores llenos muestran los resultados
hallados con el método de homogenizacién directo mientras que los marcadores de
perfil cerrado representan los resultados hallados mediante el método de homogeni-
zaciéon asintotico.
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Figura 7.15: Evolucién de las componentes del tensor de elasticidad aparente en
funcion del tamafio del elemento, Muestra 2: (a) tres primeras componentes de la
diagonal principal; (b) tltimas tres componentes de la diagonal principal; (¢) compo-
nentes fuera de la diagonal principal. Los marcadores llenos muestran los resultados
hallados con el método de homogenizacién directo mientras que los marcadores de
perfil cerrado representan los resultados hallados mediante el método de homogeni-
zacion asintotico.
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Método Directo [MPa| Método Asintotico [MPa]
Componente 99 pm 78 pym  98um 117 pm H9 pm 78 pm 98 pm 117 pum
C11 56,291 48590 40,191 34,058 23,791 17,632 12,557 7,964
C12 10,944 8,630 6,392 4,757 2,629 2,047 0,970 0,964
C13 17,763 14,497 10,582 7,955 5,084 3,643 1,955 1,601
C14 1,130 1,210 0,795 0,583 0,412 0,039 0,021  -0,023
C15 3,368 2,665 1,648 1,196 1,177 0,773 0,290 0,190
C16 6,989 6,304 5,303 4,030 4417 3236 2,294 1,982
C22 27,696 24,130 20,246 17,692 4670 3,301 1,506 1,011
C23 16,058 13,318 10,332 7,742 2,683 1,743 0,836 0,647
Cc24 -0,170 0,122 0,115 0,204 -0,412 -0,348 -0,247  -0,156
C25 8,453 7,343 5,926 4,742 1873 1,331 0,676 0,458
C26 0,410 0,515 0,388 0,291 0,227 0,205 -0,007 0,023
C33 77,721 67,330 53,048 41,487 24871 18,606 10,155 7,825
C34 2,739 2,576 2,078 1,619 0,717 0,350 -0,038  -0,043
C35 19,243 16,099 11,991 8,440 4,648 3492 1,597 1,331
C36 5846 5,390 4,671 4,142 3,057 2,061 1,175 0,995
C44 11,529 9,758 8,004 6,570 3,120 2,032 1,074 0,634
C45 1,843 1,705 1,295 1,098 0,379 0,199 -0,041 0,031
C46 6,423 5376 4,065 3,097 2,489 1,690 0,928 0,514
C55 18,070 15,789 12,976 10,720 3,658 2,744 1,436 1,029
C56 2,959 2,610 1,985 1,673 1,106 0,814 0,304 0,297
C66 25,135 21,561 17494 13,843 9,777 6,773 4,385 2,783

Tabla 7.11: Componentes del tensor C?j computadas con ambos métodos de homo-

genizacién para distintos tamanos de elemento, Muestra 1.

Para la Muestra 1, usando el método de homogenizaciéon directo, se obtuvieron

0
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Método Directo [MPa]  Método Asintético [MPa|

Componente 60 ym 73 pm 99um 119 pm 73 um 99um 119 pm

Cl1 346,203 347,790 347,908 351,753 291,933 289,222 292 858
C12 115,743 115354 114,218 113,658 96,651 95,583 95,606
C13 120,812 120,695 119,087 119,187 98,007 96,192 96,631
C14 35505 34,850 33,554 32,934 32,207 31,147 30,722
C15 1,290 -1,673 2,065 2231  -0,900 -1,148  -1,110
C16 5840 5468 4,831 -3.881  -3,993 3,201  -2,065
€22 328,472 328,957 332,132 335,762 277,421 278,988 280,715
€23 117,058 116,867 116,433 116,050 97,497 97,365 96,280
C24 28,857 28,261 27,544 27278 25458 24,662 24,559
€25 2154 3,710 5393 5935 4,008 5,960 -5,352
C26 0,600 -0,638 -0446 -0,138  -0,162 0,158 0,594
C33 356,287 357,382 359,221 361,973 299,029 299,230 298,395
C34 9,144 85828 8308 7,849 6,743 6,266 6,057
C35 2719 4123 6270 -6276 -3544 5357  -4,794
C36 8,320 -7,795 -6,98  -6,632 -5944  -5,101  -4,097
C44 116,163 116,231 116,100 116,540 99,059 98,236 98,009
C45 2674 2,607 2,562 2239 2,192 -1954 -1,606
C46 2465 2,774 -3228 3227 2,056  -2,503  -2,277
C55 114,354 114,656 115,050 115,867 97,346 96,996 96,555
C56 13,058 12,855 12,614 12,391 12,446 12,326 11,853
C66 119,097 119,347 118,967 119,733 100,029 98,966 99,237

Tabla 7.12: Componentes del tensor C?j computadas con ambos métodos de homo-
genizacién para distintos tamanos de elemento, Muestra 2.

empleando elementos lineales y cuadraticos respectivamente. Con el método de ho-
mogenizacioén asintético se obtuvo

(39,14 4,80 8,53 0,71 2,16 6,70
8,37 4,63 —0,68 3,29 0,48

42,18 1,45 8,10 5,01
0 ) ) ) P
0= MPa. 4
Citrsm 550 0,72 4,41 | MPaA (T
6,35 1,95
16, 44|

Usando tnicamente elementos lineales, para la Muestra 2 se obtuvo
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(341,65 117,92 122,79 38,18 —0,46 —7,79]
320,47 118,08 30,28 1,17 —1,15
350,65 10,41 0,57 —9,93
0 _ ) ) ) )
CijDirecto - 115, 84 —1, 66 _1, 77 [MPCL]’ (75)
112,88 13,68
I 118,68
(290,04 98,25 100,03 34,51 —0,59 —7,07]
272,20 99,48 26,83 —2.06 —1,37
300,10 7.79 —1,60 —8, 88
0 _ ) ) ) )
Cif roine = 100,68 —3,12 —1,76 [MPa]. (7.6)
98,60 13,41
I 101,19 |

7.8.3. Discusion

De la observacién de las pendientes de las lineas de tendencia en la Muestra 1,
Fig. 7.11, se determiné que el tamafnio de los elementos puede influir significativa-
mente en el valor de las componentes del tensor de elasticidad computadas cuando
la fraccion volumétrica 6sea es baja. Esta observacion difiere de la de van Rietbergen
et al. (1995) quienes concluyeron que, para el computo del modulo de elasticidad
aparente de la muestra, el tamano de los elementos no es tan importante si el modelo
resulta representativo de la fraccion volumétrica 6sea, FV.

Una FV baja puede ser una consecuencia de la relacion entre tamano del espa-
cio intertrabecular y el tamafnio de la muestra, de la existencia de trabéculas muy
delgadas o una combinacién de ambas condiciones. La asercion de van Rietbergen
et al. resulta valida para la muestra utilizada en su trabjao puesto que la FV es casi
el doble que la de la Muestra 1. Por este motivo, un pequeno cambio en el tamano
de los elementos no provoca un cambio significativo en la FV. La Muestra 2, cuya
FV es aproximadamente una vez y media mayor que el valor reportado por van
Rietbergen et al. resulta atin menos sensible, ver Fig. 7.15.

En virtud de los resultados hallados, se puede concluir que el tamano de los
elementos puede influir significativamente en el valor de las componentes del tensor
de elasticidad cuando la fraccién volumétrica 6sea es baja. Por lo tanto, al seleccionar
el tamano de los elementos a emplear se debe considerar, entre otras variables, la
fraccion volumétrica de la regién anatémica bajo anélisis.

En la Fig. 7.11 se muestra que los valores de las componentes del tensor de
elasticidad se ajustan linealmente con el paso independientemente del orden de los
elementos, y del error en la representacién geométrica de los modelos. Usando es-
te ajuste lineal se determiné el valor de las componentes del tensor de elasticidad
cuando el paso es nulo. Los tensores aparentes hallados de este modo muestran dis-
crepancias entre las predicciones efectuadas considerando los modelos discretizados
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con elementos de primer y segundo orden. La diferencia en términos de la norma es
de aproximadamente 10 %.

Los modelos fueron resueltos empleando idéntica geometria y el mismo método
de homogenizacion, por cuanto las diferencias encontradas sélo pueden deberse a los
tipos de elementos utilizados y a las caracteristicas de estos frente a las solicitaciones
y la geometria evaluada. En este sentido, van Rietbergen et al. (1995) observo la
existencia de flexién en las trabéculas que componen una muestra de hueso trabe-
cular bajo cargas axiales. Esto fue verificado en la Muestra 1 usando elementos de
primer orden para un caso de carga axial al observarse elementos comprimidos ante
una solicitacién de traccién sobre el material aparente, Fig. 7.13.

Puesto que el tamano de pixel del estudio microtomografico de la Muestra 1 es
relativamente grande en comparacién con el espesor trabecular, en aquellos modelos
en los cuales se emplearon pasos superiores a cuatro, muchas de las trabéculas fueron
discretizadas con un tinico elemento en el espesor. Los elementos de segundo orden,
por su naturaleza, resultaron mas adecuados para la solucion de tales casos. Sin
embargo, los modelos en los cuales el tamano de los elementos es del orden o superior
al de las trabéculas no deberfan considerarse para estimar las propiedades mecénicas.
Pese a ello los valores hallados de cada componente del tensor de elasticidad usando
pasos iguales a 5 y 6 pudieron ser ajustados mediante una interpolacién lineal. Los
motivos de este comportamiento se justifican en la falta de conectividad y la unién
de elementos mediante una arista o nodo que contribuye la disminucién de la rigidez
aparente del modelo.

Los resultados obtenidos con elementos de segundo orden difieren en un 10 % de
los obtenidos con elementos de primer orden una vez acotados los errores asociados
a la representacion geométrica. Sin embargo, los modelos computacionales son casi
4 veces méas costosos. Por este motivo, el empleo de un paso pequeno y elementos
lineales resulta en un uso mas adecuado de las capacidades de cémputo disponi-
bles. En virtud de los resultados obtenidos, el resto de los modelos fueron resueltos
empleando elementos de primer orden.

Las componentes del tensor de elasticidad C?j computadas mediante el método
directo poseen valores mas elevados que las computadas mediante el método asin-
totico. La diferencia entre los tensores hallados con ambos métodos fue evaluada
también utilizando el mayor valor singular de C’?j €Omo norma .

Las normas de los tensores de elasticidad computados utilizando el método di-
recto en los modelos de la Muesira 1 se encuentran en el rango comprendido entre
52,3 v 99,67 MPa. Estos valores extremos se hallaron en los modelos con el tamafo
de elemento mas grande y mas chico respectivamente. Las normas de los tensores de
elasticidad computados con el método asintético se encuentran entre 10,23 y 32,01
MPa para idénticos tamanos de elemento. Por otro lado, las normas de los tensores
C’ZQ]- para tamafio de elemento nulo, computadas con los métodos de homogenizacion
directo y asintético, presentan discrepancias de 63,74 %.

En la Muestra 2 las normas de los tensores C% computados mediante el método
directo se encuentran entre 583,91 y 586,38 MPa; mientras que las de los tensores
hallados con el método asintético estan en el rango que va desde los 486,54 a los
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488,21 MPa. Los tensores de elasticidad determinados para tamafno de elemento
nulo entre ambos métodos de homogenizacion difieren en un 15,32 %.

La menor sensibilidad de los resultados ante variaciones en el tamafio de los
elementos; junto a las caracteristicas de los desplazamientos de la muestra repre-
sentativa (RVE), asociada a las condiciones de contorno periddicas implementadas,
hacen que el método de homogenizacién asintético posea caracteristicas superiores
para la estimaciéon del comportamiento mecanico del hueso trabecular respecto del
método directo.

En este trabajo se propone utilizar al indice IG para evaluar la calidad de la
representacién geométrica de los modelos cuantitativamente, ver Cap. 4. Este indi-
cador puede emplearse, junto a otras variables, para seleccionar el tamano de los
elementos de los modelos de forma tal que se minimicen los errores de discretizacién y
de representacién geométrica hasta valores que permitan resolver los modelos resul-
tantes con la capacidad de cémputo disponible. En el presente estudio se determiné
que un valor de IG inferior al 10 % result6 adecuado para ambas muestras.

7.9. Resumen

Se verificaron las herramientas computacionales implementadas mediante un pro-
cedimiento sistematico utilizando modelos de complejidad creciente.

En problemas en dos dimensiones (2D), los codigos fueron verificados al recupe-
rar la matriz constitutiva de un material homogéneo, lineal e isé6tropo cuya forma
es conocida. Se corrobor6 que los resultados obtenidos post-procesando tensiones
o deformaciones, es decir, computando el tensor de localizacién de tensiones o de
deformaciones, sean idénticos tanto en tensién como en deformacién plana.

Se aplicaron los procedimientos para estimar el médulo de elasticidad aparente
de una muestra 2D andloga a una barra de material bifasico, y se compararon los
con soluciones analiticas. Ademas, se verific6 que los resultados determinados en
estados de tensién y deformacién plana se encuentren entre las cotas de Reuss y
Voigt con resultados satisfactorios.

A partir del estudio de modelos idealizados de hueso trabecular en 2D se deter-
min6 que con el método directo, cuando la geometria no es cerrada en su contorno,
es decir la fase hueco esta sobre el perimetro, las componentes de la matriz consti-
tutiva resultan fuertemente subestimadas. Se concluyd que en modelos reales de la
geometria trabecular sélo debe emplearse el método directo considerando desplaza-
mientos en el contorno. Por otro lado se observé que las mallas de elementos finitos
no estructuradas provocan una leve asimetria de la matriz constitutiva.

En modelos bidimensionales de hueso trabecular reconstruido a partir de imé-
genes microtomograficas se detecté6 una falta de conectividad que hizo evidente la
necesidad de evaluar modelos de geometrias reales en tres dimensiones.

En funcién de los resultados anteriores, los procedimientos desarrollados fueron
implementados para resolver dominios tridimensionales y verificados siguiendo un
protocolo similar al empleado en modelos en dos dimensiones. Los métodos de ho-
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mogenizacién directo y asintético fueron verificados mediante la comparacién con
el tensor de elasticidad de un material homogéneo, lineal e is6tropo. La solucién
analitica del caso de una barra de material bifasico fue empleada para verificar los
resultados obtenidos con el método de homogenizacién directo, mientras que para
el método de homogenizacién asintotico se usé una de las geometrias predefinidas
del programa PREMAT.

Se determiné el tensor de elasticidad aparente de muestras de hueso trabecular
mediante el método de homogenizacion directa empleando elementos de primer y
segundo orden. Se determin6 que cuando la fracciéon volumétrica de tejido es baja,
el tamano de los elementos tiene una fuerte influencia sobre la calidad de la repre-
sentacion geométrica. Aun cuando esto no ocurre, las componentes del tensor de
elasticidad responden en forma lineal con la disminucién del paso independiente-
mente del orden de los elementos empleados en la discretizacion.

Se efectué una regresion lineal de las componentes de los tensores de elasticidad
computados mediante el método directo hacia un tamano de paso nulo. Sobre la
base de la valoracién de las diferencias obtenidas en la norma de los tensores de
elasticidad , la necesidad de obtener una adecuada representacién microestructural
y el costo computacional se concluyd que los elementos de primer orden son los
mas adecuados para realizar estudios sisteméticos del comportamiento del hueso
trabecular.

Se compararon los tensores de elasticidad aparentes de muestras de hueso tra-
becular computados mediante los métodos de homogenizacion directo (en desplaza-
mientos) y asintotico. Las mayores diferencias entre ambos métodos se observaron
en el modelo con la menor fracciéon volumétrica. Este mismo modelo presenté una
dependencia mayor con el tamaiio del elemento.

El método de homogenizacién asintética predice un comportamiento menos ri-
gido que el método de homogenizacion directo en un todo de acuerdo con sus cotas
energéticas.

Se observé que las componentes del tensor de elasticidad aparente computadas
mediante el método de homogenizacién asintotico también varfan en forma lineal
con el tamano de elemento pero, en todos los casos la pendiente es menor.

Los resultados obtenidos con el método asintético son menos sensibles al tamano
de los elementos. Esto resulté particularmente evidente en los modelos de la muestra
con mayor FV. Se estima que la calidad de la representacion geométrica y una
mayor la relacion entre el espesor trabecular/tamanio de los elementos respecto de la
otra muestra analizada favorecieron este resultado. Sin embargo, no se observo una
correlacién definitiva.

Las estimaciones del tensor de elasticidad halladas empleando el método de
homogenizacién directo son més sensibles al tamafio de la muestra y al paso que las
estimaciones del método asintético.

En el método de homogenizacién asintético representa un procedimiento robusto
para estimar el tensor de elasticidad aparente de una muestra de hueso, y esta
acotado por los valores hallados mediante el método directo.

Las diferencias en el médulo de elasticidad computado mediante ambos méto-
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dos de homogenizacién y el valor determinado experimentalmente son aceptables y
permitieron validar los modelos empleados.

La diferencia principal entre los resultados de los casos de carga resueltos usando
las condiciones de contorno requeridas por los métodos de homogenizacién directa
en desplazamientos y asintética resulta evidente en los casos no axiales. En estos
casos, con el método directo (en desplazamientos) se obtienen modelos deformados
en los que las caras de las muestras permanecen planas, satisfaciendo la condicion
de periodicidad de desplazamientos también impuesta por el método asintético,
pero donde la distribucién de tensiones en los contornos opuestos no satisface la
condicién de periodicidad del campo tensiéon atin con microestructuras peridédicas
como la analizada experimentalmente.

En funcién de la discusién anterior, se selecciona al método de homogenizacion
asintotico para el estudio del comportamiento mecanico del hueso trabecular.

Se propone la utilizacién del IG, definido como la diferencia porcentual entre los
nameros de elementos de la fase hueso que resultan de priorizar la deteccién de hueso
(o tejido) y la fase hueco durante el proceso de discretizacion, como un indicador de
la calidad de la representacién geométrica del modelo. Para las muestras evaluadas,
se determin6 que un valor de IG del 10% garantiza una adecuada representacion
geométrica de los modelos, ver 4. A efectos de generalizar el uso de este parametro,
es necesario aplicar la técnica a muestras de otras regiones anatémicas para verificar
este resultado.



CAPITULO 8
Determinaciéon del médulo de
elasticidad del tejido trabecular

En el Capitulo 2 se presentaron algunos métodos para determinar el modulo de
elasticidad del tejido y hueso trabecular, uno de tales métodos consiste en de ensayos
de indentacién.

Con el objeto de comprender las hipdtesis y limitaciones de los métodos de in-
dentacion, en este capitulo se introduce su clasificaciéon y se presenta su relacion
con las caracteristicas jeradrquicas del hueso en forma sucinta. La bibliografia es-
pecializada es revisada y analizada criticamente. Como resultado, se selecciona el
método para la determinaciéon del médulo de elasticidad del tejido trabecular en la
escala correspondiente, se proponen protocolos para el almacenamiento y ensayo de
muestras de tejido 6seo trabecular. Finalmente, los procedimientos desarrollados se
aplican a muestras de tejido trabecular bovino.

8.1. Introduccion

En la practica de la ingenierfa se utilizan correlaciones entre la dureza y el
modulo de elasticidad de un material, ASM Handbook (2000). Estas correlaciones
empiricas han demostrado ser muy tutiles para el estudio de materiales metélicos y la
evaluacién de la integridad de equipos construidos con estos materiales. No resulta
extrano entonces, que se hayan elaborado correlaciones entre la dureza del material
oseo y el modulo de elasticidad (Currey y Brear, 1990; Evans et al., 1990). Estas
correlaciones, normalmente asociadas al hueso cortical, se emplean junto a otras
en funcién de la densidad o la fraccién volumétrica para asignar las propiedades
a modelos de elementos finitos de piezas dseas completas (Cisilino et al., 2008) y
poseen, al menos en potencia, la posibilidad de aplicarse al hueso trabecular.

Los ensayos de indentacién se emplean para medir la dureza de un material.
La dureza se define como la resistencia de un material a ser penetrado por otro
cuerpo. Esta magnitud se mide empleando ensayos de indentacién que consisten en
presionar un indentador con una geometria especifica sobre la superficie del material
bajo estudio preparada adecuadamente. La fuerza empleada se denomina carga de
prueba o simplemente carga.

Los ensayos de indentacién se clasifican tradicionalmente en funcién de la geome-
tria, el tamafio del indentador, y la carga empleada, aunque existen otras clasifica-
ciones. Las geometrias més comunes son las denominadas Brinell, Rockwell, Vickers
y Knoop. En funcién del tamano del indentador se distinguen la macroindentacion,
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microindentacién y nanoindentacion. La clasificacion en funcién de las cargas adopta
nombres similares a la anterior, la diferencia fundamental entre cada ensayo reside
en el rango de carga empleado (An y Draughn, 2000; ASM Handbook, 2000). Asi
los ensayos de macroindentacién emplean cargas superiores a 1 Kg fuerza, en lo
que sigue se omitird tal aclaracién. El valor minimo depende del tipo de indentador
vy puede ser del orden de centenas de Kg. En los ensayos de microindentacién se
usan cargas de entre 1 gr y 1 Kg !. En nanoindentacién la carga a emplear depende
fuertemente de las caracteristicas del material a ensayar, de hecho muchas veces se
requieren de ensayos en los cuales se prescribe el valor méximo de la penetracién en
lugar de la carga que puede ser muy baja, hasta 0,1 mN (aprox. 1 1075 Kg).

8.2. Relacién con la estructura jerarquica 6sea

Los ensayos de indentacién permiten evaluar distintas escalas de la estructura
6sea considerando el tamano de las probetas, los indentadores y la carga aplicada.
Sin embargo, existen consideraciones practicas referidas a la evaluacion del hue-
so trabecular que relegan a los ensayos de macroindentacién frente a los de micro
v nanoindentacién e incluso, los ensayos convencionales de compresion. En efecto,
cuando se puede contar con una muestra de hueso trabecular suficientemente grande
los métodos convencionales de compresion, pese a no estar exentos de dificultades,
presentan ventajas frente a los ensayos de macroindentaciéon. Una discusion bre-
ve de las dificultades encontradas al ensayar hueso trabecular (e interpretar datos
experimentales hallados en la literatura) puede encontrarse en Currey (2006).

Debe notarse que el objetivo de esta etapa del trabajo es determinar el médulo
de elasticidad aparente del tejido y no del hueso trabecular. Por lo tanto la escala
del ensayo a realizar debe permitir el andalisis del material en el rango del espesor de
una trabécula, esto es menos de 200pum, por cuanto los ensayos de macroindentacién
y los convencionales no seran discutidos.

A efectos de ilustrar los tamafos en juego, el tamano de una osteona es del
alrededor de 200 a 300 um, y cada lamela en el hueso tiene de 3 a 7 um de ancho.
Las microindentaciones estan en el rango de los 20 a 150 pum en longitud, mientras
que en nanoindentacién éstas pueden ser del orden de 1 pm.

8.3. Revision de la bibliografia

Se presenta una revision de la literatura especializada. Esta revisién no preten-
de ser exhaustiva y se centra en los métodos empleados para la determinacién del
moédulo de elasticidad del tejido, los procedimientos y protocolos empleados a ta-
les efectos. Algunos resultados se presentan en forma cualitativa y otros en forma

!Segtin las normas ASTM las cargas van desde 0,01 a 1 Kg mientras que varios c6digos europeos
indican de 0,2 a 0,3 Kg . La diferencia reside en que cuando se emplean cargas inferiores a los 200
gr a metales, generalmente, los valores de dureza muestran alguna dependencia con la carga,ASM
Handbook (2000).



8.3. Revisién de la bibliografia 127

cuantitativa a efectos de comparaciéon. Los resultados de esta revisién se analizan
criticamente y se determina el tipo de ensayo, la escala y el indentador a emplear.
Ademas se plantean cuestiones que merecen un estudio posterior, algunas de las
cuales son activamente investigadas en la actualidad.

8.3.1. Indentacién del tejido 6seo

Existen dos tipos de microindentadores que, considerando el ntimero de publi-
caciones en las cuales se los ha usado, prevalecen sobre los demés. Estos son los
indentadores Vickers, de origen inglés y, Knoop, de origen americano, Figura 8.1.
Ambos indentadores se emplean para el estudio de muestras oseas pero, dado que
buena parte de los primeros estudios de dureza en huesos se realizé6 en Europa,
la literatura reporta principalmente resultados en los que se emplea el indentador
Vickers. La dureza reportada es el cociente de un valor de carga conocido sobre el
area verdadera de la de la impronta al retirar la carga o el drea proyectada para los
indentadores Vickers y Knoop respectivamente. En ambos casos, el drea se computa
a partir de mediciones de las o la diagonal mayor de la impronta.

Figura 8.1: Esquema de dos microindentadores y sus improntas: (a) Vickers, (b)
Knoop.

El interés en la evaluacién del hueso mediante indentacién data de 1952 cuando
Carlstrom (1954) realiz6 microindentaciones con una punta Vickers sobre la secciéon
transversal de un fémur humano con diferencias en mineralizaciéon de hasta un 10 %.
Determindé que el valor medio de la dureza en tres regiones aumentaba conforme au-
mentaba la mineralizacion. Ademas, reportd que en las regiones menos mineralizadas
exist{a una mayor recuperacién elastica del material y cuestioné la capacidad del
ensayo para proveer certezas sobre la medicién de dureza en hueso. Posteriormente
Weaver (1966) reporto resultados similares en cuanto al grado de mineralizacion e
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hizo notar la influencia del procedimiento de almacenamiento de las muestras so-
bre los valores de dureza. Para ello, midié la dureza Vickers de probetas de hueso
cortical almacenadas mediante distintos métodos: congelado a -20°C, secado a 60°C
durante 12 hs, infiltrado en polimetilmetacrilato (PMMA), fijado en una solucion al
10% de formol y, almacenado a 4°C en solucion fisiologica. Luego realizé ensayos
de microindentaciéon y compar6 los resultados con los obtenidos en las probetas de
hueso fresco. Determind que el congelado réapido de las muestras a -20°C no altera
la, dureza mientras que, con los demas procedimientos, obtuvo diferencias de hasta
el 50 %. Desafortunadamente, Weaver no reporta el tiempo que las muestras estu-
vieron almacenadas a -20°C. Mas tarde Evans et al. (1990) analiz6 esta variable
utilizando protocolos idénticos y determind que no existen cambios significativos en
la dureza al cabo de dos ni tres meses posteriores al ensayo de las muestras frescas.
Sin embargo, Evans et al. report6 que incluir en PMMA provoca un aumento de la
dureza del orden del 4%. Los autores analizaron también el efecto del periodo de
carga constante concluyendo que con tiempos superiores a 10 s no hay cambios apre-
ciables en la dureza aunque los resultados graficados muestran diferencias del orden
del 52 % entre los valores determinados con un tiempo de 10 y 45 segundos. Para la
evaluacion de los efectos de la recuperacion elastica los autores midieron las impron-
tas al retirar la carga y hasta 300 segundos después. Si bien los valores de dureza se
modifican, el rango de variacion estd entre los -5 y +3,2% respecto de la primera
medicion efectuada. Al cabo de 300 s la dureza sélo es un 1,6 % mayor. En funcion
de los resultados, Evans et al. continu6 el andlisis de muestras éseas empleando un
indentador Vickers con una carga de 50 gr y un periodo de mantenimiento de 10 s.

El interés en los ensayos de dureza como método para la evaluacion de otras pro-
piedades mecénicas fue sentado por Evans (1969) quien reporté una relacion entre
el médulo de elasticidad y la dureza. Puesto que en este trabajo se utilizaron sélo
10 probetas, Currey y Brear (1990) utilizaron un protocolo similar y propusieron
una correlacion lineal entre el médulo de elasticidad (F) y la dureza para tejidos
mineralizados cuyo médulo E se encuentra entre los 5 y los 30 GPa. Evans et al.
(1990) senalaron, citando a estudios anteriores, que las propiedades del hueso son
una consecuencia de la interaccién entre la fase mineral y el coldgeno. Bésicamente,
los autores expresan que el hueso se comporta como un compuesto y por lo tan-
to, si bien existen correlaciones con el contenido de la fase mineral (como indico
Carlstrom de forma cualitativa), no es el unico factor que influye sobre las propie-
dades mecanicas sino que la orientacién y arreglo microestructural de las fases debe
se considerado. Con esto en mente analizaron un compuesto de polietileno reforzado
con hidroxiapatita “andlogo al hueso”, segtin los autores. Los resultados experimen-
tales permitieron justificar la primera asercion ya que la dureza del andlogo resulté
siempre menor que la del hueso real pese a tener idéntica fraccién volumétrica de
carga mineral. Mas atn, la relacion entre el médulo y la dureza no fue la misma
para ambos materiales.

La discusién precedente deja dudas acerca del tiempo de mantenimiento de carga,
y el efecto del secado de la probeta durante el ensayo y el valor de la carga empleada.
Por otro lado, en muchos casos se desconoce el valor de la carga usada por los autores.
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Esto dltimo puede deberse a que es una practica comun considerar que la dureza no
se modifica con la carga usada y, en consecuencia no se reporta. Estos problemas ya
fueron presentados por Van de Voort (ASM Handbook, 2000; Vander Voort, 2002).
En este sentido, si bien existen pautas sugeridas y normas acerca de la forma en la
cual se deben reportar los valores de dureza, resulta mas bien frecuente encontrar
publicaciones en las cuales se adopta una convencién particular o en desuso, ASM
Handbook (2000). A efectos de interpretacién normalmente basta con reportar el
cabezal empleado, valor de dureza computada y la carga utilizada.

Estos planteos motivaron que Johnson y Rapoff (2007) estudiarén la variacion de
la dureza en muestras de metacarpo bovino frescas con: la carga, el tiempo de carga
constante, el tiempo de secado, el tiempo entre el retiro de la carga y la medicién
de las diagonales (Vickers) y, la distancia entre el centro de la indentacion y un
borde, otra indentacién o poros?. Determinaron que la dureza varia con la carga
y con la distancia a otras indentaciones o poros pero no con las demés variables,
salvo la carga. Los autores sugirieron un valor de carga minimo de 100 gr ya que
con valores de carga mayores obtuvieron mediciones de dureza constantes. Ademas
no encontraron apilamientos en los bordes de las improntas.

Los ensayos convencionales de indentacién tienen un limite inferior de unas cuan-
tas decenas o centenas de micrometros, mientras que mediante nanoindentaciéon es
posible evaluar el tejido 6seo en el rango del micrometro (Rho y Pharr, 2000). Da-
do que muchos componentes estructurales del hueso tienen dimensiones de tan solo
unos micrones 0 menos, se puede utilizar la nanoindentacién para investigar las pro-
piedades de las lamelas dentro de las osteonas, del hueso intersticial y trabecular,
Rho et al. (1997).

Los ensayos de nanoindentacién tienen la caracteristica de ser instrumentados, es
decir registran los desplazamientos del indentador (profundidades) y la carga durante
la ejecucién del ensayo. Esto se debe a que las diminutas improntas hacen imposible
determinar su tamano mediante los métodos tradicionales. Por este motivo, en los
ensayos de indentacién instrumentada el drea de contacto entre el indentador y
la probeta se estima conociendo la profundidad de la penetracion y la geometria
del indentador (Oliver y Pharr, 1992). Puesto que se considera que la descarga del
material es elastica, los ensayos de nanoindentacién permiten determinar ademas de
la dureza el médulo de elasticidad del material bajo anélisis sin correlacién alguna,
Rho y Pharr (1999).

La capacidad de determinar el médulo de elasticidad de los ensayos de nanoin-
dentacion fue trasladada a equipos de microindentacion. Por este motivo, para iden-
tificar el tipo de ensayo resulta conveniente diferenciar entre los “ensayos instru-
mentados” y los “ensayos convencionales” de microindentacion.

La mayorfa de los estudios reportados emplean el método de la compliancia
para determinar el valor del modulo de elasticidad (Oliver y Pharr, 1992), aunque
existen otros métodos. Oliver y Pharr (1992) analiza criticamente varios métodos y
Fisher-Cripps los compara desde un punto de vista préactico (Fischer-Cripps, 2009).

2Considando poro a cualquier cavidad vascular.
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La aplicacién de los métodos de indentacién instrumentada ha motivado cierto
debate acerca de su aplicacién a materiales bioldgicos principalmente, debido a que
la teorfa descansa sobre la suposicién de que el material es elastico, isotrépico y
homogéneo (Rho y Pharr, 1999; Ebenstein y Pruitt, 2006). Se ha reportado que el
hueso presenta caracteristicas viscoelasticas (An y Draughn, 2000) por cuanto un
diagrama de carga y desplazamiento puede presentar una nariz. Como se dijo més
arriba, la hipétesis necesaria para la obtencién del médulo de elasticidad a partir de
los ensayos de indentacién es que la descarga es elastica, por lo tanto resulta menester
reducir el efecto de la nariz. Con este propdsito se ha sugerido la introduccién de
un segmento de carga constante similar al usado en el andlisis polimeros, Briscoe
et al. (1998). Rho y Pharr (1999) sugieren emplear ciclos de carga y descarga junto
a un periodo de mantenimiento de carga constante para limitar este efecto. De todos
modos, la influencia de estos efectos con el tipo de hueso y la regién anatémica atn
no ha sido claramente descrita.

Al igual que con los métodos convencionales de microindentacion, buena parte
de los estudios de indentacién instrumentada se concentraron en la evaluacion y
analisis del tejido cortical (Rho y Pharr, 2000; Hengsberger et al., 2002). En general,
los resultados se ven afectados por la condicién del hueso, esto es seco, hidratado, o
bajo condiciones fisiolégicas simuladas. Si bien la tendencia muestra que se obtienen
valores del médulo y durezas maés elevados cuando la probeta esta seca, resulta dificil
cuantificar cuanto debido a la variabilidad de las piezas 6seas y especies analizadas.
Hengsberger et al. (2002) observo diferencias en la dureza y el modulo de elasticidad
incluso entre lamelas de una misma osteona.

Rho et al. (1997) cuestionaron el amplio rango de valores del modulo de elastici-
dad del hueso y tejido trabecular reportado en la literatura. En particular cuestio-
naron la validez de algunos resultados en funcién de las dificultades experimentales
asociadas a los métodos empleados por otros autores (Rho y Pharr, 2000) y especula-
ron con la posibilidad de que las propiedades de los componentes microestructurales,
tanto del hueso cortical como del trabecular, no sean los mismos en la escala ma-
croscopica. Los autores, usaron la técnica de nanoindentacién para determinar las
propiedades del tejido trabecular y cortical en huesos humanos. El procedimiento
para la preparacion de las muestras fue similar al reportado por Weaver (1966) con
algunas salvedades, a saber: 1) las muestras fueron deshidratadas en bafios de al-
cohol, 2) las muestras fueron incluidas en una resina epoxi y 3) en las etapas finales
del pulido se empleé aliimina de 0,3 y 0,05 ym. En el de ensayo se emple6 una
velocidad de carga de 750 pm/s, un periodo de mantenimiento de carga maxima de
10 s a una profundidad de 1000 nm, una descarga al 15% de la carga pico a una
velocidad igual a la mitad de la de carga, un tiempo de mantenimiento de carga
de 100 s usado para calibrar el desplazamiento térmico y corregir los datos, seguido
por el retiro de la carga. Los datos fueron procesados siguiendo los procedimientos
de Oliver y Pharr (1992), los médulos y la dureza determinados fueron 22,5 GPa
y 614 MPa para las osteonas tibiales (cortical) y; 13,4 GPa y 468 MPa para el
tejido vertebral (trabecular). Rho et al. (1997) enfatizan que las mediciones de du-
reza del hueso trabecular se realizaron en direccién transversal mientras que las del
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cortical se realizaron en la direccién longitudinal, de todos modos la comparacién
directa no es posible puesto que se emplearon huesos diferentes. Roy et al. (1996)
utilizé un procedimiento similar y reportd diferencias en el modulo de elasticidad
del hueso trabecular en distintas direcciones en una vértebra humana. Uno de los
resultados més interesantes de este trabajo fue que las trabéculas orientadas en el
sentido cranio-caudal eran tan rigidas como el hueso cortical.

Diversos autores han sugerido el empleo de sofisticados sistemas de irrigacién
(Rho y Pharr, 2000) y, el uso de puntas especiales para ensayar probetas sumergi-
das (Hysitron, 2001; Ebenstein y Pruitt, 2006) con el objeto de mantener el hueso
hidratado. Otros autores enfatizan la importancia de seleccionar el fluido adecuado
a efectos de evitar una reducciéon significativa de la dureza o moédulo debido a la
descalcificacion (Hengsberger et al., 2002; Ebenstein y Pruitt, 2006).

El protocolo de ensayo y sus variables también fue analizado. Zhang et al. (2008),
analizaron el efecto de las variaciones en la carga méaxima, la velocidad de car-
ga/descarga y el tiempo de mantenimiento de carga maxima sobre las propiedades
determinadas mediante nano y microindentacién. Para ello usaron funciones de car-
ga trapezoidales®. Determinaron que en nanoindentacion el modulo de elasticidad
disminuye al aumentar la carga maxima y el tiempo de mantenimiento de esta, sin
embargo la dureza resulté insensible. En cuanto a la velocidad de carga/descarga,
observaron que el modulo de elasticidad no cambia significativamente mientras que,
debido al solapamiento de las bandas de dispersién, no se pudo inferir alguna tenden-
cia en la dureza. En microindentacion, determinaron que ni el médulo ni la dureza
se modifican con tiempos de mantenimiento de carga méxima menores a 5 s pero
observaron una leve disminucién de los valores medios cuando el tiempo fue de 15
s pese a que todos los valores estan contenidos dentro de la desviacién estandar
de los ensayos. No se modificd el modulo con el aumento de carga pero, la dureza
disminuyd. Sin embargo, al aumentar la velocidad de carga, la dureza no se modifico
mientras que el médulo disminuyd.

Mediante analisis de elementos finitos, Zhang et al. trataron de entender algunos
aspectos de la mecanica de la indentacién en hueso. Concluyeron que la naturaleza
anisotropica del hueso y/o de su plasticidad tiene un efecto significativo sobre el
comportamiento de descarga durante nano-indentaciéon. El resultado mas significa-
tivo de este trabajo probablemente sea que los médulos de elasticidad determinados
mediante nanoindentacion son un 43 % mas elevados que los determinados mediante
microindentacion.

En cuanto a la preparacion de las muestras, los protocolos empleados en muestras
ensayadas mediante microindentacién instrumentadas no se diferencian demasiado
de los de indentacién convencional. En general, todos los autores enfatizan la im-
portancia de la planitud de las muestras y la baja rugosidad superficial, sobre todo
cuando se emplean cargas pequenas. Es mas bien usual encontrar reportes en los
cuales durante la ultima etapa de pulido se emplee altmina de 0,05 pym o ain un
tamanio menor (Rho et al., 1997; Rho y Pharr, 1999, 2000; Hengsberger et al., 2002).

3Carga en funcion del tiempo.
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Ademaés de las referencias citadas existen revisiones en las cuales se condensan
las mejores practicas conocidas para la indentacién instrumentada de tejidos Ebens-
tein y Pruitt (2006) del tejido 6seo (Zysset, 2009; An y Draughn, 2000) y otras
exclusivamente focalizadas en los procedimientos de indentacion en general (Pharr,
1998; Oliver y Pharr, 2004; Zysset, 2009). Estos articulos proveen informacion gene-
ral acerca de la preparaciéon y acondicionamiento de probetas, muchas veces, citando
los trabajos de los autores pioneros en microindentacién convencional.

El empleo de técnicas instrumentadas en hueso trabecular ha enfrentado a los
investigadores con el problema de hallar un soporte adecuado para las trabéculas.
La inclusion y el infiltrado en resina, en particular PMMA o epoxi, han probado ser
indispensables para evitar la deformacién de las trabéculas durante el ensayo. Si bien
algunos autores han indicado que no existen diferencias significativas en la dureza del
hueso usando PMMA (Evans et al., 1990; Zysset, 2009), otros han reportado que la
dureza aumenta notablemente (Weaver, 1966; Dall’Ara et al., 2007). Es probable que
estas discrepancias se deban a que algunos autores emplean los términos embebido
o inclusiéon como sinénimo de infiltrado. En el proceso de infiltrado se permite que
la resina llene todas las cavidades y microcavidades de un tejido incluyendo a los
tejidos blandos, mientras que en una inclusién o embebido solamente se llenan las
cavidades grandes, como el espacio intertrabecular. El cambio en la dureza reportada
se encuentra entre -4* y 48 % respecto de la del hueso fresco.

Se ha demostrado que el secado aumenta la dureza entre un 15 y un 40 % (Wea-
ver, 1966; Dall’Ara et al., 2007; Zysset, 2009; An y Draughn, 2000). Sin embargo,
en algunos articulos resulta imposible identificar si el secado se realizé a una tem-
peratura mayor a la ambiente o no. Rho y Pharr (1999) analizaron el problema del
secado-deshidratado utilizando nanoindentacién instrumentada, para ello utilizaron
probetas de una muestra de fémur bovino, una secada en aire y otra conservada en
agua desionizada durante el ensayo. Se desconoce el tiempo y la forma en la que se
preservé la muestra que se ensayé sumergida y el grado de desmineralizacién al cual
pudo estar sometida, esto es, si el hueso fresco tendria los mismos valores de dureza
vy moédulo. Los autores encontraron que la dureza de las muestras secas aumenta
entre un 10 y un 15 % respecto de las re-hidratadas. Las probetas no fueron fijadas
ni incluidas, pero la dureza resulta bastante mayor que lo reportado por Dall’Ara
et al. de 5 a 8% en microindentacion convencional.

Lo indicado anteriormente sirve para senalar una diferencia fundamental entre
los ensayos de indentacion tradicionales y los instrumentados. En los ensayos con-
vencionales, la dureza se determina conociendo la carga y midiendo la impronta
o impresion residual mientras que en los ensayos instrumentados la dureza se de-
termina considerando la carga maxima y una estimacién del 4drea de contacto en
el instante en que comienza la descarga. Por lo tanto, cuando existe recuperacion
elastica, ambos métodos ofrecerdn valores distintos.

Las puntas de los indentadores se hacen de materiales muy rigidos y duros ta-

“Datos de Evans et al. (1990). Pese a que la intuicién indicaria que la muestra incluida debe
tener una dureza mas elevada, no se encontr6 ninguna rectificacion de los valores reportados ni se
obtuvo respuesta de los autores.
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les como el diamante y el zafiro de forma tal que la compliancia de la muestra sea
mayor que la de la punta. Practicamente en toda la bibliografia de indentacion ins-
trumentada aplicada a huesos se reporta el empleo de puntas Berkovich. Esta punta
piramidal de tres caras, con un dngulo incluido total de 142,3°, fue disenada para
tener la misma relacién de profundidad respecto del area que la punta Vickers de
cuatro caras, Figura 8.2. Existen trabajos también en los cuales se empled la punta
de esquina de cubo para medir la tenacidad del material 6seo (Mullins et al., 2007),
Figura 8.2. Esto es posible debido a que ninguna punta realmente termina en un
vértice agudo sino que poseen un radio de curvatura, y éste radio es menor en la
punta esquina de cubo. Pese a que las puntas conoesféricas se usan para el ensayo
de materiales blandos, ya que minimizan la deformacién plastica y la concentracion
de tensiones, salvo en casos de estudios mediante elementos finitos el empleo de
puntas conoesféricas en huesos es practicamente inexistente, probablemente debido
a la dificultad de su fabricacion. Distinto es el caso de la punta Vickers, la cual suele
emplearse para indentaciones con altas cargas, en particular cuando los resultados
se desean comparar con los de microindentacion convencional, Hysitron (2001). Esta
punta no se ha empleado tanto en ensayos instrumentados debido a que resulta di-
ficil que los cuatro planos converjan en un punto, haciéndola inadecuada cuando las
indentaciones son poco profundas. Pese a que existen indentadores Knoop, no se han
encontrado trabajos en los que se reporte su empleo en nanoindentacién instrumen-
tada. La punta plana, que tiene la ventaja de tener un area de contacto constante
con la profundidad (y una solucién analitica) provoca una alta concentraciéon de
tensiones y tampoco ha sido popular para el estudio de tejidos 6seos.

Figura 8.2: Detalles de la geometria de las puntas.

Ademés de elegir la geometria de la punta, las dimensiones de la misma son
importantes. Por ejemplo, si el objetivo es medir las propiedades del tejido en un
tejido blando se requerirdn puntas de gran didmetro de modo que el tamano del area
de contacto sea mayor que el de una célula individual o fibra (Ebenstein y Pruitt,
2006). Por otro lado, cuando se desea medir las caracteristicas microestructurales
del hueso o la dentina, se emplea la punta Berkovich para maximizar la resolucién
espacial y permitir la medicién de las propiedades mecanicas en ubicaciones precisas
dentro de muestras mineralizadas.
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8.3.2. Resumen: determinaciéon del tipo de ensayo, escala e inden-
tador

Del anélisis de la bibliografia y en funcién del tamano trabecular se determi-
né que los ensayos instrumentados constituyen la herramienta adecuada para la
determinacién del moédulo de elasticidad del tejido trabecular. Estos métodos se
desarrollaron bajo la premisa de que el material bajo estudio es homogéneo, carac-
teristica que es ajena al tejido trabecular. Con los indentadores Vickers, Berkovich
y conicos s6lo es posible obtener un médulo de elasticidad del material homogéneo e
is6tropo aparente, como promedio de la region afectada por la indentacién donde se
favorecen las caracteristicas en la direccién de indentacién. Pese a ello ha sido posi-
ble determinar diferencias en las propiedades elasticas de las trabéculas que crecen
en direcciones ortogonales dentro de de una misma pieza dsea.

Debido a la naturaleza heterogénea del tejido recién se ha empezado a compren-
der su comportamiento mecanico. Algunos autores sugieren que la dependencia de
la dureza y el médulo con la carga se debe, al menos en parte, al desarrollo de la
zona, plastica en la regiéon de contacto. No se han efectuado estudios que permitan
establecer con certeza cudn grande y profunda es la zona plastica desarrollada en el
hueso trabecular mediante nano o microindentacién, por cuanto normalmente todas
las recomendaciones efectuadas respecto de la separaciéon entre indentaciones estan
basadas en estudios realizados sobre otros materiales. Se han reportado estudios si-
milares en hueso cortical pero, las recomendaciones efectuadas son de dudoso valor
para el hueso trabecular. Es probable que una recomendacion de este tipo deba in-
cluir el tipo de punta, una relacién entre el area o profundidad maxima y el espesor
trabecular junto a una clara identificaciéon de los procedimientos de conservacion,
acondicionamiento y ensayo. Més aun, debido a los procedimientos de preparacion
de las muestras, los espesores ensayados de las trabéculas son menores a los que se
determinan mediante técnicas 6pticas o microradiogréaficas antes del lijado y puli-
do. Por este motivo, parece adecuado sugerir que las indentaciones se realicen en
intersecciones de trabéculas donde el espesor es mayor.

La identificacién de la escala que debe analizarse en el hueso trabecular esta
relacionada con el tamano de la zona pléstica. Los ensayos de nanoindentacién se
emplean para efectuar estudios dentro de las lamelas de una tinica osteona en hueso
cortical ya que el ensayo estd més cerca de “promediar” lo que ocurre a nivel de la
nanoestructura o menor que de hacerlo en un nivel superior (ver Sec. 2.1, en el Cap.
2). De este modo, y en ausencia del estudio indicado en el parrafo anterior, parece
que la escala adecuada para nuestros propésitos es la submicroestructural mediante
microindentacién instrumentada®.

Puesto que los valores de las cargas empleadas en los ensayos de microindenta-
cién son més grandes que los de nanoindentacién, las indentaciones resultan maés
profundas minimizando el efecto de la no convergencia a un punto de las caras del
indentador Vickers. El empleo de este indentador permite una comparacién casi

SEntiéndase promedio a nivel submicroestructural, aparente a nivel microestructural en las
escalas indicadas en el Cap. 2.
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directa con los resultados de la bibliografia en microindentacion instrumentada y
convencional por cuanto se adopta para el resto del trabajo.

Del anélisis de la bibliografia se determiné que los protocolos de conservacion y
ensayo pueden alterar los resultados de microindentacién. Sin embargo, la influencia
de algunas variables tales como la conservacién de muestras a temperaturas mayores
a -20°C durante perfodos cortos y la inclusién o infiltrado en resina sobre las pro-
piedades del hueso no son concluyentes. Si bien no resultan faciles de cuantificar, los
efectos de las variaciones en la carga maxima, la velocidad de carga y el tiempo de
mantenimiento carga sobre el médulo de elasticidad del tejido muestran tendencias
claras y consistentes en los articulos revisados. Es probable que alguna diferencia
entre el arreglo de las fases, la cantidad de ellas 0 ambas entre las especies y piezas
Oseas reportadas afecte las mediciones por cuanto, en la actualidad no es posible
determinar cuantitativamente y a priori cuin sensible es el médulo de elasticidad a
los cambios de tales variables.

8.4. Indentacion instrumentada

Existen numerosos métodos para el ensayo de piezas con el objeto de obtener la
dureza y el médulo de elasticidad de un material mediante ensayos de indentacién
instrumentados. En este trabajo se utiliza el método de Oliver y Pharr (1992) por
ser el més difundido y ampliamente aceptado. A continuacion se presentan en forma
sucinta los aspectos teéricos fundamentales del método.

8.4.1. Hipétesis, convenciones y relaciones fundamentales

El método consiste en hacer una indentacién con una punta previamente selec-
cionada mientras se registra la carga y el desplazamiento durante un ciclo completo
de carga y descarga. La impronta se forma debido a la naturaleza elastica y plastica
de material bajo estudio, mientras que la descarga se supone tUnicamente elastica
(Oliver y Pharr, 1992). En la Figura 8.3 se muestra un esquema de los datos obteni-
dos mediante el ensayo, donde P representa a la carga, h al desplazamiento relativo
a la superficie inicial sin deformacion y, S = dP/dh es la rigidez de contacto que,
como se observa en la figura es igual a la pendiente inicial de la curva de descarga.

Puesto que con indentadores piramidales y cénicos el area de contacto no per-
manece constante a medida que se retira la carga, las graficas de la descarga en
funciéon del desplazamiento resultan curvas y pueden aproximarse por la ecuacién

P =B(h—hp)™, (8.1)

donde B y m son constantes determinadas mediante el ajuste de la curva de descarga
y; hy, también determinado mediante ajuste, es la profundidad de la impresion
remanente una vez retirada la carga.

La rigidez de de contacto S se obtiene derivando la expresion (8.1) respecto de
h y sustituyendo para una profundidad igual al valor maximo hyqz, s decir
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Figura 8.3: Esquemas del diagrama de carga en funciéon del desplazamiento (izq.) y,
de la funcién de carga (der.) en un ensayo instrumentado.

%‘h:hmm = mB(hmax - hf)mil- (82)

La profundidad de contacto se estima a partir de los datos de carga en funciéon

de desplazamiento. La suposicién principal es que la periferia de contacto se “hunde”

o desplaza en el sentido de la indentacién y que este desplazamiento puede descri-

birse mediante los modelos de indentacién de un semi-espacio elastico plano con un
indentador de geometria simple. De este modo, el hundimiento hs estd dado por

S =

hy = 19T (8.3)

donde ¢ es una constante que depende de la geometria del indentador. A modo de
ejemplo, un indentador cénico posee € = 0, 72, un paraboloide de revolucién € = 0, 75
y un indentador plano posee € = 1. Por lo tanto la profundidad de contacto, h. se
obtiene como

Pmaaﬁ
5
Idealmente el area proyectada del indentador puede estimarse conociendo la geo-
metria de este y la profundidad de la penetracién. En la practica se usa una “ funcidn
de drea”, es decir, una relacién que permite determinar el area proyectada del inden-
tador, A, conociendo la profundidad de contacto h.. Los pardmetros geométricos se
ilustran en la Figura 8.4.

he = hopae — € (8.4)



8.4. Indentacién instrumentada 137
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Figura 8.4: Esquema del proceso de descarga y parametros de la geometria durante
y después del contacto.

La dureza, H, y el mdédulo de elasticidad reducido, F,, pueden estimarse me-
diante las expresiones

(8.5)

1 /=S
ET:2\/;B' (8.6)

La ecuacion (8.6) es valida para cualquier indentador axisimétrico y, pese a
haber sido deducida para contacto elastico, da buenas predicciones en problemas de
contacto elastoplastico. La constante S depende de la geometria del indentador y
se emplea para considerar las desviaciones de la rigidez provocadas por la falta de
simetria axial de los indentadores piramidales.

Puesto que el médulo de elasticidad reducido considera la deformacién tanto de
la probeta como del indentador, el médulo de elasticidad del material ensayado se
obtiene mediante la expresién

E=(1-1% G . ;;12)1 , (8.7)

donde E y v son los modulos de elasticidad o de Young y el coeficiente de Poisson
del material de la probeta ensayada mientras que F; v v; representan las magnitudes
homologas del indentador. En indentadores de diamante, estos valores son 1141 GPa
y 0,07 respectivamente. De este modo, es necesario conocer de antemano el valor del
coeficiente de Poisson del material a ensayar.

8.4.2. Determinacién de la funcién de area y la compliancia

La funcion de area, también conocida como funcién de forma del indentador,
debe calibrarse mediante mediciones independientes de modo tal que se consideren
las desviaciones de la geometria ideal de los indentadores. Dicho de otro modo,
como el indentador no es ideal ni perfecto, no termina en punta sino que tiene un
pequeno radio y existen defectos de fabricacion o dafio debido al uso que hacen que
el area proyectada del indentador para una dada profundidad difiera de su valor
teorico. Al mismo tiempo, la compliancia del equipo influye sobre los resultados de
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las mediciones del médulo de elasticidad y de la dureza ya que afecta directamente
a los desplazamientos registrados.

El sistema completo se modela como dos resortes en serie por lo tanto, la com-
pliancia medida total C, la inversa de la rigidez medida, es la suma de la compliancia
del marco de carga (Cf) y la compliancia de contacto C, = 1/S. Esta tltima puede
determinarse a partir de la expresion (8.6), por lo tanto

1 [T

Por lo tanto, suponiendo que la compliancia del marco de carga es constante
para todo valor de carga, un grafico de C' en funcion de A~1/2 es lineal. La ordenada
al origen representa el valor de Cf.

Para usar la expresion anterior es necesario conocer el valor de A, y esta es una
funcién del la profundidad de contacto. Usualmente, la funcién de area se obtiene a
partir del ajuste de una curva de area en funcion de h, como

Ahe) = CohZ + C1L + Cohl/? + Cahi/* + Cuhl/® + CspY™S, (8.9)

donde los C; valores representan a las constantes de ajuste.

De la observacion de las expresiones (8.8) y (8.9) resulta evidente que Cy y
A(hc) estan vinculadas puesto que la precision de la estimacién del area depende
de la medicién de la profundidad de contacto que a su vez esta relacionada con los
desplazamientos de la muestra y el marco de carga. Para obtener estas cantidades
simultdneamente, Oliver y Pharr (1992) propusieron un método iterativo.

Otro método propuesto por Hysitron, Inc. (Hysitron, 2001) consiste en realizar
una serie de indentaciones a distintas profundidades sobre un material de médulo
conocido para luego computar el médulo reducido analiticamente a partir de la ec.
(8.7). El el area se computa despejando A de la ec. (8.6) y se la grafica en funcion
de la profundidad de contacto. Finalmente se ajusta la curva mediante la ec. (8.9).

Para computar la compliancia del cuadro de carga Cy resulta conveniente escribir
la expresion (8.8) en funcion de la carga. Para ello se despeja el valor de la carga P
de la ec. (8.5) y, sustituyendo en (8.8) se tiene

1 Hr
2E7”/B Pmaa; '
Suponiendo que el médulo reducido y la dureza son constantes en el material de
calibracion, tipicamente cuarzo fundido, en un grafico de C en funcion de 1/v/Pmax

C:Cf—l— (8.10)

se obtiene una linea recta cuya ordenada al origen es la compliancia del cuadro de
carga o aparato.

8.4.3. Observaciones generales

Cuando las profundidades de la indentacién son pequenas, el area de contacto
también lo es, de este modo la compliancia de contacto, término de la derecha en
la ec. (8.8), es el dominante en la compliancia total. Por otro lado, a profundidades
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bajas, el area difiere mas de su valor teérico (punta redondeada en lugar de aguda).
En materiales duros, y con indentaciones profundas, el término dominante es la
compliancia del marco. Ademaés, en estos casos, debido a que la forma del indentador
puede controlarse en forma muy precisa, la expresion tedrica del area como funciéon
de la profundidad de contacto no resulta tan afectada por la incertidumbre de la
funcioén de 4rea en la punta.

En material 6seo y usando cargas del orden del Newton las profundidades y
areas son grandes por cuanto para determinar la funcién de drea pueden usarse las
expresiones de los indentadores ideales. Para un indentador Vickers ideal, esta es

A = 4h? tan’0 siendo 6 = 68°. (8.11)

Puesto que el moédulo reducido del hueso es relativamente bajo, la compliancia
de contacto es el factor dominante de la compliancia total en equipos con una Cfy
baja, salvo a comienzos del ensayo donde las indentaciones son poco profundas.

Se dijo que el parametro geométrico 8 depende del tipo de indentador. Los
valores méas empleados en la literatura especializada para indentadores Berkovich y
Vickers son § =1,034 y 8 =1,012 respectivamente. En realidad, en la mayoria de
los autores esté de acuerdo en que el valor de 3 es igual a uno cuando el indentador
es cilindrico y plano pero no para las demas geometrias. El amplio rango de valores
reportado para los demés indentadores hace que sélo sea posible indicar que 5 debe
ser ligeramente mayor a uno, sin embargo a los fines practicos normalmente se toma
igual a la unidad.

Usando el concepto de “forma del indentador efectiva” v las ecuaciones de
Sheddon Oliver y Pharr (2004) demostraron que el parametro geométrico € toma
valores entre 0,74 y 0,79 cuando el parametro de ajuste m toma valores entre 1,2
y 1,6. De este modo justificaron el valor 0,75 empleado en la practica cuando se
emplan puntas Berkovich.

Una de las suposiciones del método es la de “hundimiento” elastico, por cuanto
el procedimiento descrito implica la inexistencia de “apilamientos” en la periferia
de la impronta como ocurre en algunos materiales. Cuando hay apilamientos, el
area de contacto resulta mayor que la predicha por el método haciendo que tanto la
dureza como el mdédulo resulten sobreestimadas. La limitacién principal es la hip6-
tesis de deformacion elastica que hace que no puedan modelarse adecuadamente los
apilamientos. Bolshakov (1996) sugirié que la relacion entre la profundidad final de
la indentacion y la profundidad maxima, hy/hme: puede usarse para identificar la
posibilidad de existencia de apilamientos en un dado material. Esta relaciéon puede
tomar valores entre cero y uno. El limite inferior corresponde a un comportamiento
dnicamente elastico mientras que el limite superior corresponde a un comporta-
miento plastico rigido. Numéricamente determiné que la severidad del apilamiento
depende del esta relaciéon y del endurecimiento del material. En particular, el api-
lamiento es grande cuando el pardmetro de Bolshakov hy /Pmaz € cercano a uno y
hay poco endurecimiento. Bolshakov not6 que cuando hy/hmar <0,7 el apilamiento
resulta despreciable sin importar si el material presenta o no endurecimiento.
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8.5. Protocolos y procedimientos

A partir de la revision bibliografica fue posible identificar aspectos comunes, su-
gerencias y practicas recomendadas asociadas a la conservacion preparacion, acon-
dicionamiento y ensayo de las muestras de tejido trabecular. Estas no fueron pre-
sentadas en forma detallada en la Seccion 8.3 a efectos de facilitar su lectura pero
fueron condensadas en los parrafos siguientes.

8.5.1. Protocolo de conservacion

En funcién de los resultados de investigaciones previas, las muestras de huesos
deberian congelarse a -20°C en recipientes pléasticos cerrados, Weaver (1966). Antes
de su ensayo las muestras deberfan descongelarse en una solucién salina a tempera-
tura ambiente. El tiempo de descongelado depende del tamano de la muestra. Sin
embargo, si los ensayos pueden realizarse dentro de 1 o 2 dias después de adquirida
la muestra fresca, puede mantenerse en un congelador a -4°C o menos (Knets, 1999;
An y Draughn, 2000). La evaporacion del contenido de agua debe evitarse durante
los periodos en los cuales el hueso no se mantenga refrigerado.

8.5.2. Procedimiento de preparaciéon de las muestras

La tnica coincidencia en todos los procedimientos para el ensayo del tejido tra-
becular mediante técnicas de indentacién instrumentada es el uso de un soporte
(PMMA o epoxi). Esto impide el ensayo del tejido trabecular fresco sin embargo,
resulta interesante evaluar la influencia de algunas variables tales como la fijacion y
el deshidratado sobre los resultados de microindentacién. Por este motivo se presenta
a continuacion un protocolo que fuera usado exitosamente por Ballarre et al. (2011)
para la caracterizacién del hueso “nuevo” que crece alrededor de implantes metali-
cos en estudios in-vivo. El procedimiento consiste en el infiltrado de las muestras
fijadas y deshidratadas en metacrilato de metilo (PMMA). El procedimiento para
el preparado del PMMA, el fijado y deshidratado de las muestras vy, su infiltrado se
describe a continuacion.

Lavado del metacrilato de metilo
Se utiliza metacrilato de metilo de uso dental, un liquido acrilico termocurable que
posee un inhibidor de reaccién disuelto que debe ser retirado. Para ello se vierten 260
ml de metacrilato en un erlenmeyer. Luego, se vierten en una ampolla de decantacién
cerrada y se prepara una solucién de NaOH (hidroxido de sodio) con 45 gr de soluto
por cada litro de agua destilada. S6lo 250 ml de la solucién se agregan a la ampolla y
se deja decantar (normalmente més de un minuto). La soluciéon acuosa toma un color
oscuro debido a la presencia del inhibidor y puede retirarse abriendo la ampolla. Se
repite el proceso de lavado hasta agotar el litro de solucion de NaOH. Posteriormente
se realizan cuatro lavados similares, esta vez hasta agotar un litro de agua destilada.
Finalmente se filtra el metacrilato con un papel de filtro en un embudo lleno de
CaCly (cloruro de calcio) anhidro con el objeto de retener el agua remanente. El
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envase en el cual se colectd el metacrilato debe guardarse en una heladera.

Agregado del iniciador
Se agrega el 1 gr de perdxido benzoico por cada 100 ml de metacrilato y se calienta
la mezcla a banio Maria sin alcanzar los 80°C. La mezcla luego debe enfriarse has-
ta 40°C en un bano con hielo. Este proceso debe repetirse cinco veces. Se notara
que la mezcla se vuelve viscosa y adquiere una consistencia similar a la miel. La
mezcla debe enfriarse rapidamente en agua helada con el objeto de evitar la reac-
cién de polimerizacién. Por ultimo, la mezcla se almacena en una heladera hasta su
utilizacion.

Fijado, deshidratado y acondicionamiento de las muestras
Las muestras se fijan en formol al 10 % al menos durante un dia. Posteriormente se
deshidratan durante un dia en una solucién acuosa al 75% en volumen de etanol,
otro en una al 80% y un dia en etanol al 100 %. Posteriormente las muestras se
mantienen durante un dia en una solucién compuesta por 50 % en volumen de etanol
(puro o 100 %) y metacrilato sin lavar y otro dia en metacrilato puro.

Infiltrado
Las muestras se colocan en recipientes de vidrio y se llenan con metacrilato lavado y
con el iniciador. Los recipientes cerrados se mantienen durante al menos cuatro dias
en una estufa a 32°C. Se debe verificar diariamente la contracciéon del polimero, de
ser necesario agregar mas metacrilato para mantener la muestra completamente “su-
mergida”. Las probetas pueden retirarse para su corte y posterior ensayo rompiendo
el recipiente de vidrio.

8.5.3. Procedimiento de microindentacion

El procedimiento comienza con las probetas preparadas que deben asegurarse
mediante los dispositivos previstos a la bandeja de ensayo del microindentador.
Puede ser necesario montar la probeta sobre un soporte metélico antes de asegurarlas
a la bandeja de ensayos. Si es asi, se ha reportado que el uso de una muy delgada
capa de cianoacrilato no altera los resultados (Fischer-Cripps, 2009).

La punta o indentador debe colocarse en el transductor y éste en el equipo antes
de asegurar la muestra. Una vez aseguradas la o las muestras, se deben tarar los
instrumentos y realizar las calibraciones sugeridas por el fabricante. Es una buena
practica permitir que el equipo alcance una temperatura estable antes de comenzar
con los ensayos.

Posteriormente se inician los programas y se indican los limites de seguridad®.
De ser necesario, se efectia la calibracion del sistema 6ptico, de la funcion de area
y compliancia del equipo.

A continuacion se realizan las calibraciones para ajustar la fuerza y los valores de
la funcién de carga. Normalmente esto se realiza haciendo una indentacién virtual
en aire, es decir sin contacto.

SPor ej. la altura que evita que la punta colisione con las muestras durante su desplazamiento.
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Se crea una funcién de carga trapezoidal, ver nota al pie 3. Los valores sugeri-
dos son: una velocidad de carga de 0,2 N/s, un tiempo de mantenimiento de 45 s
a una carga maxima de 1,5 N y, una velocidad de descarga de 0,1N/s. Estos para-
metros fueron seleccionados a partir de los valores reportados en la bibliografia y
considerando las caracteristicas del equipo disponible en el INTEMA, Triboinden-
ter 900 Hysitron Inc, Hysitron (2001). Las ganancias y el control de realimentacion
se ajustan en funcién de los parametros de la funcién de carga de acuerdo a las
especificaciones del fabricante del equipo.

Las regiones a ensayar se seleccionan utilizando el sistema 6ptico del equipo v,
una vez definidas se inicia la adquisicion.

8.6. Determinaciéon del médulo de elasticidad del tejido
trabecular de una cabeza femoral bovina

Los procedimientos indicados precedentemente fueron aplicados a probetas cons-
truidas a partir de una muestra proveniente de una cabeza femoral bovina. Puesto
que la influencia de las resinas de soporte y la fijacién con formol sobre los resul-
tados del modulo de elasticidad del tejido resulta dificil de cuantificar a partir de
la bibliografia estas variables fueron analizadas explicitamente. Sin embargo, debi-
do a problemas técnicos y de disponibilidad del equipo, los resultados no pudieron
compararse con resultados sobre muestras de hueso fresco.

8.6.1. Materiales y métodos

Seccionado de las probetas
Debido a que los estudios microtomograficos empleados en capitulos anteriores pro-
venian de muestras tomadas de cabezas femorales, en este estudio se extrajo una
muestra de una cabeza femoral bovina. La muestra fue recibida inmediatamente
después de su desposte, Figura 8.5, y se almacené durante un dfa a -10° C.

La muestra fue seccionada manualmente utilizando una sierra convencional de
42 dientes, Figura 8.6. Se efectuaron cinco cortes, los cuatro indicados en la Fig. 8.6
y uno perpendicular a la direccién de avance de ellos con el objeto de extraer una
porcién de hueso oblonga.

La porcién extraida fue seccionada con una méaquina de corte lento construida
para tales propositos, Figura 8.7. Durante el corte se provey6 de irrigacién suficiente
para evitar la necrosis del tejido por aumento de temperatura. El corte fue efectuado
utilizando una hoja de corte diamantado de 4” de didmetro y 0,012” de espesor
(Diamond Wafering Blade 15HC, Buehler) a 150 RPM.

Se obtuvo un prisma de 20x24x23 mm que fue posteriormente seccionado para
obtener tres muestras M1, M2 y M3 cuyo eje longitudinal se orienté en la direccién
ventral-dorsal, lateral-medial y cranio-caudal respectivamente.

Preparacion de las probetas
Las muestras M1, M2 y M3 se seccionaron para obtener tres prismas de 5x5 mm
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Figura 8.5: Detalle de la muestra recibida.

Figura 8.6: Identificacién y detalle de dos de los cortes realizados.
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Figura 8.7: Detalle de uno de los cortes efectuados.

de seccion transversal que fueron preparados utilizando tres métodos a saber: fijado
con formol (F), fijado con formol y deshidratado con alcohol (FC) y muestras frescas
(V), Figura 8.8.

El ultimo juego de muestras fue almacenado a -10 °C (en lugar de los -20 °C reco-
mendados) sin embargo, debido a que los ensayos se vieron demorados por problemas
técnicos, tales muestras no fueron analizadas ya que la degradacién enzimética no
se arresta suficientemente a esa temperatura, alterando las propiedades mecanicas.

Tres muestras de cada direccién se mantuvieron en formol durante dos sema-
nas mientras que otras tres se mantuvieron en formol 10 dias. Las ultimas fueron
sometidas a un proceso de deshidratado en soluciones de agua-etanol. A modo de
ejemplo, se muestran tres de ellas en la Figura 8.9.

Las seis muestras se colocaron en recipientes de vidrio donde fueron incluidas
en metacrilato de metilo (Prothoplast, Subiton Labs.), Figura 8.10. Las muestras se
mantuvieron en un horno eléctrico a 32°C durante 4 dias.

Los recipientes vitreos fueron retirados y se realizaron cortes de las muestras
incluidas con una hoja diamantada a baja velocidad. Para los ensayos de indentacién
instrumentada se utilizaron lajas de 4 mm de espesor a partir de las cuales se
prepararon las probetas para indentacién. Para ello una de las caras de cada laja
fue desbastada con papel abrasivo con tamanos de granos cada vez méas finos (desde
600 hasta 2000) y finalmente pulidas con alamina de 0,3 y 0,05 ym en un pano de
pulir (Metcloth, Buehler). Las probetas fueron lavadas en agua destilada entre cada
pulido con el objeto de remover particulas adheridas.

Ensayos mecdnicos de (micro) indentacion instrumentada
Los ensayos de indentacién instrumentada se realizaron 52 dias después del inicio del
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Figura 8.8: Detalles de los juegos de
muestras seccionados:

(a) Muestra M1 con eje longitudinal en
la direccién ventral-dorsal,

(b) Muestra M2 con eje longitudinal en
la direcciéon lateral-medial,

(c) Muestra M3 con eje longitudinal en la
direccion cranio-caudal.

Figura 8.9: Deshidratado de muestras (etanol 100 %).

fijado en formol debido a problemas que afectaron la disponibilidad del equipo em-
pleado, Tribolndenter 900 equipado con un MultiRange NanoProbe® (Hysitron).
Todos los ensayos fueron realizados a una temperatura de 23°C empleando un in-
dentador Vickers. Las muestras fueron montadas sobre pletinas metalicas utilizando
una delgada capa de cianoacrilato y luego fueron aseguradas con un dispositivo



146 Capitulo 8. Determinacion del médulo E del tejido trabecular

Figura 8.10: Probetas incluidas antes de ser colocadas en un horno a 32° C.

adecuado a la bandeja de ensayos del equipo.

Se utiliz6 una funcion de carga trapezoidal con una velocidad de carga de 0,2 N/s,
un tiempo de mantenimiento de 45 s a una carga maxima de 1,5 N y, una velocidad
de descarga de 0,1 N/s. A efectos de minimizar la influencia de la resina de soporte,
las indentaciones fueron efectuadas en las intersecciones de las trabéculas.

La dureza y el modulo de elasticidad fueron computados post-procesando los
datos adquiridos durante el ciclo de carga descrito. Para ello se emple6 el método de
Oliver y Pharr (1992) en el que se ajusta la curva de descarga mediante la ec. (8.1).
En este estudio el ajuste se efectud empleando porciones de la curva de descarga entre
el 20-95 %, 25-90 %, 40-90 % y 100 % de la carga méaxima P4, utilizando el método
de ajuste por minimos cuadrados. La rigidez de contacto S se determiné mediante
la ec. (8.2) mientras que la profundidad de contacto fue estimada usando la ec. (8.4)
considerando un valor de € =0,75. La dureza y el médulo reducido se computaron
mediante las relaciones (8.5) y (8.6). Finalmente el mddulo de elasticidad del tejido
trabecular se determiné usando la ec. (8.7)

E=(1-1% (1—1_’“’2)_1 (8.7)

Er E’L

8.6.2. Resultados

En cada probeta se realizaron entre 8 y 9 indentaciones sobre el tejido trabecular.
Las curvas de carga en funcién del desplazamiento que presentaron problemas de
contacto, fracturas u otros eventos que alteran la suavidad de las curvas fueron
desechadas. En ningtn caso se observaron efectos de adhesién entre la punta ni la
formacién de una nariz en la curva de descarga pero, se detecté creep. La velocidad de
creep promedio fue de de 31,13 nm/s mientras que la profundidad méaxima promedio
fue de 14153,66 nm. El valor de la profundidad méxima (promedio) alcanzado en las
muestras inicamente fijadas fue un 2 % mayor que el hallado en las muestras fijadas
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y deshidratadas, en cambio, la velocidad de creep fue un 1% menor. En la Figura
8.11 se muestran una curva de carga en funcién del desplazamiento y una impronta
tipicas.
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1400000 | —"iuste
R de Cortacto 5
1200000 £ bortare Impronta
Z 1000000 -
. Tejido
% 800000 -
© 600000 -
400000
200000
0 T T 1 =
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Desplazamiento [nm] 1

Figura 8.11: (a) Curva de Carga en funcion del desplazamiento, (b) detalle de una
impronta.

En la Tabla 8.1 se muestran los parametros de ajuste B, hy y m determinados
mediante minimos cuadrados utilizando distintos rangos de la curva de descarga en
la probeta fijada ensayada en la direccion cranio-caudal (M3 F). Esta probeta fue
seleccionada puesto que posee el mayor nimero de indentaciones validas.

Muestra  Rango E, Parametro de ajuste
de carga [GPal (valor medio y desviacién estandar)
| %- %] B By m
M3F 100 9,7189 0,18020 9377,30536  1,93520
(1,436) (0,1479) (402,7405) (0,0966)
40-90 9,7231 0,17656 9376,51637  1,93828
(1,440) (0,1482) (402,2213) (0,0972)
15-100 9,7331 0,17415 9374,81866  1,93894
(1,433) (0,1439) (401,4926) (0,0958)
15-95 9,7118 0,17833 9374,81865  1,93626
(1,435) (0,1478) (401,4926) (0,0962)
20-100 9.,7361 0,17368 9374,81866  1,93953
(1,433) (0,1441) (401,4926) (0,0961)
20-95 9,7142 0,18327 9377,49995  1,93579
(1,436) (0,1589) (405,1381) (0,0989)

Tabla 8.1: Parametros de ajuste hallados considerando distintos rangos de descarga.

Notese que el valor de m es cercano a 2 por cuanto € resulta cercano a 0,72
en lugar del valor convencional (0,75). Sin embargo, para los ensayos realizados,
la diferencia en el moédulo de elasticidad computado seria del orden del 0,7 % por
cuanto los ensayos se realizaron empleando el valor de € convencional reportado en
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la literatura.

En la Tabla 8.2 se reporta el médulo reducido de los ensayos realizados en cada
una de las direcciones y con ambos métodos de preparacién. El médulo reducido
se reporta como valor medio junto a su desviacién estandar y los valores minimo y
maximo del moédulo para cada direccion. Para este anélisis se emplearon los valores
del ajuste mediante tres parametros obtenido a partir del analisis del 100 % de la
curva de descarga y considerando vpyeso igual a 0,3. En la Figura 8.12 se muestran
los valores promedio del médulo de elasticidad y los valores minimos y méaximos
correspondientes a cada direccién y muestra

Tipo de E.

Preparacién Direccién  Val. Medio Desv. Est.  Min. Max.

Fijado 1 8,068 1,499 6,049 10,133
2 8,151 1,282 6,075 9,718
3 9,719 1,436 7,070 11,404

Fijado y 1 9,437 1,486 6,697 11,392

deshidratado 2 9,930 2,454 6,733 13,904
3 10,233 0,994 8,663 11,722

Tabla 8.2: Mdédulo reducido F, en funcién de la direcciéon y el tipo de preparacion
de las probetas.
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Figura 8.12: Médulos de elasticidad reducidos en las tres direcciones consideradas:
1 ventral-dorsal, 2 lateral-medial y 3 cranio-caudal. Las barras indican valores méa-
ximos y minimos.

Se determinoé el parametro de Bolshakov (hf/hmqz) para cada una de las inden-
taciones realizadas. Se observo que en la muestra fijada y ensayada en la direccion
1 (ventral-dorsal), dos de los valores més altos del modulo reducido, E,, correspon-
den a valores a valores de Bolshakov mayores que 0,7 por cuanto es posible que
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el E, resulte sobreestimado. Omitiendo tales ensayos el valor medio del E, en esa
direccion resulta igual 7,038 GPa con una desviacion estandar de 0,883 GPa. Algo
similar ocurri6é en la direccién cranio-caudal, el F, y su correspondiente desviacién
estandar fueron 9,285 GPa y 0,154 GPa.

La tasa de pardmetros de Bolshakov mayores que 0,7 en muestras fijadas y
deshidratadas fue notablemente més elevada que en aquellas que solamente fueron
fijadas. En particular en la direccion 1 (ventral-dorsal) 5 de 9 indentaciones validas
poseen un Bolshakov mayor a 0,7. Omitiendo estos resultados, el valor medio del
FE, y su correspondiente desviacion estandar son 8,220 GPa y 0,156 GPa. En la
direccion dos (lateral-medial), los cinco ensayos realizados tienen un Bolshakov muy
cercano a 0,7, dos de ellos en 0,699 y dos superan 0,7. Omitiendo estos dos ultimos
valores, el mdédulo reducido y su desviacion estandar son 8,762 GPa y 1,802 GPa.
En las deméas muestras analizadas el pardmetro de Bolshakov siempre fue menor a
0,7. Pese a esto, en dos de las muestras fijadas y deshidratadas un Bolshakov mayor
a 0,7 no se correspondié con los valores méas altos del FE;.

En la Tabla 8.3 se reporta la variacién del moédulo de elasticidad del tejido de

las muestras fijadas en formol ensayadas en la direccién anterior-posterior (M3F)
considerando valores del coeficiente de Poisson del hueso crecientes.

Tipo de Coeficiente de Moaodulo de elasticidad E
Preparacién y direccién Poisson [GPal
Fijado en direccion 0,2 9,412
Anterior-Posterior 0,3 8,922
0,4 8,235

Tabla 8.3: Médulo de elasticidad del tejido en funcién del coeficiente de Poisson.

Los moédulos de elasticidad E y las durezas H computadas para cada una de
las muestras se reportan en la Tabla 8.4. Los valores del médulo de elasticidad
se determinaron considerando Vpyueso=0,3 vy empleando el 100 % de las curvas de
descarga.

Tipo de Moédulo de Elasticidad y Dureza (V.Medio y D. Est.)
Preparacion Direcciéon E |GPa] H |GPa]
Fijado 1 7,395 (1,384) 0,3690 (0,018)
2 7,471 (1,183) 0,3884 (0,035)
3 8,921 (1,328) 0,4181 (0,036)
Fijado y 1 8,661 (1,374) 0,3821 (0,029)
deshidratado 2 9,120 (2,274) 0,3835 (0,058)
3 9,397 (0,920) 0,4595 (0,026)

Tabla 8.4: Médulos de elasticidad y dureza de las probetas analizadas.
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8.6.3. Discusion

Las probetas fijadas y deshidratadas resultaron mas rigidas y duras que aquellas
que tnicamente fueron fijadas. El médulo de elasticidad en la direccién ventral-dorsal
de la muestra fijada y deshidratada es un 14,6 % mas alto que el de las muestra fijada
ensayada en la misma direcciéon, en la direccion lateral-medial la diferencia es del
18,07 % y de tan s6lo un 5 % en la direccion cranio-caudal. La dureza de las muestras
fijadas y deshidratadas de las probetas ensayadas en la direccién ventral-dorsal y
cranio-caudal es un 3,43 y 9,01 % mayor al de las probetas fijadas, sin embargo en
la direccion lateral-medial la dureza es un 1,26 % menor. Notese, que estos tltimos
valores estan afectados por la mayor dispersion de los resultados computados en la
direccion lateral-medial de la muestra fijada y deshidratada (Tabla 8.4). En promedio
el modulo de elasticidad de las muestras fijadas y deshidratadas es un 12,5 % mayor
que el de las muestras Gnicamente fijadas, mientras que la dureza es un 4 % mayor.
Los resultados en términos de la dureza son comparables con los que se deducen de
los datos de Weaver (1966) (6,79 %) para hueso cortical.

Los moédulos de elasticidad determinados en las direcciones ventral-dorsal y
lateral-medial son similares en las muestras fijadas (F) y en aquellas fijadas y deshi-
dratadas (FC), los rangos de dispersion se solapan. El modulo de elasticidad compu-
tado en la direccién 3 o cranio-caudal es mayor que para las otras dos. Esto permite
suponer que a nivel macroscopico el hueso presentard caracteristicas de isotropia
transversal debido al comportamiento de la fase tejido. En promedio, la mayor dife-
rencia entre los valores medios reportados para cada direccién es inferior al 12,5 %,
puesto que ademés las bandas de dispersiéon se solapan resulta adecuado usar el
valor promedio de los médulos de elasticidad hallados para cada direccién como
E del tejido. Estos son 7,93 y 9,06 GPa para las muestras fijadas (F) y fijadas y
deshidratadas (FC) respectivamente.

Para la determinacién del modulo de elasticidad se consider6é que el coeficiente
de Poisson del tejido es igual a 0,3. La influencia de esta variable sobre los valores
obtenidos en los ensayos efectuados en la direccién cranio-caudal sobre la probeta
fijada fue analizada. El modulo se incrementa en un 5,21 % respecto del valor repor-
tado cuando vpyeso €s igual a 0,2 y disminuye un 8,33 % cuando se considera igual
a 0,4. Estas diferencias son menores a la dispersién de los resultados por cuanto
se considera que el valor adoptado es adecuado para el andlisis. Rho et al. (1997)
reporté diferencias similares para identicos valores del coeficiente de Poisson”.

Los valores reportados dependen también del médulo reducido determinado me-
diante indentacién que, a su vez, depende del rango de carga empleado en el ajuste
de la curva de descarga. Se determiné la influencia del rango de la descarga emplea-
do sobre el médulo reducido y sobre los pardmetros de ajuste. Los valores promedio
de los pardmetros B, hy y m fueron 0,17770, 9375,96 y 1,93733 mientras que sus
respectivas desviaciones estandar son 0,0034, 1,18 y 0,0017 GPa. El valor del mé-
dulo reducido promedio fue de 9,72285 GPa y su desviacidon estandar de tan solo

"Notese que rigurosamente la variacion del v deberia considerarse también para determinar la
constante geométrica 3, Oliver y Pharr (2004).
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0,0091 GPa. Pese a la escasa diferencia, el ajuste respecto de la curva de descar-
ga experimental se degrada cuando se usan porciones pequefas de la descarga. En
particular cuando se empled el rango de descarga que va desde los 40 al 90 % de
Prae se observaron porciones de curva no ajustadas. En general las diferencias se
vuelven evidentes en el talon de la descarga. A los efectos practicos, resulta mas
conveniente contar con valores iniciales de B, hy y m que preocuparse por el rango
de la descarga seleccionado, al menos para las muestras evaluadas. Los valores de h
que permitieron una rapida convergencia fueron aproximadamente 100 nm menores
que los hallados experimentalmente.

Resulta interesante observar que los parametros B y m difieren notablemente
de los valores reportados por Oliver y Pharr (1992;2004) para distintos materiales.
Oliver y Pharr obtuvieron valores de m entre 1,2 y 1,6 por cuanto consideran que,
en nanoindentacién instrumentada, la geometria del indentador Berkovich se parece
maés a un paraboloide de revolucion (m=1,5) que a un cono (m=2). En este estu-
dio, se realizaron microindentaciones instrumentadas empleando una punta Vickers
sobre tejido trabecular obteniéndose valores mas cercanos a m=2, sin embargo no
se analizaron las variables que afectan este resultado.

Uno de los errores méas importantes que se producen al determinar el moédulo
de elasticidad de un material mediante técnicas de indentacién instrumentada esté
asociado al apilamiento del material alrededor del indentador. Cuando se produce el
apilamiento el modulo resulta sobrestimado. Bolshakov propuso el uso de la relaciéon
ht/hmae para el andlisis de la influencia del apilamiento. En su estudio concluyé que
cuando esta relacién o parametro es menor que 0,7 practicamente no hay apilamiento
sin importar cudl sea el comportamiento del material analizado por cuanto los valores
estimados mediante el procedimiento de Oliver y Pharr clasico poseen un error
bajo. Cuando el pardmetro es mayor a 0,7 la precisién de la estimacién depende
fuertemente del comportamiento del material, en particular su endurecimiento o
no. Si bien este parametro fue concebido para el estudio de materiales homogéneos,
por cuanto se desconoce la influencia de las caracteristicas heterogéneas del tejido
trabecular sobre éste y, no se sabe si el tejido preparado mediante alguno de los
métodos descritos endurece o no, en este estudio se determind el pardmetro de
Bolshakov para cada uno de los ensayos realizados.

Los moédulos determinados considerando aquellos ensayos en los cuales el pa-
rametro de Bolshakov es mayor a 0,7 son, en general, los de mayor valor. Esta
observacion parece estar de acuerdo con las observaciones de Oliver y Pharr (2004)
y Pharr (1998) pero, los modulos méas altos no siempre fueron aquellos en los cuales
h¢/hmae resultoé superior a 0,7. En particular, el nimero de ensayos en los cuales
h¢/hmae mayor a 0,7 en probetas de muestras fijadas y deshidratadas permite inferir
que omitir estos resultados favoreceria alguna caracteristica del compuesto (tejido y
PMMA) por sobre otra. La evaluacion del material preparado de esta forma merece
ser investigada pero excede el alcance de este trabajo.

Si se excluyen del anélisis aquellos ensayos en los cuales la relaciéon hy /hmaz
mayor a (0,7 tanto los médulos reducidos como los de elasticidad de la muestra
fijada vy ensayada en la direccién cranio-caudal como los de la muestra fijada y
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deshidratada serfan menores pero los rangos seguirian solapandose por cuando las
tendencias reportadas previamente no se modifican.

8.6.4. Conclusiones

Se efectuaron ensayos de microindentacién instrumentada de una muestra de
tejido 6seo trabecular proveniente de una cabeza femoral bovina con el objeto de
estudiar la influencia del infiltrado en resina (PMMA) y la fijacién con formol sobre
las propiedades mecénicas determinadas en tres direcciones ortogonales. Debido a
la disponibilidad del equipo de indentacién, no fue posible realizar un anélisis com-
parativo entre las propiedades halladas en probetas preparadas con esos métodos y
tejido fresco.

No se observaron efectos de adhesion entre la punta y las probetas, ni la forma-
cién de una nariz en la curva de descarga con el procedimiento empleado. Si bien
no se observaron fisuras a moderados aumentos (100x), algunas curvas de carga
presentaron “defectos” que hacen suponer la existencia de problemas de contacto
o fracturas. Tales curvas fueron excluidas del andlisis para la determinacién del
moédulo de elasticidad del tejido.

Se determiné que las probetas fijadas y deshidratadas poseen un médulo de elas-
ticidad un 12,5 % mayor que aquellas que fueron solamente fijadas. Las diferencias
en el moédulo entre las muestras preparadas con uno u otro procedimiento son me-
nores en la direccién cranio-caudal. La dureza mostré una tendencia similar pero,
resultoé so6lo un 4 % mayor en las muestras fijadas y deshidratadas.

Los modulos de elasticidad determinados permiten inferir una especie de iso-
tropfa transversal debida al tejido a nivel macroscépico. Esto es particularmente
evidente en las probetas fijadas. Las probetas fijadas y deshidratadas permanecie-
ron en formol durante menos tiempo y las diferencias entre los médulos determinados
en cada direccién no son tan acentuadas. De todos modos, es necesario indicar que
las direcciones anatémicas empleadas en los ensayos no necesariamente coinciden
con las direcciones principales de anisotropia de la estructura trabecular.

Las bandas de dispersién de los ensayos en las tres direcciones consideradas
para un mismo tipo de preparaciéon se solapan, por cuanto el error en considerar un
modulo de elasticidad isotropico igual al promedio de las tres direcciones es del 11 %
en las muestras fijadas e inferior al 4 % en muestras fijadas y deshidratadas.

Se analizé la sensibilidad del médulo de elasticidad con el coeficiente de Poisson
del tejido (Vejido) en una de las probetas. Se determiné que, para valores Viejido
entre 0,2 y 0,4, el médulo de elasticidad varia entre +5,21 % y -8,33 % respecto del
valor medio (ytejido =0,3). Se concluye que éste valor es adecuado para estimar el
moédulo de elasticidad del tejido con un error acotado e inferior a la dispersién de
las mediciones efectuadas.

En las muestras analizadas, y para los rangos de descarga considerados, no se
encontré una diferencia significativa entre los médulos determinados ajustando la
curva de descarga, ain cuando se observaron algunas diferencias en el talén de
descarga.
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Los valores del parametro de ajuste m determinados fueron cercanos a 2, por
cuanto la geometria del indentador Vickers se asemeja mas a un cono que a un
paraboloide de revolucién como ocurre con el indentador Berkovich.

Pese a que generalmente en los ensayos cuyo pardametro de Bolshakov (h¢/hmaz)
fue mayor a 0,7 se obtuvieron médulos de elasticidad elevados, por cuanto se presu-
me la existencia de apilamientos, existieron excepciones. Se desconoce el origen de
tales discrepancias pero, se espera que un entendimiento de los caracteristicas hete-
rogéneas del tejido trabecular y un andlisis exhaustivo de la evolucién de las curvas
de carga pueda brindar mayores detalles acerca de este fenémeno y determinar la
validez o no del pardmetro de Bolshakov en la indentacién instrumentada del hueso.

Por otro lado, en las muestras fijadas y deshidratadas se obtuvieron valores del
parametro de Bolshakov elevados. Debido a lo indicado en el parrafo anterior, seria
aventurado excluir de las mediciones aquellas cuya relacion hy/hmq, sea mayor que
0,7. Al hacerlo se pueden favorecer resultados que no reflejan todos los comporta-
mientos que el tejido puede tener aunque también es cierto que su andlisis provoca la
sobreestimaciéon de los médulos. La exclusion de los ensayos indicados provoca que
los moédulos reducidos de las muestras preparadas mediante ambos procedimientos
sean menores pero no afectan las conclusiones generales del trabajo.

La evaluacién de los temas indicados en los dos tltimos pérrafos merece ser
estudiada y analizada pero excede el alcance de este trabajo.

8.7. Conclusiones

Se realiz6 una revision bibliografica de los procedimientos de indentacion de
huesos con el objeto de determinar el modulo de elasticidad del tejido 6seo. A partir
de un analisis critico de la informacion se determiné que los ensayos instrumentados
de indentacién en la escala submicroestructural son adecuados para hallar el médulo
de elasticidad del tejido 6seo trabecular.

Ademsés se selecciond al indentador Vickers, usualmente conocido en metalogra-
fia como microindentador Vickers, para esta tarea y se present6 una descripcién
breve de la teoria de indentacién instrumentada. También se redactaron protocolos
y procedimientos de conservacién, preparaciéon y ensayo de las muestras de tejido
trabecular.

A partir de la revision bibliografica y considerando el método de indentacion
seleccionado, se identificaron aspectos de dificil evaluacién por cuanto se disen6 un
experimento para evaluar tales aspectos a saber: influencia de la resina y del fijado
sobre las propiedades del tejido. Otros aspectos relacionados al método, o més bien al
procedimiento de procesamiento de los datos de los ensayos instrumentados, fueron
analizados también. Se prest6 particular atencién a los estandares de facto del rango
de ajuste de la curva de descarga (usualmente 95-20 %), que no resulta vélido para
algunos polimeros, y el v del tejido.

Se observd una mayor dureza y rigidez de las muestras fijadas y deshidratadas
respecto de las muestras inicamente fijadas. Se detectaron algunas diferencias entre
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los modulos de elasticidad en las tres direcciones ortogonales evaluadas. Sin embargo,
resulta adecuado emplear un médulo de elasticidad isotrépico igual al promedio en
las tres direcciones para caracterizar la respuesta mecénica del tejido trabecular.
En cuanto al coeficiente de Poisson, se determind que un valor igual a 0,3 resulta
adecuado para el estudio.

En funcion de los resultados obtenidos, y en ausencia de resultados sobre hueso
fresco, en el resto del trabajo se utilizard un moédulo de elasticidad del tejido tra-
becular bovino igual a 7,93 GPa, es decir el valor promedio hallado en las muestras
fijadas.

Es posible que el tejido trabecular presente apilamientos, pese a lo indicado por
algunos autores. Esto fue analizado a partir de la relaciéon reportada por Bolshakov
vy mereceria un estudio detallado ya que la determinaciéon de las propiedades del
tejido es fundamental para los propositos de este trabajo.

Por otro lado, en funcién de los valores determinados para el pardmetro m, se
determiné que el indentador Vickers se asemeja mas a un cono que a un paraboloide
de revoluciéon a diferencia del indentador Berkovich.

En cuanto al método, el rango de la descarga empleado tiene poca influencia
sobre el médulo de elasticidad determinado si se asegura que la mayor porcién de
curva empleada para el ajuste de la curva de descarga incluye a la porcién superior
de la curva experimental.



CAPITULO 9

Caso de estudio: determinacion de
las propiedades aparentes de una
muestra de hueso trabecular

En este capitulo se aplican los procedimientos y protocolos desarrollados, imple-
mentados, y descritos en los capitulos anteriores a una muestra de hueso trabecular
proveniente de una cabeza femoral bovina.

9.1. Materiales y métodos

Se obtuvo una muestra de una cabeza femoral bovina de un mercado local in-
mediatamente después de su desposte. La muestra fue seccionada hasta tener un
prisma de 20x24x23 mm. El prisma fue seccionado usando una méaquina de cor-
te lento y se confeccionaron dos juegos de probetas. Un juego fue empleado para
determinar el médulo de elasticidad del tejido trabecular mediante ensayos de inden-
tacién instrumentada siguiendo los procedimientos descritos en el Cap. 8, mientras
que otro fue enviado al instituto de instrumentaciéon agropecuaria Embrapa, en Sao
Carlos (Brasil) para ser escaneado en un microtomografo SkySkan 1072 (SkyScan
Inc., Belgica).

Las imagenes en formato .bmp fueron postprocesadas para construir modelos de
elementos finitos de la muestra siguiendo los procedimientos descritos en el Cap. 4.
Para la construccion de los modelos se emplearon 695 imégenes con un tamano de
pixel de 5,96 um. En la Figura 9.1 se muestra un detalle de la muestra enviada y
una de las imégenes microtomograficas empleadas para construir los modelos.

Se construyeron modelos de elementos finitos usando un paso igual a 8 y 10
pixeles, es decir, elementos de 47,68 y 59,60 um respectivamente. Para cada paso,
se construyeron modelos en los cuales se favorecio la deteccion de una u otra fase
durante la asignacién de propiedades a los elementos. Se hallé el valor de la fraccién
volumeétrica de tejido (FV) en cada modelo, las FV fueron comparadas con el valor
de referencia (FVR) a efectos de computar el error de discretizacién geométrico
(ED). El parametro IG fue computado empleando el numero de elementos de la fase
tejido (o hueso) en los modelos con idéntico tamaiio de paso. Las dimensiones de
los modelos resultantes fueron 4,11x4,11x4,11 mm. En la Figura 9.2 se muestra la
geometria de los modelos discretizados.

Los tensores de elasticidad aparentes fueron computados usando el método de
homogenizacién asintética. Los problemas de valor de contorno se resolvieron em-
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Figura 9.2: Modelos de elementos finitos de la muestra reconstruida usando:
(a) paso igual a 8, (b) paso igual a 10.

pleando las propiedades de la Tabla 9.1, donde se reporta el valor del médulo de
elasticidad del tejido hallado mediante ensayos de indentacién instrumentada.

Propiedad Tejido o hueso Espacio hueco
Médulo de Young 7930 MPa 10~° MPa
Coeficiente de Poisson 0,3 0

Tabla 9.1: Propiedades de los materiales empleados
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9.2. Resultados

Se computo6 el valor de la fraccion volumétrica de tejido 6seo de referencia (FVR)
de la porcién de las imagenes empleada para la construccién de los modelos de
elementos finitos a partir de las imégenes binarizadas. El valor resultante fue igual
a 0,391. En la Tabla 9.2 se resumen los datos de los modelos construidos usando
elementos hexaédricos lineales.

Paso Tipo Elem. Nro. Nro. Elem. Nro. Total FV ED 1G
y Fase Nodos Hueso Elementos [ %] [ %]

10 Hexaedros/hueco 343000 120652 328509 0,3673 -6,47
Hexaedros/hueso 343000 136929 328509 04168 6,19 11,89

08  Hexaedros/hueco 658503 236366 636056 0,3716 -5,23
Hexaedros/hueso 658503 261356 636056 0,4109 4,84 9,56

Tabla 9.2: Resumen de los datos de los modelos de elementos finitos construidos.

Puesto que el ED resulta menor cuando se favorece la deteccion de la fase tejido
(hueso), solo esos modelos fueron empleados para computar el tensor de elasticidad
aparente mediante el método de homogenizacion asintotica. Para la resolucién de los
problemas de valor de contorno se usaron elementos lineales de integracién reducida.

El tensor de elasticidad aparente C?jkl calculado en el modelo construido con un
paso igual a 8 se reporta en notacién de Voigt

[ 967,478 354,595 348,196 —66,096 —2,285 —130,779]
355,091 919,102 354,273 —70,088 —26,291 1,831
0 _ 349,652  3b4,227 1159,087 —9,337 —8,471 —138,242 (MPa]
*J Paso=8 —65,855 —70,119 —9,418 307,857 —45,653 —8§,897 ’
—-2,635 —26,362 —8,711 —45,711 359,552 —19,940
| —132,427 1,882 138,242 8,998 —20,211 366,410 |
el tensor hallado para el modelo con paso igual a 10 es
[ 881,832 324,054 312,445 —58,865 —2,091 —123,102]
324,591 842,001 322,494 —61,981 —21,784 4,353
0 _ | 313, 704 322,427 1064,205 —6,517 —4,931 —127,809 (MPal.
¥ Paso=10 —58,656 —62,021 —6,586 277,849 —42,267 —8,134
—-2,150 —21,854 —5,103 —42,299 329,804 —16,558
| —124,819 4,445 127,809 8,234 16,792 332,754 |

En la Figura 9.3 se grafican los valores hallados para las componentes de la
diagonal principal y sobre esta. El bajo ED e IG de los modelos de elementos finitos
reconstruidos, junto a los resultados reportados en el Cap. 7, permiten emplear un
ajuste lineal y computar el tensor de elasticidad de un elemento de tamano nulo
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[1484,115 540,096 556,464 —107,642 —3,466 —182,937]
540,096  1390,589 545,338 —116,135 —50,206 —9,350
0 _ | 556,464 545,338 1743,030 23,358 —25,636 —203,888 MPa
Wpaso=0 — | -107,642 —116,135 —23,359 484,737 —67,061 —13,537 ‘
—3,466  —50,206 —25,636 —67,061 542,126 —37,914
| -182,937  —9,350 203,888 13,537 —37,914 567,598 |

9.3. Discusién y conclusiones

En este capitulo se presenté la aplicaciéon de los procedimientos y protocolos estu-
diados e implementados en capitulos precedentes de este trabajo a la solucién de un
caso de de estudio. De este modo, se determindé el tensor de elasticidad del material
homogéneo aparente C?jkl de una muestra de hueso trabecular bovino. Para ello se
construyeron modelos de elementos finitos a partir de imagenes microtomograficas
(Cap. 4), se determinaron las propiedades mecénicas del tejido mediante ensayos
de indentacion instrumentada (Cap. 8) y se aplico el método de homogenizacion
asintotica (Cap. 6 y 7).






CAPITULO 10

Conclusiones y trabajo futuro

En este trabajo se presentaron métodos para la determinacién de las propiedades
mecénicas aparentes de muestras de hueso trabecular. Estos métodos estan basados
en principios fisicos y matematicos rigurosos tales como la mecanica de medios
continuos y los métodos de homogenizacién en el contexto de los materiales lineales
y elasticos. Tales métodos, presentan la ventaja de aprovechar las caracteristicas
heterogéneas y jerarquicas del hueso trabecular.

El hueso trabecular se model6 como un material heterogéneo compuesto por
dos fases, la fase tejido trabecular, responsable de soportar cargas, y el espacio
hueco intertrabecular. La evidencia experimental permitié considerar a la fase tejido
como un material lineal, elastico e isotropico en el rango fisiologico. A los efectos
practicos, la fase espacio intertrabecular fue modelada también como un material
lineal, elastico e isotrépico compresible de muy bajo médulo de elasticidad.

Se efectud una revision bibliografica de los métodos de homogenizacion ade-
cuados para el estudio mecanico del hueso trabecular. Considerando el empleo de
reconstrucciones de geometrias dseas a partir de imagenes médicas, se seleccion6 a
los métodos de homogenizacién directo y asintético como los mas adecuados para
estos propositos.

Puesto que en este trabajo se empleé la teorfa de medios continuos, y dada la
naturaleza heterogénea (y variable con la posicion en el seno de una pieza Osea)
del hueso trabecular, se debilité el concepto de elemento de volumen representativo
(RVE) convencional. De este modo, las muestras de hueso trabecular aptas para ser
evaluadas mediante los procedimientos descritos son aquellas en las cuales la teoria
de medios continuos es valida. En ese sentido, quizés resulta mas adecuado referirse
a las porciones de hueso trabecular como muestras en lugar de elementos de volumen
representativo.

Se desarroll6 e implemento un procedimiento novedoso para la construccién de
modelos de elementos finitos discretizados usando elementos hexaédricos a partir
de imégenes microtomograficas. Se detectaron las principales fuentes de error en
la representacién de la geometria trabecular: los errores de segmentaciéon y de dis-
cretizacion. El error de discretizacion fue significativamente reducido mediante un
algoritmo de asignacién de propiedades a los elementos finitos que identifica cudl es
la fase dominante en el dominio del elemento. Este algoritmo puede ajustarse para
priorizar la deteccién de una u otra fase.

Se determiné que el estdndar de facto para caracterizar los errores de discretiza-
cién geométrica, la fraccion volumétrica de tejido, es inadecuado para estos propé-
sitos debido a su poca sensibilidad a las alteraciones en el tamanio de los elementos.
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Por este motivo, se propuso un nuevo indice, I1G, para cuantificar la calidad de la
representaciéon geométrica. Se obtuvieron buenos resultados cuando el IG fue inferior
a 10.

Se adaptaron los procedimientos existentes para el ensayo de muestras de teji-
do éseo en la escala nano a la escala micrométrica usando ensayos de indentaciéon
instrumentada. Estos ensayos se utilizaron con el objeto de determinar el moédulo
de elasticidad del tejido trabecular. A tales efectos se desarrollaron procedimien-
tos y protocolos para la conservacion, preparaciéon y ensayo de probetas de tejido
trabecular.

Los procedimientos de homogenizacién desarrollados e implementados fueron ve-
rificados y validados experimentalmente siguiendo los lineamientos de ASME. Pos-
teriormente, los procedimientos de homogenizacién se aplicaron a muestras de hueso
trabecular y se analizaron comparativamente. Del anélisis de los resultados obteni-
dos se determiné que:

1. Cuando la geometria no es cerrada en su contorno, entiéndase fase hueco sobre
el perimetro, las propiedades aparentes de la muestra resultan fuertemente
subestimadas cuando se usa el método de homogenizacién directo considerando
tracciones uniformes. Por lo tanto, para el estudio de la geometria trabecular
so6lo debe emplearse el método directo considerando desplazamientos lineales
en el contorno.

2. Las mallas de elementos finitos no estructuradas provocan una asimetria de
la matriz constitutiva o del tensor de constantes elasticas aparente. Esto no
representa un problema cuando se utiliza el método desarrollado para la cons-
truccion de los modelos de elementos finitos, ya que las mallas generadas son
estructuradas.

3. El empleo de modelos en tres dimensiones es mandatorio para el estudio del
comportamiento mecanico del hueso trabecular.

4. Cuando la fraccién volumeétrica de tejido es baja, el tamano de los elementos
debe ser debidamente considerado para obtener una representacién microes-
tructural adecuada. Del mismo modo, el tamano de los pixeles empleados
durante la adquisicién de las imagenes de la geometria trabecular debe ser
bastante menor que el espesor trabecular. En este trabajo, se observé que
cuando la fraccion volumétrica de tejido es del orden de 0,177 y el espesor
trabecular de aproximadamente 100 pym, un tamano de pixel de 20 pum resulta
inadecuado.

5. Se concluyéd que el esfuerzo computacional asociado al empleo de elementos
de segundo orden es excesivo cuando se tiene una adecuada representacién
geométrica (error de discretizacion e IG bajos). Un uso més adecuado de las
capacidades de computo disponibles es usar un paso mas pequeno y tener una
mejor representacion de la geometria trabecular.
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6. Atn cuando la representaciéon de la geometria trabecular no sea demasiado
buena, las componentes de los tensores de elasticidad computados mediante los
métodos de homogenizacion directo y asintético pueden ajustarse linealmente
para obtener el tensor de elasticidad aparente considerando un elemento de
tamano nulo.

7. El método de homogenizacion asintdtica predice un comportamiento aparente
de la muestra de hueso trabecular que esté acotado por las predicciones del mé-
todo directo. Esto esta de acuerdo con sus cotas energéticas. Ademés el método
de homogenizacién asintética es menos sensible a los cambios en el tamaiio de
los elementos. La condicién de periodicidad de los campos deformacion y ten-
sién impuesta en el método asintético evita que existan solapamientos de las
muestras en el seno del hueso completo, como ocurre con el método directo
en tracciones, y que se satisfaga la condicién de periodicidad del campo de
tensiones en caras opuestas de la muestra, situacién ajena al método de ho-
mogenizacién directo en desplazamientos. Por estos motivos se concluyé que
el método de homogenizaciéon asintoética resulta méas adecuado para el estudio
de comportamiento mecanico del hueso trabecular.

Durante el desarrollo de este trabajo se han detectado posibles direcciones para
el trabajo futuro, algunas de ellas estan estrechamente vinculadas al proyecto que
dio origen a este trabajo, otras estan relacionadas con temas abiertos acerca de la
caracterizacion mecénica del tejido y hueso trabecular, mientras que algunas de ellas
surgen como consecuencia de los resultados hallados en este trabajo.

Este trabajo se encuadra dentro del proyecto “desarrollo de una herramienta
computacional para el andlisis biomecdnico predictivo del comportamiento dseo que
incluya el proceso de adaptacion del tejido dseo”. En ese sentido, los procedimientos
desarrollados proveen de un marco para el estudio de distintas teorfas de remodelado
0seo a escala microscopica. Parte de este enfoque fue presentado en el Segundo Taller
de Organos Artificiales, Biomateriales e Ingenieria de Tejidos, este trabajo se adjunta
en el Apéndice G. Se espera que este enfoque brinde un marco para el estudio y el
entendimiento del proceso de adaptacién. La incorporacién de teorfas de remodelado
interno permitird no sélo un entendimiento mayor de los procesos de remodelado
sino que, en un marco multiescala, proveerd de una poderosa herramienta para el
disenio de protesis, implantes y fijaciones.

Por otro lado, los resultados de este trabajo pueden usarse para evaluar y disefiar
los scaffolds cominmente usados en ingenieria de tejidos. En este sentido, la incor-
poracién de métodos de optimizacién permitiria obtener scaffolds con propiedades
especificas, e incluso, analizar su evolucién y degradacion en el tiempo.

Los algoritmos desarrollados para la construccién de los modelos de elementos
finitos pueden ser mejorados. En su estado actual, las propiedades de un elemento se
asignan por comparacion de la fase dominante en seis tetraedros que componen un
elemento hexaédrico patrén. Se selecciond uno de los posibles arreglos de tetraedros
en forma arbitraria. Por esto, la aplicacion del algoritmo puede resultar en una ligera
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asimetria geométrica atn cuando se emplean muestras simétricas. Estos errores en
la representacion geométrica son trasladados a la etapa de computo.

Los ensayos de indentacion instrumentada fueron realizados empleando un inden-
tador Vickers. Este indentador resulté adecuado debido a la profundidad alcanzada
durante el ensayo pero, la dificultad de obtener una punta aguda lo hace inadecuado
para el estudio del hueso a baja carga y a escala del nanémetro. Es ésta la escala
métrica en la que deben analizarse las propiedades del tejido nuevo o que surge de la
adaptacion 6sea. Por este motivo, resulta necesario el estudio de las propiedades del
hueso empleando técnicas de nano-indentacién instrumentada, o utilizando alguna
técnica que permita la determinacién de las propiedades mecanicas en esta escala,
resulta necesario.

En este trabajo se determiné que los rangos de los médulos de elasticidad halla-
dos en trabéculas ensayadas en tres direcciones de una misma regién anatémica se
solapan, lo que justifica la hipotesis de isotropia del tejido trabecular. Sin embargo,
en las muestras ensayadas se obtuvieron valores medios distintos. Estos resultados
merecen un tratamiento detallado y podrian brindar nuevos datos acerca de cuél
es el arreglo de las fases que componen el tejido en una muestra de hueso trabecu-
lar. Esta informacion es de fundamental importancia ya que brindaria informaciéon
adicional acerca de la anisotropia trabecular. Esta informacién podria emplearse
en conjunto con modelos multiescala y de optimizaciéon para comprender cudl es la
funcién de costo real que provoca que el hueso se adapte en la forma que lo hace.
En la actualidad, no existe consenso sobre este tema.

La influencia del infiltrado en resina y de los efectos de la deshidratacién sobre
el médulo de elasticidad del tejido trabecular atin no es clara. Este tépico mereceria
un estudio comparativo con muestras de tejido frescas.

El comportamiento ante indentaciones del hueso trabecular merece ser estudiado.
En este trabajo se determiné que algunas muestras de tejido trabecular pueden
presentar apilamientos. No esté claro si esto fue una consecuencia del procedimiento
de preparacion de las probetas. La existencia de apilamientos fue analizada a partir
de la relacién reportada por Bolshakov y mereceria un estudio detallado ya que la
determinacion de las propiedades del tejido es fundamental para los propositos de
este trabajo.

En cuanto a las técnicas de indentacién, en este trabajo se determiné que el
indentador Vickers se comporta mas como un cono que como un paraboloide de
revolucién, por este motivo el pardmetro € debe ser ligeramente menor que el valor
estandar 0,75. Esta diferencia deberia ser considerada al efectuar comparaciones en-
tre los resultados de micro-indentacién instrumentada usando puntas Vickers y de
nano-indentacién y micro-indentacién usando puntas Berkovich, tipicamente consi-
deradas como un paraboloide de revolucién. El estudio de problemas de contacto
considerando las caracteristicas heterogéneas del hueso (e incluso otro material he-
terogéneo), en particular el anélisis de la zona plastica, constituye otra interesante
linea de trabajo que permitirfa extender o refutar algunas de las hipétesis usadas
en la practica.

Finalmente, se enfatiza que los métodos desarrollados e implementados en este
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trabajo no estan restringidos al estudio de las propiedades mecanicas de huesos,
sino que resultan de aplicacién general para materiales compuestos. En su estado
actual podrian emplearse para analizar la iniciacién del dano microscépico en com-
puestos reforzados. Ademas, estos métodos podrian extenderse para considerar otras
propiedades tales como las de difusién, piezoeléctricas, acusticas y térmicas.






Lista de Apéndices

Los apéndices de este trabajo se encuentran en el CD adjunto y se enumeran a
continuacion:

= Apéndice A: Programa BMPtoTIF.m. Convierte imagenes desde el formato
Jbmp a .tif.

= Apéndice B: Programa BONES_BUILDER_2010_7.m. Lee una serie de imégenes
tomograficas en formato .tif y genera un archivo en formato ASCII con las
coordenadas de una nube de puntos que forman parte de la estructura osea
comprendida en la ventana de trabajo.

= Apéndice C: Programas ESCRIBEINI_2010_5v2.m, MESH_GENERATOR_2010_5.m
y ESCRIBEINI_Hexa2010_6v3.m. Los programas ESCRIBEINI_Fecha_versidn
escriben un archivo .inp (malla huérfana) capaz de ser leido (importa-
do a) ABAQUS ya con las propiedades de las fases asignadas a los ele-
mentos. Para ello emplean la salida del codigo MeshSuite (Calvo, 2005)
y del MESH_GENERATOR__versidn#, que a su vez emplean las salidas de
BONES_BUILDER_fecha_versiém.

= Apéndice D: Ecuaciones para la imposiciéon de condiciones peridédicas a una
muestra (caras, aristas y esquinas) usando el método de los elementos finitos.

= Apéndice E: Programas Volumen3DHex_2010_06.m, MatrizM3D_2010_5.m,
MatrizC3D_2010_5.m. Estos programas deben ejecutarse en secuencia. El pri-
mero computa el volumen de los elementos de la red de elementos finitos, el
segundo computa los tensores de localizacién y el tercero el tensor de elastici-
dad que es reportado en notacién de Voigt.

= Apéndice F: Programa ApareadoV6.m Asigna las restricciones a los nodos de
la superficie de un modelo de elementos finitos para obtener condiciones pe-
riddicas en seis casos de carga (modelos en 3D).

s Apéndice G: Hacia el desarrollo de un marco para el estudio multiescala del
proceso de remodelado dseo: micromecdnica. Trabajo presentado en el segundo
Taller de Organos Artificiales, Biomateriales e Ingenieria de Tejidos, OBI 2011.
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