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Resumen 
 
 

La regularización de un problema inverso mal condicionado es la aproximación del 

problema dado por uno aproximado pero estable. La solución de este problema tiene 

características que han sido establecidas rigurosamente para los problemas lineales.

Resolver un problema inverso lineal requiere, generalmente, la selección de un parámetro 

de regularización y el cálculo de la función incógnita que optimiza un problema de 

mínimos cuadrados.  

Los problemas no-lineales se estudian en forma particular. Las ecuaciones 

integrales de Fredholm de primer tipo con un parámetro desconocido en el núcleo de la 

ecuación constituyen un problema inverso no-lineal  específico. No es factible anticipar la 

existencia, unicidad y estabilidad de la solución sin realizar  el análisis correspondiente.   

Los resultados de esta tesis muestran que, imponiendo ciertas condiciones en el 

núcleo de la integral, es posible afirmar que la solución es única, y que el parámetro 

desconocido dentro del núcleo no agrega inestabilidades a la solución.  Se muestra también 

la factibilidad de obtener la solución del problema, lo que implica estimar el parámetro 

desconocido en el núcleo y la función incógnita,  y seleccionar el valor del parámetro de 

regularización, por medio de un procedimiento iterativo en el que se resuelve 

secuencialmente un problema lineal, utilizando el método de Phillips-Tikhonov y la técnica 

estadística de Validación Cruzada, y uno no-lineal.   

Las conclusiones obtenidas pueden aplicarse a una variedad de problemas 

ingenieriles. El abarcado en este trabajo de investigación es el problema de caracterizar 

materiales del tipo de un látex de polímero mediante una técnica no-destructiva, la 

medición de la intensidad de luz dispersada por el mismo a distintos ángulos. El modelo 

matemático que representa esta medición toma la forma de una integral donde el  índice de 



refracción de las partículas en suspensión es el parámetro que aparece en el núcleo de la 

misma, y la distribución de los tamaños de las partículas es la función desconocida, la que 

se relaciona linealmente con la medición. La identificación del índice de refracción y de la 

distribución de tamaños es fundamental para caracterizar el material.  

El análisis inverso propuesto se aplicó en mediciones simuladas de dispersión de luz 

estática para distintos látex.  Se analizó primeramente la efectividad de los distintos 

métodos de regularización existentes para el problema lineal de determinar la distribución

suponiendo conocido el índice de refracción. Los resultados obtenidos se utilizaron para 

mejorar la solución del problema completo. La identificación de las características del 

material es perfecta bajo la hipótesis de mediciones ideales. El ruido de medición perturba 

los resultados a valores levemente diferentes de los verdaderos en la mayoría de las 

situaciones consideradas. Las mediciones experimentales de dos patrones de látex muestran 

que los procedimientos propuestos pueden aplicarse en situaciones reales.  



 
Abstract 
 
 

Regularization is the approximation of an ill-posed inverse problem by a family of 

closed well-posed problems. The theory of regularization methods is well developed and 

the properties of the regularized solutions are established rigorously for linear problems. To 

solve an inverse linear problem usually requires the selection of a regularization parameter 

and the determination of a function that optimizes a least square problem.  

The study of non-linear inverse problems is accomplished for each particular case. 

A Fredholm integral equation of the first kind with an unknown parameter in its kernel 

constitutes a specific non linear problem. It is not possible to anticipate the existence, 

uniqueness and stability of the solution before analyzing the problem in hand.   

The results obtained in this thesis show that under certain assumptions on the 

integral kernel, it can be assessed that there exist a unique solution and that its stability is 

not affected by the unknown parameter.  It is also shown that the solution can be obtained 

implementing an iterative procedure that consists in solving sequentially a linear problem 

and a non-linear one, in order to estimate the unknown function and the unknown 

parameter in the kernel, respectively. Simultaneously, a  proper regularization parameter 

should be selected.  For the linear problem we apply Phillips-Tikhonov regularization 

technique and the Generalized Crossed Validation methodology.   

The conclusions obtained can be applied to a variety of engineering problems. In 

this research we approached a material characterization problem: the identification of a 

latex properties by means of a non-destructive technique, the Static ,  in 

which the intensity of the light scattered by the sample is measured at different angles. The 

mathematical formulation leads to an integral equation in which the relative refractive 

index of the particles to the medium is the unknown parameter that appears in the kernel, 



and the particle size distribution is the unknown function. The identification of size 

distribution and refractive index is very important for the latex final properties.  

The inverse analysis proposed was applied to synthetic measurements for different 

latex. First, we analyzed the performance of different regularization methods for the linear 

problem of estimating the unknown distribution, considering that all other parameters in 

the model, including the refractive index, are known exactly. The conclusions were used to 

improve the solution of the complete problem. The identification of the material properties 

was perfect when ideal measurements were considered. For noisy measurements, the 

results are slightly perturbed in most of the considered cases. The analysis performed with 

the experimental data taken from two latex patterns shows that the proposed procedure can 

be applied to real laboratory measurements.     
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