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RESUMEN

Los polimeros se han convertido en el material por excelencia en la industria de la
distribucién de gas. Por ello, el desarrollo de nuevas resinas para la fabricacion de tuberias
plasticas presurizadas con fluidos ha reavivado el interés por la comprensiéon y modelado
del fenémeno de fractura conocido como Propagacién Rapida de Fisuras (RCP).

El RCP se caracteriza por el crecimiento de una grieta fragil en estado cuasi-estacionario,
capaz de propagarse a velocidades sénicas por todo el material, y producir consecuencias
catastréficas. Este tipo de fractura tiene lugar bajo determinadas condiciones criticas de
presion y temperatura, y suele iniciarse por la accion de fuentes externas de dafio, como un
impacto, o por el crecimiento lento de fisuras (SCG). Debido a la complejidad que entrafia la
prevencidn de la iniciacion de grietas desde el disefio, el enfoque esta puesto en que dichas
condiciones criticas no se alcancen nunca. Para ello se han disefiado dos pruebas, ahora
estandarizadas por la Organizacién Internacional de Normalizacién (ISO). La primera de
ellas se trata de un costoso ensayo a escala real (FST), mientras que el segundo es un ensayo
a escala de laboratorio (S4T) disefiado inicialmente con fines de investigacién por P. S.
Leevers y colaboradores. Ambas pruebas intentan simular las condiciones de operaciéon
para determinar la presién critica, por debajo de la cual, el crecimiento rapido es
insostenible y la grieta se detiene. Sin embargo, la correlacién entre sus resultados no es
directa y todavia hoy no se comprenden bien las causas de esta discordancia. Ademas, atin
no se ha desarrollado un método para medir la resistencia a la fractura del material de la
tuberia. Esta propiedad debe determinarse mediante un analisis profundo de los datos
obtenidos a través de la versién instrumentada de estos experimentos.

Este trabajo describe el estudio teérico del RCP y el desarrollo de una novedosa herramienta
computacional ideada para simularlo, y ayudar a la interpretacion de los resultados de la
prueba S4T. El modelo propuesto recoge los tres aspectos fisicos principales del fenémeno
de una manera sencilla: (i) la deformacién de las paredes de la tuberia, (ii) el escape
transitorio de gas a través de la grieta abierta, (ii) el comportamiento de fractura del
material, y sus efectos acoplados.

Aprovechando su naturaleza cuasi-estacionaria, el analisis se centra en una porcién
reducida de la tuberia, un volumen de control que encierra la punta de la grieta y se traslada
con ella a la misma velocidad. Este volumen se divide en secciones anulares contiguas cuya
deformacién, causada por la fractura y la fuga de fluido, se representa con la flexién y
extension axial de una viga curva. Las condiciones de transicion entre dos anillos adyacentes
se consiguen introduciendo una restricciéon elastica traslacional cuya rigidez varia
axialmente junto con el perfil de distribucién de la presion. La magnitud de la presidn, la
tasa de crecimiento y la geometria de la fisura medidos en un ensayo S4T instrumentado,
junto con las propiedades del material y de la tuberia, representan los parametros de
entrada.

El modelo mecanico utilizado para simular la fractura se deriva de un arco con una
restriccion traslacional externa en la ubicacion de la grieta. El problema de contorno, sus
ecuaciones diferenciales y las condiciones de transicién se obtienen con la aplicacién del
Céalculo de Variaciones. El método de Ritz se implementa para obtener resultados numéricos
del campo de desplazamiento. Este ultimo se utiliza para realizar un balance de energia
dentro del volumen de control que permite la cuantificacion de la fuerza impulsora para la
propagacion. Esta magnitud puede utilizarse para caracterizar la resistencia a la fractura
del polimero, siempre que los datos de entrada correspondan a las condiciones criticas.
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ABSTRACT

Polymers have become the material par excellence in the industry of gas distribution.
Therefore, the development of new resins for the manufacture of fluid-pressurized plastic
pipes has revived the interest in the understanding and modeling of the fracture
phenomenon known as Rapid Crack Propagation (RCP).

The RCP is characterized by the growth of a fragile crack in a quasi-stationary state, capable
of propagating at sonic speeds throughout the material, thus producing catastrophic
consequences. It takes place under certain critical conditions of pressure and temperature
and is usually initiated by the action of external sources of damage, such as impacts, or Slow
Crack Growth (SCG). Due to the complexity involved in the prevention of crack initiation
from design, the focus is on preventing that such critical conditions are never reached. Two
tests have been designed for this purpose, now standardized by the International
Organization for Standardization (ISO). The first one is an expensive full-scale test (FST)
while the second is a laboratory-scale test (S4 Small Scale Steady State Test), initially
designed for research purposes by P. S. Leevers and collaborators. Both tests attempt to
simulate the operating conditions to determine the critical pressure, below which, the rapid
growth is untenable and the crack is arrested. However, the correlation between their
results is not direct and still today, the causes of this discordance are not well understood.
Furthermore, a method to measure the fracture toughness of the pipe material has not been
developed yet. This property has to be determined by a profound analysis of the data
obtained through the instrumented version of these experiments.

This paper describes the theoretical study of RCP and a novel computational tool developed
to simulate it and to assist the interpretation of the S4 test results. It compiles the three
physical aspects of the complex phenomenon in a simple manner: (i) the deformation of the
pipe walls, (ii) the transient scape of gas through the opened crack, (iii) the material’s
fracture behavior, and their coupled effects. Taking advantage of the quasi-stationary
nature of the phenomenon, the analysis focuses on a reduced portion of the pipe, a control
volume that encloses the crack tip and moves along with it. This volume is divided into
contiguous ring sections whose deformation caused by the fracture and fluid leakage is
modeled as a curved beam. The transition conditions between two adjacent rings are
achieved by introducing an elastic translational restraint whose stiffness varies axially
together with the pressure distribution profile. Both the spring stiffness, the magnitude of
the pressure, and the growth rate are input parameters obtained from an S4 test.

The mechanical model used to simulate the fracture process is derived from an arc with an
internal translational restraint in the crack location. The boundary value problem and the
transition conditions are obtained with the application of the Calculus of Variations. The
Ritz method is used to obtain numerical results of the displacement field. The latter is used
to carry out an energy balance within the fracture control volume that allows the
quantification of the crack driving force. This magnitude can be used to characterize the
fracture toughness of the polymer, provided that the input data corresponds to the critical
conditions.
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ESQUEMA DEL TRABAJO

Capitulo 1: Introduccién
Se presenta formalmente el tema de estudio y se definen de los objetivos del trabajo.
Capitulo 2: Conceptos de la Mecanica de Fractura

Se resumen los conceptos basicos de la Mecanica de Fractura que son necesarios para el
desarrollo del trabajo. Se hace hincapié en la teoria elastica de fractura y en la teoria que
describe los procesos dindmicos de rotura. Se presenta la formulacién energética adoptada
para describir el RCP.

Capitulo 3: Propagacién Rapida de Fisuras

Se hace hincapié en una descripcidon fenomenolégica del RCP desde un punto de vista tedrico
y experimental, con el objetivo de comprender la fisica detras del proceso de rotura y
modelarlo computacionalmente. Se abordan las técnicas experimentales disefiadas para su
estudio, as{ como también los modelos pre-existentes destinados a su representacion. Se
retiinen y analizan los principales resultados reportados en bibliografia.

Capitulo 4: Desarrollo del Modelo

Se presenta el modelo desarrollado. Se exponen las hipoétesis bajo las cuales el modelo tiene
validez, y se describe la obtenciéon y resoluciéon de las ecuaciones diferenciales que
gobiernan el comportamiento mecanico de la tuberia. Se esquematiza el algoritmo
implementado.

Capitulo 5: Ajuste y Andlisis del Modelo

Se contrasta la implementacion del método de resolucién de ecuaciones diferenciales con
un grupo de soluciones analiticas. Se utiliza el modelo para reproducir los resultados
experimentales de un ensayo de RCP, se detectan sus falencias y se proponen
modificaciones. Se analizan e interpretan los nuevos resultados generados por estas
modificaciones.

Capitulo 6: Conclusiones y Trabajos a Futuro

Se realiza una conclusiéon general del trabajo llevado a cabo y se proponen algunas
actividades como trabajos a futuro.

ANEXO ‘A’: Deduccién de las Ecuaciones (3.11) y (3.12)

Se deducen las expresiones analiticas para el parametro de tasa de liberacién de energia
resultantes de la teoria de [Irwin y Corten, con el objetivo de familiarizarse con la matematica
utilizada en este tipo de modelos. (Deducciéon que no se encuentra disponible en la
bibliografia revisada)

ANEXO ‘B’: Relaciones Cinematicas en Coordenadas Polares (4.7)

Se deducen las expresiones cinematicas que vinculan las componentes del tensor de
deformaciones y el campo de desplazamientos en coordenadas polares.

ANEXO ‘C’: Conceptos Basicos del Calculo de Variaciones

Se resumen los conceptos basicos del Calculo de Variaciones o analisis funcional aplicado
que son utilizados en el desarrollo del modelo.
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ANEXO ‘D’: Descripcién del Método Variacional de Ritz

Se describe el método variacional de Ritz utilizado para resolver las ecuaciones
diferenciales gobernantes del modelo de manera aproximada.

APENDICE: Algoritmo del Modelo

Transcripcion del algoritmo de Maple Software del modelo inicial y del modelo modificado.
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NOMENCLATURA

Matias Emanuel di Mauro

ABREVIACIONES

MF
MFD
MFLE
MRS
PE
PVC
RCP
FST
FDM
FEM
FVM
S4T
SCG
SDR
SEL
SMART
VC

Mecanica de Fractura

Mecanica de Fractura Dindmica

Mecanica de Fractura Lineal Elastica

Resistencia Minima Requerida (Minimum Required Strength)
Polietileno

Policloruro de Vinilo

Propagacion Rapida de Fisuras (Rapid Crack Propagation)
Ensayo a escala completa (Full Scale Test)

Método de Diferencias Finitas (£inite Difference Method)
Método de Elementos Finitos (Finite Element Method)

Método de Volumenes Finitos (Finite Volume Method)

Ensayo en estado estacionario de pequefia escala (Small-Scale Steady State Test)

Crecimiento Lento de Fisuras (S/low Crack Growth)

Relacion de Diametro Estandar (Standard Dimensional Ratio)
Sistema de Ecuaciones Lineales

Small-Scale Accelerated Reliable Test

Volumen de Control

SiMBOLOS

Area transversal de la viga de eje curvo
Area interna de la viga de eje curvo
Longitud de fisura

Longitud de fisura inicial

Longitud de fisura critica

Velocidad de propagacién de fisura

AC) Operador lineal de la Ecuacion Diferencial

B(,) Forma bilineal

Espesor de placa semi-infinita
Capacidad calorifica a presion constante

Capacidad calorifica a volumen constante
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{1 im}y {(n}
g
GcoR

9o

Velocidad del sonido en el medio

Conjunto de funciones admisibles

Coeficientes indeterminados del método de Ritz
Didametro externo de la tuberia

Didmetro reducido, relacién D/h

Versor del sistema de referencia de la coordenada i
Modulos estaticos y dindmicos de Young
Modulo en tension/deformacion plana

Energia total

Energia interna

Energia cinética

Factor geométrico

Término externo de la Ecuacion Diferencial

Vector de términos independientes del método de Ritz

Fuerza impulsora para la propagacion, tasa de liberacién de energia

Tenacidad a la fractura

Resistencia a la fractura dindmica

Valor maximo de la curva G(a)

Espesor de pared

Espesor de pared critico

Espacio de direcciones admisibles

Espacio de Hilbert y subespacio con (+,-) 4 definido
Funcional de u(x)

Tensor identidad

Matriz Jacobiana de transformacion y su inversa

Factor de Intensidad de Tensiones en Modo |

Tenacidad

Tenacidad de arresto y tenacidad de arresto aparente

Tenacidad dinamica

Matriz de coeficientes y sub-matrices del método de Ritz

Longitud de decaimiento
Longitud de semi-arco
Longitud de fin del estado transitorio

Funcién Lagrangiana

Matias Emanuel di Mauro
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) Forma lineal
Mg Momento flector de cierre
M, Modulo de extension
Mg Moédulo de flexion
MISZ) Momento flector de viga alrededor del eje (z)
N,,N(x) Esfuerzo normal en direcciéon del eje de la viga
N Numero de términos de aproximacion del método de Ritz
N, Numero de anillos que constituyen el volumen de control
p Presion
Da Presion externa
Pc Presion critica de colapso
Pcrs Presién critica medida en el FST
Pcs, Presién critica medida en el S4T
Pm Presion adicional requerida por tensiones residuales
Po Presidn inicial del medio presurizante
Pt Presidn local en la punta de la fisura
q Carga distribuida
Q Esfuerzo de corte

Coordenada radial del sistema coordenado cilindrico

R Radio medio
R; Constante universal de los gases ideales
Ty, Sor to Vinculos elasticos, resorte torsional, tangencial y transversal
s1(2) Resorte tangencial
S Accion fisica
t Vector tension
t Tiempo
tr Tiempo caracteristico dindmico
tp Tiempo de descarga
T Temperatura
Tc Temperatura de transicion critica
Tpr Temperatura de transicion ductil fragil
T() Transformacion lineal
u Campo de desplazamientos
Ug Densidad de energia de deformacién
Us Energia de deformacion

10
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Ug, Up, Ur, Uy Componentes de extension, flexion, torsién y de vinculos mecanicos
Uy (1), Uvs(s0), Energia del vinculo s; y sus componentes de deformacién y cinética
Uy k(s1)
u(r,x,t) Componente tangencial del campo de desplazamientos
uy(x,2) Aproximacién de la componente tangencial
V,W,R Espacios vectoriales y campo de los nimeros reales
w(r,x,t) Componente transversal del campo de desplazamientos
wy(x, 2) Aproximacién de la componente transversal
w(Q) Perfil d.e apertura de fisura, en funciéon de la distancia axial
normalizada {
w Trabajo de las fuerzas externas (presion)
W Trabajo de creaciéon de nuevas superficies
x Coordenada tangencial del sistema coordenado cilindrico
z Coordenada axial del sistema coordenado cilindrico
{a;} Coeficientes indeterminados en la direccion transversal
{B:} Coeficientes indeterminados en la direccién tangencial
y Cociente de calores especificos
Yo Energia especifica de superficie
Yij Distorsion
o) Operador variacional
8ij Delta de Kronecker
£, & Tensor de Deformaciones y componentes
& Parametro de variacién
0 Coordenada angular del sistema coordenado cilindrico
AU Constantes de Lamé
I1 Energia potencial
ITo Energia potencial del sistema no fracturado
Densidad
Coeficiente de Poisson
o, 0ij Tensor de Tensiones y componentes
o Tension critica de Griffith
OgR Tension circunferencial residual
@ Perturbacion en la direccion tangencial
¢ Angulo de giro de la seccién de la viga respecto de su eje neutro /
Funcién coordenada genérica y en direccion transversal
" Perturbacion en la direccion transversal / Funcién coordenada en

direccion tangencial
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X Vector posicion en las coordenadas cartesianas {x, x, }
Q,0Q Dominio y su contorno

-1l Norma vectorial

G)u Producto interno definido en el espacio de Hilbert H
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1. INTRODUCCION

1.1. Eluso de Polimeros en Tuberias de Distribucién de Gas

El transporte y la distribucién de recursos es y ha sido siempre un tema de relevancia. Un
gran numero de trabajos cientifico-tecnolégicos tienen como objetivo la mejora de la
eficiencia y el abaratamiento de los costos de fabricacidn, instalacion, operaciéon y
mantencion de los sistemas utilizados para dicho fin. En particular, cuando del transporte
de fluidos se trata, los sistemas de tuberias proveen los medios mas eficientes, rapidos y
econdmicos. Por ejemplo, los sistemas de tuberias de transmisién de gas natural son una de
las infraestructuras mas importantes. Se han utilizado en todo el mundo como un vehiculo
eficiente para transportar grandes volumenes a lo largo de largas distancias, tipicamente
desde una linea de recoleccién o una instalacion de almacenamiento a un centro de
distribucién [1].

Histéricamente, las primeras tuberias fueron construidas de piedra y arcilla, para ser
reemplazadas posteriormente por el acero o fundicién. Sin embargo, con el advenimiento
de la tecnologia de plasticos el paradigma ha cambiado, y son ahora los termoplasticos la
familia de materiales mas elegida [2].

Las tuberias plasticas se han transformado en el material por excelencia en la industria de
distribucioén de gas [3]. En especial, el Polietileno (PE) ha revolucionado el disefio de estos
sistemas sometidos a presion interna. Este material junto con otros polimeros como el
Policloruro de Vinilo (PVC) o las Poliamidas [4] han reemplazado progresivamente los
materiales convencionales para su construccion debido a una combinacién especial de sus
propiedades. El equilibrio entre su resistencia mecanica, rigidez, dureza y durabilidad han
demostrado ser consistentes con los requisitos necesarios para la conduccién de agua y gas
bajo suelo y las condiciones de servicios cominmente encontradas. Debido a su menor peso,
presentan alta durabilidad y flexibilidad tanto en el transporte, como en la manipulacién e
instalacién. Su fabricacién es econdémica, y la versatilidad de su disefio permite manipular
los costos de transformaciéon del material, un proceso que usualmente se lleva a cabo a
través de las técnicas de extrusion y moldeo por inyecciéon. A su vez, presentan alta
resistencia a la corrosion y otros productos quimicos, asi como también inercia biolégica y
capacidad de ser reciclados. Por ultimo, en cuanto a sus propiedades mecanicas,
demuestran alta resistencia al impacto y la abrasidn, baja friccién y alta durabilidad a largo
plazo.

Los procesos de distribucion en la Argentina no son la excepcién y también se han adherido
a esta nueva tendencia. La industria de tubos de plasticos se ha extendido ampliamente
durante las dltimas décadas y es de esperar una alta tasa de crecimiento a futuro, impulsado
por el aumento del nimero de aplicaciones en el mercado, la inversion en infraestructura
en los paises emergentes y la renovacion de los sistemas metdalicos corrosivos en los paises
desarrollados. Cabe destacar que en el afio 2015 el Instituto Argentino del Petroleo y el Gas
(IAPG) ha mencionado al abastecimiento de gas natural como una de las cuestiones mas
estratégicas del pais, dado que la Argentina posee una de las reservas mas importantes de
shale-gas en el mundo con excelentes perspectivas de desarrollo. Segin se indica en su
informe técnico publicado [1], se espera que la demanda promedio anual de gas se
incremente substancialmente en los préximos veinte afios. Esto representa un gran desafio
para lograr un éptimo abastecimiento y un uso racional y eficiente del recurso. De esta
manera, el drea de distribucidn deberd acompafiar el desarrollo de la infraestructura del gas
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mediante la incorporacion de tecnologia moderna, entre la que se destaca la innovacién en
tuberias plasticas de alta presion.

1.2. Falla por Fractura de las Tuberias

Varios factores deben ser tenidos en cuenta a la hora de elegir un material para la
construcciéon de tuberias. Desde la durabilidad, la performance estructural sostenida en el
tiempo hasta cuestiones relacionadas con la fiabilidad, la integridad de las uniones y la
facilidad de construccion y disponibilidad del material, juegan un rol importante en la tarea
de seleccionar un material 6ptimo. La introduccién de nuevos polimeros a la industria de
tuberias plasticas pretende superar estas dificultades a través de la formulacién de nuevas
resinas. Por otro lado, la incorporacién de nuevos productos debe responder a la creciente
demanda experimentada por este sector industrial. Los nuevos materiales deben ser
capaces de soportar las condiciones agravadas que implica operar con sistemas de mayor
didmetro y presiones mas altas.

El desarrollo de nuevos materiales es un desafio que requiere de una rigurosa
caracterizacion de sus propiedades, pues se debe garantizar la confiabilidad en el disefio,
asi como en los procesos de mantencién e inspeccién. Para cumplir con tales objetivos, es
necesario entender los mecanismos de falla mas comunes con el fin de prevenir su rotura
durante el servicio.

Convencionalmente, los materiales para tuberias son clasificados sobre la base de una
Resistencia Minima Requerida MRS (Minimum Required Stress), que es la tensién
circunferencial maxima permitida para una vida util de 50 afios a 20 °C. Ademas de las
propiedades del material, la geometria es otro pardmetro de clasificacién propio de las
tuberias. La Relacion de Dimensién Estandar SDR (Standard Dimensional Ratio), que es la
relacién entre el diAmetro exterior y el grosor de la pared, se utiliza para este propésito, y
junto con la MRS determinan la capacidad de soporte de presion. Sin embargo, estos
métodos de caracterizaciéon se tornan insuficientes cuando las condiciones de servicio se
vuelven mas severas, por ejemplo, al incrementar las presiones de trabajo o al disefiar
tuberias de mayor dimension.

Debido a que un gran ndmero de polimeros termoplasticos tienden a fallar por fenémenos
de fractura, la resistencia a la fractura de las tuberias plasticas estudiada en funcién de las
propiedades del material ha sido un tema de gran interés en la investigacién cientifica. Se
cree que el entendimiento de los mecanismos de fractura, junto con el disefio de ensayos de
caracterizacion acordes, son capaces de asistir a los problemas actuales que enfrenta este
sector tecnoldgico [2].

1.2.1. Introduccion a los Mecanismos de Falla por Fractura

La fractura es un modo de falla dominado por la iniciacién y propagacién de fisuras. Las
fisuras pueden ser consideradas como discontinuidades en el cuerpo material que se
originan a causa de diversas fuentes. La fase de iniciacién se identifica como el punto en el
cual el defecto comienza a crecer. Seguida de la iniciacion, tiene lugar la fase de propagacion.
Este periodo de crecimiento puede tener un caracter estable (si la velocidad con la que
ocurre es constante o decreciente, y culmina con su arresto o detencién) o un caracter
inestable (sila velocidad aumenta).
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El mecanismo de falla mas comun que se observa en las tuberias plasticas es el denominado
Crecimiento Lento de Fisuras (SCG del inglés Slow Crack Growth). El Crecimiento Rapido de
Fisuras (RCP del inglés Rapid Crack Growth), aunque rara vez observado en servicio, es otro
mecanismo que también atrae igual preocupaciéon. Esto ultimo se debe al dafio
potencialmente mas catastrofico que puede causar. En la Figura 1.1 se muestran algunos
ejemplos de estos tipos de falla.

Fig. 1.1 Fracturas fragiles tipicas de tuberias pldsticas. (a) Crecimiento lento sin dafio lateral, (b)
propagacion de fisura rapida, (c) grieta dindmica con destrozo de material en tubo de pared gruesa, (d)
grieta “running-crack’, propagacion a muy alta velocidad. [5]

1.2.1.1. Crecimiento Lento de Fisuras (SCG)

Las roturas atribuidas al SCG involucran un crecimiento estable de fisura con escasa
deformacién plastica en el espesor, y que puede extenderse durante varios afios antes de
producir una fuga. La propagacién de la grieta en el espesor de pared ocurre a menudo
cuando la tuberia se encuentra sujeta a fuerzas de flexion, y se inicia en defectos del material
o fallas microscopicas. Es decir, se trata de un fenémeno localizado dominado por la
resistencia del material al SCG; y cuya fuerza impulsora surge de la combinaciéon de las
solicitaciones externas y de las caracteristicas microestructurales del material.

El tamano de defecto y la concentracién de tensiones, la geometria del tubo y las tensiones
internas causadas por la presion de gas, el peso del suelo, la flexién inducida por
asentamiento, y las fuerzas externas junto con las tensiones residuales provenientes de la
manufactura del tubo, contribuyen a este fendmeno. Luego de la nucleacién de la fisura, esta
aumenta de tamafio y crece en el espesor hasta adquirir un tamafio critico, y adoptar un
caracter mecanico fragil que culmina con la perforacién del tubo [6].

1.2.1.2. Crecimiento Rapido de Fisuras (RCP)

El fendmeno RCP, en el cual se centra este trabajo, se caracteriza por la propagaciéon en
estado cuasi-estacionario de una fisura extensa y fragil, capaz de propagar a velocidades
sonicas a lo largo de todo el material. Aunque se trate de un evento muy poco frecuente, las
veces que ha ocurrido a producido consecuencias catastroficas y roturas que se extienden
por kildmetros, como la que se observa en la Figura 1.2.
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Fig. 1.2 Fallo por RCP de tuberia plastica. [tushnet.blogspot.com (2017)]

En los afios '70 la fractura rapida y fragil fue identificada como un modo de falla
inherentemente catastréfico de las tuberias de acero sometidas a presién interna, el cual
migré posteriormente al drea de los sistemas plasticos. A pesar de ser dificiles de iniciarse,
este tipo de fallas se ha observado que ocurre incluso a presiones por debajo de las
presiones maximas admisibles de disefio adoptadas contra el crecimiento lento de fisuras
[7].

La propagacidn axial de fisuras a 100 m/s - 300 m/s a lo largo de kilometros, con patrones
de crecimiento rectos o sinusoidales, es caracteristico de la RCP. Esto es acompaifiado por
una rapida descompresion del gas, que se produce cuando el fluido escapa a través de la
tuberia abierta y causa severos dafios estructurales. Como consecuencia, no solo se ve
afectado el propio sistema de distribucion, sino también el suelo que se encuentra por
encima, las carreteras y el pavimento de alrededores. Ademas, cuando se trata de fluidos
inflamables, existe el riesgo potencial de una explosion.

La propagacion rapida tiene lugar bajo ciertas condiciones criticas de presién y temperatura
que estan intimamente relacionadas con la geometria del tubo, las condiciones del suelo
donde se entierra, las propiedades del fluido y las propiedades del material. Se inicia
usualmente por la accion de fuentes de dano externas, como son las cargas de impacto, o
bien el crecimiento lento SCG. Luego de la iniciacion, la grieta se detiene o bien se propaga
indefinidamente dependiendo de si la presion y temperatura lo permiten. Debido a que es
muy complejo prevenir la iniciacion de la fisura desde el disefio, el enfoque esta puesto en
evitar que dichas condiciones criticas no se alcancen. Por lo tanto, el estudio de la RCP en
las tuberias de gas tiene como objetivo asegurar que una grieta en crecimiento siempre se
arreste, se detenga, incluso bajo las condiciones de funcionamiento mas extremas.

1.3. RCP como un Fenémeno Dinamico Complejo

Es bien sabido que una grieta propagante (running-fracture) es controlada por la relacion
entre la velocidad de descompresion del fluido y la velocidad de crecimiento [8]. El balance
entre estas magnitudes es un resultado dindmico dependiente de las propiedades del fluido,
la geometria de la tuberiay el flujo de gas que por ella circula, de las propiedades frente a la
fractura del material y las condiciones del medio circundante. De esta manera, la fisura se
propaga siempre y cuando la energia almacenada en el sistema sea suficiente para impulsar
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la grieta mas rapido que la velocidad de liberacién de energia y de escape del gas. Es decir,
una vez iniciada, la fractura continda hasta que no haya mas gas fluyendo a través del vértice
de la grieta. De esta manera, la presién que impulsa el proceso cae y provoca la detencién o
el arresto.

La complejidad del modo de falla recae en la coexistencia de tres fendmenos fisicos
fuertemente correlacionados, mencionados implicitamente en el parrafo anterior. Estos
son:

(i) Deformacién mecanica de las paredes de la tuberia, dictadas por la magnitud de presién
y la velocidad de descompresidn.

{m3480ms ta2B88ms t=0 t=257 ms

Fig. 1.3 Resultados del computo de la deformacion de las paredes de una tuberia y deformacion
de la seccion transversal en diferentes tiempos desde el inicio de la fisura. [9]

(ii) Dinamica de fluidos no estacionaria asociada al escape del gas a través de la fisura, cuya
velocidad depende del grado de deformacion de las paredes y la abertura que estas causan.

Crack Movemant

Gas Flow into
Breach Region

Gas Exits from Breach

Pipo Walls Move
Tranaverse
to Grach

Fressure [MPa}

Crack Acusnce Distance [No. of Dismwiers)

Fig. 1.4 Fsquema de la dinamica de escape del fluido y perfil de descompresion en diferentes
posiciones de la tuberia medidos experimentalmente.[9]

(iii) Comportamiento frente a la fractura dindmica de materiales viscoelasticos, como son
los polimeros.

Con el fin de minimizar los riesgos que este mecanismo acarrea y responder rapidamente a
las demandas de la industria, un gran niimero de investigadores e instituciones se ha
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involucrado en la tarea de comprender el fendmeno, la fisica detras de la falla, asi como los
pardmetros geométricos y del material mas relevantes. Para ello, han utilizado tanto la
experimentacién como herramientas del modelado computacional. En su estudio se ha
hecho énfasis en los tres aspectos fisicos mencionados y se ha tomado como axioma
principal la determinacién de las condiciones de operacién que aseguran el arresto
repentino de la fisura fragil.

1.3.1. Ensayos Mecanicos para la Caracterizacién del RCP

Los métodos usualmente utilizados para clasificar materiales poliméricos de tuberias
basados en el pardmetro MRS no dan ninguna garantia del comportamiento del material
frente a la RCP. Tampoco lo hacen los test propios de la fractura dindmica como los ensayos
de impacto Charpy, empleados para medir la resistencia a la iniciacidn de fisuras por cargas
de impacto. Este conflicto, sumado con la necesidad de demostrar una resistencia adecuada
al RCP a 0°C frente a organismos como la Industria Europea del Gas, han impulsado el
desarrollo de dos ensayos especificos [8]. Hoy en dia ambos test se encuentran
estandarizados por la Organizacién Internacional de Normalizacién (ISO).

Los ensayos intentan simular las condiciones de servicio con el objetivo de determinar la
presion critica p,, por debajo de la cual, la propagacidn rapida es insostenible y la fisura se
arresta. A continuacion, se los describe brevemente.

1.3.1.1. El Test a Escala Completa (FST)

La primera de estas pruebas se trata de costoso ensayo de escala completa (FST del inglés
Full Scale Test, ISO 13478) disefiado en la década del '70 por British Gas Corporation 'y
basado en los trabajos de J. Greig [10]. El test utiliza una tuberia de prueba de al menos
14 m de longitud que se la entierra 100 m bajo grava y se instala dentro de un sistema de
enfriamiento por agua para mantener la temperatura constante. La tuberia se extiende
artificialmente con una seccién adicional de acero para simular un cilindro infinito y atenuar
la reflexion de ondas mecanicas en los extremos libres. El sistema es presurizado con aire o
nitrégeno por cuestiones de seguridad, y se induce el agrietamiento a través del impacto de
una cuchilla de acero. El test permite hallar la presion critica buscada p.,,, definida como

la presion a la cual se observa un crecimiento de la fisura en mas de un 90 % de longitud del
espécimen, Figura 1.5.
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Fig. 1.5 Fractura a alta velocidad del ensayo FST en tuberia de PVC. [10]

1.3.1.2. El Test en Estado Estacionario de Pequeiia Escala (S4T)

El segundo ensayo se trata de un test a escala laboratorio (S4T del inglés Small Scale Steady
State Test, 1SO 13477), inicialmente disefiado con fines de investigacion por P. S. Leevers y
colaboradores en 1987 en el Imperial College [8]. Este intenta simular las mismas
condiciones de servicio dentro de las instalaciones de un laboratorio, y es preferido para la
investigacion y desarrollo de nuevos materiales dado que ofrece menores tiempos de
ejecucion y menores costos. En él, una tuberia de 7 didmetros de longitud es sellada por
ambos extremos y presurizada con aire (Fjgura 1.6). Con un percutor de punta aguda se
inicia una fisura en la region de iniciaciéon que crece hacia la zona principal de testeo del
espécimen. Durante la propagacion, la descompresién interna de gas es suprimida por la
presencia de discos o bafles internos equiespaciados a lo largo de toda la longitud. Una jaula
de contencién rodea al tubo y limita la deformacion radial (flaring) de las paredes
fracturadas. El propdsito de estas modificaciones consiste en establecer las condiciones
estacionarias del RCP en tuberias de menor longitud y evitar un estallido transitorio que
podria producir un falso arresto a altas presiones. Como resultado, se obtiene la presion
critica denominada como p, -

blade
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containment  decompression

cage\ baffles.
i e e

=L

end cap

pipe specimen

}— initiation o section 4‘
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Fig. 1.6 Diagrama esquemadtico del S4T. [8]
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El S4T y su version instrumentada han tenido un gran éxito y su uso se ha extendido
ampliamente entre investigadores. Una considerable cantidad de estudios se han llevado a
cabo con el objetivo de identificar los principales pardmetros que influyen en el
comportamiento de la tuberia. Entre ellos se destacan: el espesor de pared, el diAmetro de
la tuberia, la temperatura y el tipo de material utilizado. Sin embargo, muchos
investigadores han detectado una falta de correlacidn entre los resultados de estos ensayos
y los obtenidos a través del FST, y de estos dos con las condiciones reales de servicio. En
particular, las presiones calculadas del S4T resultan siempre menores que las presiones del
FST (P, < Pcpg), y alin hoy no se logra dilucidar las causas de esta discordancia.

1.3.2. El Uso de Modelos Analiticos y Computacionales

La complejidad del fendmeno y su naturaleza multi-fisica han hecho que las herramientas
computacionales fueran las mas utilizadas para el abordaje del problema.

Autores como A. Ivankovic y G. P. Venizelos (1997, 1998) han utilizado los Métodos de
Volumenes Finitos (FVM de Finite Volume Method) [11], mientras que otros, como P. E.
O’Donoghue, Z. Zhuang y S. T. Green (1991) han optado por el Método de Elementos Finitos
(FEM de Finite ElementsMethod) [12]. Por otro lado, autores como P. S. Leevers han
propuesto modelos semi-analiticos de resolucién numérica, por medio del Método de
Diferencias Finitas (FDM Finite Difference Method) [13].

Como comun denominador, estos modelos incorporan de manera modular diferentes
teorias mecdnicas para describir las deformaciones de las paredes del tubo, modelos
unidimensionales y bidimensionales simplificados para describir la dindmica del escape del
gas, y criterios de mecanica de fractura para cubrir el comportamiento a la fractura del
material. Tienen como objetivo principal brindar asistencia a la compresién del fenémeno,
evaluar cuantitativamente la influencia de cada parametro y calcular la presion critica para
las condiciones del FST y S4T. Ademas, se han desarrollado con la intencién de arrojar luz
en el problema de correlacién de los ensayos y también, para poder determinar propiedades
intrinsecas de los materiales, como es la resistencia dindmica a la fractura. De esta manera,
pretenden proveer una herramienta util que asista y/o reemplace parcialmente la
realizacion de ensayos experimentales costosos y laboriosos, o que permita disefar otro
tipo de test mas convenientes.

1.4. Objetivos del Trabajo

El objetivo principal del proyecto final de tipo cientifico-tecnoldgico consiste en
comprender el fenémeno denominado RCP en tuberias plasticas con el fin de asistir a la
caracterizacion de nuevos materiales y a la interpretacion de los resultados de los ensayos
S4T y FST. Debido a la complejidad del problema la solucién se abordard de forma
computacional. Los objetivos y tareas especificas para cumplir con esta finalidad son:

e Realizar un estudio tedrico y bibliografico para determinar las caracteristicas mas
importantes del fendémeno, con el fin de plantear hipotesis coherentes de cara a su
modelado.

e Realizar un estudio de los modelos computacionales ya implementados.

e Plantear un modelo inicial para reproducir el fendmeno de manera computacional.
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e Determinar el alcance del modelo desarrollado, sus falencias y aciertos, y
compararlo con el resultado de otros esquemas de resolucién numérica y resultados
experimentales.
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2. CONCEPTOS DE LA MECANICA DE
FRACTURA

2.1. La Mecanica de Fractura

La Mecanica de Fractura (MF) es la rama de la Mecanica del Sélido que se ocupa del estudio
de la estabilidad estructural de materiales basado en el proceso de nucleacion, iniciacion y
propagacion de fisuras. Su introducciéon como rama formal de la mecanica ha modificado el
enfoque del problema del disefio y seleccion de materiales apoyado inicialmente en la
resistencia como parametro fundamental. Esta teoria prioriza el analisis de los defectos
existentes y su evolucion en funcidn de las condiciones de carga y las propiedades del
material.

En el disefio tradicional, se compara la tension a la cual se espera que esté sometido el
cuerpo con sus propiedades mecanicas de fluencia (deformacidn plastica irreversible que
ocurre cuando se sobrepasa una tension critica denominada tensién de fluencia) y de
rotura. Mediante la introduccién de un coeficiente de seguridad se define la tensién
admisible que puede soportar la estructura, y se determina si el material estudiado es
adecuado para soportar dichas condiciones de carga.

Por otro lado, el enfoque de disefio de la MF (Fig. 2.1) basa su andlisis en tres variables: las
solicitaciones externas, la tenacidad a la fractura, que reemplaza a la resistencia del material
como propiedad relevante, y el tamafio del defecto. La geometria y dimensiones del defecto
se afiaden como variable adicional al asumir la preexistencia de una discontinuidad en el
cuerpo material. La tenacidad a la fractura de define como la resistencia al crecimiento de
una grieta. De esta manera, la mecanica de fractura cuantifica las posibles combinaciones
criticas de estas tres variables con el objetivo de determinar las condiciones bajo las cuales
es factible que se produzca la falla por fractura de la estructura [1].

;o Tension de
Tension de i
s B Fluencia o
Disciio
Rotura
Solicitaciones
Extcrnas \
Tamaiio del ¢ | Tenacidad a
Defecto la Fractura

Fig. 2.1 Comparacion del disefio tradicional y el disefio de la Mecdnica de Fractura.
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2.1.1. Definicién de “Fractura”

La teoria que se enmarca en esta rama de la mecanica define a la fractura como la creaciéon
de nueva superficie dentro de un cuerpo sdélido. Se diferencia de otras teorias de
deformacién en el sentido de que no preserva la continuidad del material.

Cualquier estructura bajo carga almacena energia potencial. La fractura ocurre solo cuando
laliberacion de esta energia junto con el trabajo mecanico realizado por fuentes externas es
suficiente para crear nueva superficie libre y causar el crecimiento de defectos existentes.
Es decir, ocurre cuando la liberacién de energia provocada por la violacién de la continuidad
es suficiente para sobrepasar la resistencia a la fractura del material y actuar como fuerza
impulsora del proceso de ruptura [2].

2.2. Mecanica de Fractura Lineal Elastica (MFLE)

La Mecanica de Fractura Lineal Elastica (MFLE) es la teoria que se encarga del estudio del
fendmeno de fractura en cuerpos elasticos. Es un desarrollo con origenes en la década del
'20 que establece los criterios fundamentales para la descripcion de la propagacién de
grietas en aquellos sdlidos que obedecen leyes constitutivas lineales como, por ejemplo, la
ley de Hooke.

Historicamente, existen dos enfoques fundamentales adoptados por la MFLE que son
diferentes pero equivalentes entre si. El primero de ellos se trata de un formalismo
energético propuesto por Griffith, basado en conceptos de transformacion de energia
elastica en energia de superficie. El segundo, el formalismo de Irwin, plantea un analisis en
término de tensiones, y describe el problema en funcién de campos de tension y
deformaciéon. Ambos enfoques describen el proceso de fractura en base a la geometria del
sistema, el estado de carga o energia almacenada y las propiedades del material. Buscan
determinar parametros intrinsecos del material que sean capaces de cuantificar su
resistencia a la fractura.

Junto con estos dos formalismos analiticos, se han desarrollado un gran nimero de métodos
experimentales, ensayos propios de la MF, que tienen como objetivo caracterizar la
respuesta frente a la rotura por agrietamiento de los materiales. Los ensayos con base en el
enfoque energético enfrentan la dificultad experimental de tener que medir tanto la fuerza
aplicada al espécimen de prueba, como el desplazamiento o la deformacién que este sufre.
Esto se debe a que la energia se construye, en términos simplificados, como el trabajo
realizado por una fuerza para producir un determinado desplazamiento. Por otro lado, en
los test que sientan sus bases en la formulacidn tensional, la Unica variable medida es la
fuerza aplicada a una probeta de geometria conocida. Por este motivo estos resultan ser mas
simples y menos sensibles a los errores experimentales de medicidn.

Como su nombre lo indica, la teoria MFLE se encuentra limitada a aquellos sistemas que se
comportan de manera puramente elastica. Materiales que fallan tnicamente
experimentando deformaciones elasticas se dicen que sufren una fractura fragil. Sin
embargo, bajo ciertas condiciones, esta teoria puede aplicarse a materiales con un
comportamiento inelastico y no lineal, como es la plasticidad.

Cuando un material se deforma de manera irreversible y sufre deformacion plastica,
experimenta alteraciones estructurales que cambian su comportamiento mecanico. Estos
mecanismos de falla acompafiados de plasticidad son conocidos como fractura ductil. En los
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casos donde la deformacidn plastica se encuentra confinada en una zona de pequeias
dimensiones, es decir, ocurre de manera localizada, el problema admite una aproximacion
lineal en términos de la MFLE.

A continuacién, se describen de manera resumida los dos enfoques de la MFLE
anteriormente mencionados. Se hace un énfasis especial en la formulacién energética por el
significado que tiene en el marco de este trabajo [3].

2.2.1. Formulacion Energética

Se considera una placa como medio semi-infinito, de un material perfectamente elastico con
una cavidad elipsoidal en su interior de longitud 2a y ancho 2b, Fig. 2.2. Sobre la placa semi-
infita actiia una tensiéon remota o, en el eje vertical. La solucion elastica del problema indica
que las tensiones alrededor del vértice de la cavidad g, tienden a infinito a medida que el
vértice se hace mas agudo (radio de curvatura p), independientemente de la magnitud de la
tension remota, como lo indican las ecuaciones (2.1) y (2.2).

2a a
04 = 0, (1 + 7) =0, 1+ ’ 2.1)
};grg) gy = © (2.2)

Fig. 2.2 Concentracion de tensiones alrededor de
una cavidad eliptica en un medio semi-
infinito.[3]

A medida que el eje principal a aumenta con respecto al eje menor b y el radio de curvatura

del vértice p = bz/a tiende a cero, la cavidad se asemeja a una fisura aguda. La divergencia
del campo tensional en el punto (4) da origen a una singularidad, ecuacion (2.2), que
dificulta el uso de la tension como criterio para determinar el momento en el que se produce
la fractura. Por este motivo, conviene abordar el problema en términos de un balance de
energia [4].

Este primer enfoque propuesto por Griffith para materiales fragiles considera que el trabajo
externo realizado sobre un cuerpo material se almacena como energia potencial o energia
de deformacién Us. La propagacién de una fisura se produce si, al crecer, se libera mas
energia almacenada de la que es absorbida por la creacién de dos nuevas superficies de
manera termodinamicamente irreversible. Esta interpretacion es valida si toda la energia
absorbida esta estrictamente asociada con la consumida en la creacién de superficie libre.
En otras palabras, el tratamiento del problema consiste en comparar la energia disponible
para la propagacién de una grieta en una estructura con la energia necesaria para generar
su agrietamiento [5].

Para analizar la formulacién de Griffith se considera nuevamente una placa semi-infinita
compuesta de un material homogéneo e is6tropo, de moédulo eldstico E y con una grieta
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aguda de longitud 2a que atraviesa todo el espesor B. La fisura es deformada elasticamente
por tensiones de tracciéon remotas g, como muestra la Fig. 2.3.

Fig. 2.3 Fisura pasante contenida en una placa semi-infinita y sometida a una tension remota de traccion.|3]

La energia elastica almacenada puede encontrarse si se considera un volumen cilindrico de
radio a que inscribe a la fisura. La energia por unidad de volumen 1 es:

do o?
= . = — i — 2-3
Ug jg. de fo F =28 (23)

Donde g y € representan los tensores de tensiones y deformacion respectivamente. Luego,
en el volumen cilindrico V = ma?B se almacena una energia de deformacién total:

a
u =2 (2.4)

El proceso de propagacion de la grieta involucra la creacién de dos nuevas superficies, cada
una de area 2aB. Siy, es la energia especifica de superficie del material, el trabajo necesario
para su creacion resulta:

Ws = 4ay,B (2.5

El balance energético propuesto por Griffith para un incremento diferencial del area de la
grieta dA bajo condiciones de equilibrio puede ser expresado de la siguiente manera:

dEeo; _ dll , dWs

2.6a
dA dA dA ( )

_dll _ dWs (2.6b)
dA dA

Donde E;,; es la energia total y [] la energia potencial suministrada por la energia de
deformacion interna y las fuerzas externas. Para el caso ilustrado en la Fig. 2.31a energia
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potencial adopta la siguiente expresion, siendo [], la energia potencial de la placa no
fisurada.

noa?

. 2.7)

[M=1l—-Us =1l —

Si se expresa el diferencial de drea dA en funcidn del diferencial de longitud de fisura da
como dA = Bda, se derivan las ecuaciones (2.4) y (2.5) respecto de a, se reemplazan en la
expresion (2.6b) y se resuelve para la tensidn, puede obtenerse la tension critica que
provoca la propagacidn de la fisura haciendo que esta crezca de manera inestable y rapida,
es decir, con un mecanismo fragil.

_ (2Ey,\"?
%= ( Ta ) (2.8)

2.2.1.1. LaTasade Liberacion de Energia

El tratamiento energético permite definir una magnitud de gran utilidad a la hora de
resolver problemas de ingenieria, la denominada tasa de liberacién de energia G o energy
release rate. Esta magnitud es una medida de la energia contenida en el sistema disponible
para un incremento del area A de la fisura:

__dl
G=-71 (2.9)

Puede interpretarse como la tasa de cambio de la energia potencial del sistema a medida
que la fisura aumenta de tamafio, y actia como la fuerza impulsora para la propagacion,
crack extension force o crack driving force [6].

El valor de G estd determinado por las condiciones de cargas y solicitaciones externas. Segin
la ecuacion (2.7), para este caso, adopta la siguiente forma:

G = (2.10)

La propagacion de la fisura ocurre entonces cuando la tasa de liberacion de energia alcanza
un valor critico denominado G, que es una propiedad intrinseca del material y una medida
de su tenacidad a la fractura. En este caso:

dWs
=—2= 2.11

De esta manera, la ecuacion (2.6b) puede reescribirse como:

§="6c (2.12)

Esta es una expresion fundamental que se utilizara en este trabajo para determinar las
condiciones en las cuales el fenémeno de propagacién rapida de fisuras tiene lugar. Dicho
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término indica que la propagacion de la fisura es factible termodindmicamente cuando la
energia provista por el sistema, en términos de G, es capaz de sobrepasar la resistencia
intrinseca del material G.. De manera compacta, el criterio de fractura obtenido a partir del
planteo energético resulta:

G < G¢ entonces da = 0,no hay extension de la grieta (estable).
G = G entonces da = 0, posible extension cuasiestatica de la grieta. (2.13)
G > G entonces da > 0, crecimiento dinamico de la grieta (inestable).

Alternativamente, las dos ecuaciones anteriores pueden interpretarse como un equilibrio
de dos fuerzas especificas que actian sobre el frente de fisura. G es la fuerza especifica que
tiende a hacer crecer la grieta de longitud a un segmento Aa y G, a veces denominada R, es
la fuerza especifica que resiste dicho incremento (Fig. 2.4).

// / /’ // /:; <"/:: 3 //
.// //Hv// L i
1 -8

Fig. 2.4 Fquilibrio entre la fuerza especifica del crecimiento de fisura § y la resistencia al crecimiento R en
la punta de la fisura.

2.2.1.2. Curvas de Resistencia G -R

La extensién de la fisura ocurre cuando G = R, pero la propagaciéon puede ser estable
(velocidad de propagacién constante o decreciente) o inestable (velocidad creciente),
dependiendo de como G y R varien con la longitud de la grieta a.

El planteo anteriormente desarrollado es estrictamente valido para materiales fragiles cuya
resistencia R es constante e independiente de a. En ellos pueden darse tinicamente dos
situaciones: o la fisura es estable y no propaga (G < R), o bien la fisura se vuelve inestable
y crece a una velocidad teodrica infinita (G > R).

Sin embargo, la mayoria de materiales presentan una resistencia que es funcién de la
longitud de la fisura R(a). Esta resistencia aumenta a medida que crece la grieta
manteniendo una propagacion estable, en equilibrio. En estas condiciones, para lograr un
incremento Aa, es necesario suministrar continuamente mas y mas energia al sistema, es
decir, aumentar §G. Este flujo continuo de energia hacia la punta de fisura mantiene una
propagacion cuasi-estatica, como una sucesion de estados de equilibrio, a medida que el
material opone mas resistencia. Eventualmente, los mecanismos de endurecimiento y de
aumento de tenacidad del material cesan y son incapaces de incrementar la resistencia al
mismo ritmo que se aumenta el aporte de energia externa. Este punto critico se conoce como
punto de inestabilidad, a partir del cual la propagacidn estable se torna inestable al igual
que ocurre con materiales “infinitamente” fragiles.

Para describir este comportamiento diferente de materiales que presentan cierta
ductilidad, se ha introducido el concepto de “Curvas de Resistencia” o “Curvas G — R” [3],
ilustradas en la Figura 2.5.
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Fig. 2.5 Curvas de Resistencia §-R (a) material frdgil (b) material con cierta ductilidad. [3]

La curva (a) de la Fig. 2.5 describe de manera esquematica el criterio de fractura de la
expresion (2.13). La fuerza impulsora G adopta la forma de una recta, ecuacion (2.10), para
dos tensiones diferentes g; y g,. La tensién a; conduce a G < G, que para una grieta de
longitud a, mantiene el sistema en una condicién estable. Cuando la tension se incrementa
a un valor o, la tasa de liberacion de energia es suficiente para igualar la resistencia del
material y hacer crecer una fisura de tamafo a, de manera inestable.

El comportamiento de un material con una Curva de Resistencia incremental se observa en
la Figura 2.5(b). Para una grieta de dimension a,, una tensién de magnitud o; no provoca
cambios en el sistema, G < G.. Cuando la tensi6on adopta el valor o, , G =R pero la
resistencia del material aumenta (la curva se tuerce) evitando la inestabilidad y

manteniendo una propagacién en condiciones estables, dg/da = dR/da' Lainestabilidad se
alcanza al nivel de tensién g, y a la longitud de fisura critica a., cuando G = R . En estas
condiciones el material es incapaz de aumentar su resistencia a igual ritmo que aumenta la
fuerza impulsora, es decir, g / da 2 d:R/ dq- D€ esta manera, el material puede encontrarse

en tres situaciones posibles: la fisura no propaga y es estable (0 <o < 03 ); la fisura
propaga de manera estable y cuasi-estatica (0, < 0 < g, ), esto quiere decir que, si la
energia no es suficiente para sostener la continua creacidn de superficie la grieta se detiene
(arresta); o bien la fisura se vuelve inestable y propaga de manera indefinida o > a,. El
criterio de fractura extendido puede formularse como sigue.

G<R ;no hay extensiéon de la grieta (estable).

G=R A dg/da < dR/da ; extension cuasiestatica y estable. (2.14)

G=G: A dg/da > dR/da ; crecimiento inestable de la grieta.

2.2.2. Formulacion Tensional

Para ciertas geometrias fisuradas y sometidas a tensiones externas es posible obtener
expresiones cerradas del campo de tensiones que rodea a la fisura, si se asume un
comportamiento elastico, isotrépico y homogéneo del material. Los primeros resultados
fueron publicados por Irwin [7] para un esquema similar al de la Fig. 2.3 . Estos pueden
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resumirse en la ecuacién (2.15), donde se han adoptado coordenadas polares {r,6}
(Fig.2.6).

A o,
A . K, c
y 4%—-’1_,‘; limo;; = \/ﬁfu(@) (2.15)
(Tu.
r ) Al K = O'O'\/E (2.16)
0
Fisura -

X

Fig. 2.6 Sistema coordenado en frente de la punta
de la fisura. [3]

o;j son las componentes del tensor de tensiones g = 0;;(e;®e;), f;;(6) una funcion que

depende tinicamente de la coordenada angular y que actiia como factor geométrico, y K; se
denomina el factor de intensidad de tensiones y es independiente de la geometria.

Esta formulacion caracteriza el proceso de fractura a través del parametro K;. El factor de
intensidad de tensiones describe univocamente la distribucién de tensiones en el vértice de
la fisura, y puede ser utilizado para cuantificar la tenacidad a la fractura de materiales. Las
cargas externas determinan la magnitud del factor K;, asi como anteriormente se dijo que
definian G. Entonces, la fractura se produce cuando dicho factor alcanza un valor critico K,
el cual es una propiedad intrinseca del material y actiia de manera analoga a G.

Cabe destacar que el subindice ‘I’ hace referencia al Modo I de fractura. Brevemente, existen
tres modos de apertura de fisura ilustrados en la Fig. 2.7.

e Modo (I): modo de apertura en tension, donde las solicitaciones externas actian de
manera perpendicular al plano que contiene la fisura y las superficies se separan
una de otra. Resulta el mas critico y el caso mas estudiado.

e Modo (II): modo de apertura de corte in-plane, con tensiones de corte que actiian
en el plano de la fisura.

e Modo (IlI): modo de apertura de corte out-of-plane, con tensiones de corte que
actiian fuera del plano de la grieta.

Modo I Modo I Modo III
(Apertura Normal) (Corte en el Plano) (Corte fuera del Plano)

o
!

Fig. 2.7 Modos de apertura de una fisura, modos de carga. [3]
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2.2.3. Relacionentre Gy K

En aquellos sistemas donde prevalece la linealidad del comportamiento mecanico, la
plasticidad se encuentra confinada en una regién pequeiia y es despreciable con respecto a
las dimensione del volumen analizado, existe una relaciéon biunivoca entre tensiones,
deformaciones y energia potencial elastica. El criterio energético de fractura tiene entonces
una expresion equivalente en términos de tensiones y deformaciones, relaciéon expresada
por la ecuacion (2.17).

KZ

- (2.17)

g

donde E’ denota al mddulo elastico en condiciones de tensién plana (estado tensional
bidimensional) o en condiciones de deformacién plana (estado de deformacion
bidimensional), con v el coeficiente de Poisson:

E tension plana
E = { (2.18)

E/(l —2) deformacion plana

Para concluir, el enfoque energético define la magnitud G que cuantifica el cambio en la
energia potencial que acompafia al incremento de la fisura y a la creaciéon de nueva
superficie libre. Por otro lado, el enfoque basado en la descripcién de los campos tension y
deformacién introduce el parametro K que los caracteriza en las proximidades de la
singularidad del vértice de la fisura. De esta manera, el parametro energético describe el
comportamiento global, mientras el factor tensional es un parametro local [1]. Por este
motivo, la formulacién en funcién del balance de energia resulta mas conveniente para el
tratamiento del problema de la propagacion rapida de fisuras en tuberias plasticas.

2.3. Mecanica de Fractura Dinamica

El analisis de problemas estaticos de fractura involucra dos magnitudes fundamentales, las
fuerzas y los desplazamientos. Los fendémenos dinadmicos requieren la inclusiéon de una
variable adicional, el tiempo [8].

Cuando se trata del modelado dinamico, suelen utilizarse las ecuaciones y resultados de los
casos cuasi-estaticos como primera aproximacién. Aunque resulta util, la validez de tal
extrapolacién esta restringida solo a algunos casos particulares. El principal motivo de esta
limitacién radica en que, cuando se trata de procesos dindmicos, es necesario reemplazar
las ecuaciones de equilibrio por las ecuaciones mecanicas de movimiento de modo de tener
en cuenta la dependencia temporal de las variables. A su vez, es necesario tener a
consideracion los siguientes fendmenos que no estan presentes en los problemas cuasi-
estaticos:

e Efectos de Inercia. Involucran la conversion de parte del trabajo realizado por las
fuerzas externas sobre el sistema en energia cinética. Estos efectos adquieren
relevancia cuando existe una variacion abrupta de las cargas en intervalos cortos de
tiempo.
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e Dependencia de la Velocidad de Deformacién. Muchos materiales presentan un
comportamiento mecanico viscoelastico o viscoplastico, y los polimeros son uno de
ellos. El caracter viscoso hace que sus propiedades cambien con el tiempo, algo que
se traduce en una dependencia con la velocidad de deformacién o strain-rate
dependance. En consecuencia, el material responde de manera diferente en funcién
de la velocidad con la que se lo solicita.

e Generacion de Ondas Mecanicas. Cuando las cargas varian abruptamente o las
grietas crecen a altas velocidades, las ondas mecanicas de tensién se propagan en el
material y se reflejan en superficies libres o en el plano mismo de la grieta. La
reflexion de estas ondas provoca la variacion local de los campos de tensiones y
deformaciones que envuelven a la punta de la fisura, y afecta al comportamiento del
material frente a la fractura.

Una teoria que estudia estos procesos es la Mecanica de Fractura Elastodindmica (MFE), la
cual desprecia la no-linealidad en la respuesta del material. Esta aborda principalmente dos
tipos de problemas; (i) la iniciacién de fisuras como resultado de cargas de impacto y (ii) la
subsiguiente propagacion rapida y el posible arresto de la grieta. [9]

2.3.1. Solicitacion Rapida de Fisuras

Cuando se habla de solicitaciones rapidas suele hacerse referencia a cargas de impacto.
Cuando una estructura sufre este tipo de perturbaciones la fuerza experimentada varia en
funcion del tiempo de manera similar a lo mostrado en la Fig. 2.8.

Carga

>
\j Tiempo

Fig. 2.8 Respuesta Fuerza-Tiempo de una solicitacion dindmica.

Como se observa, la carga tiende aumentar en el tiempo, pero oscila de manera erratica a
una frecuencia que depende de la geometria de la estructura y las propiedades del material.
Estas oscilaciones se propagan a una velocidad finita, a 1a velocidad del sonido en el sélido,
y hacen que el campo tensional sea altamente inhomogéneo. Es decir, provocan variaciones
locales del campo de tension del material que hacen que este no se encuentre solicitado con
la misma intensidad en todos los puntos de la estructura. La amplitud de las oscilaciones
decrece en el tiempo a medida que la energia cinética se disipa, y a tiempos suficientemente
largos, el sistema tiende a un comportamiento estatico o cuasi-estatico.

La dificultad que enfrenta la MF recae en la compleja distribucién de tensiones dependiente
del tiempo que afecta a la intensidad del campo tensional en la vecindad de la fisura. Esto,
sumado a la interferencia de ondas mecdanicas reflejadas en las superficies libres de la grieta,
hace que el valor instantdneo de los parametros G(t) y K(t) (ahora dependientes del
tiempo) sea dificil de determinar.
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Diferentes autores como T. Nakamura [10] y J.F. Kalthoff [8] han identificado dos tipos de
respuesta del material frente a estas situaciones: una a tiempos cortos y otra a tiempos
largos. La respuesta a tiempos cortos esta dominada por la propagacion de ondas mecéanicas
y caracterizada por una marcada variacion local de la tensién. En este transitorio inicial, la
energia cinética resulta mayor que la energia de deformacién almacenada por la estructura
y los efectos de inercia tienen una fuerte influencia sobre el comportamiento del material.
Por el contrario, la respuesta a tiempos largos de asemeja a un caso cuasi-estatico, en el cual
la energia de deformacién excede a la energia cinética, y los efectos de inercia se hacen
menos presentes.

La transicion entre un tipo de respuesta y otro estd determinada por el denominado tiempo
caracteristico t7. Esta magnitud es definida como el instante de tiempo en el cual la energia
cinética Ex y potencial de deformacién almacenada por la estructura Us, son iguales. Si bien
los efectos globales de inercia son significativos en este tiempo intermedio, las oscilaciones
de tension en la punta de la fisura son despreciables.

t< tyr » Ex >» Us; respuesta atiempos cortos
t=tyr » Ex =Us; tiempo caracteristico de transicion (2.19)
t> tr » Ex < Us; respuestaatiempos largos

La magnitud de tr estd intimamente relacionada con las dimensiones y geometria de la
estructura, asi como también con las propiedades del material. Por ejemplo, cuanto mas
grande sea la estructura, menor sera la influencia de sus extremos libres y las condiciones
cuasi-estaticas serdn alcanzadas mas rapidamente. De esta manera, las ondas mecanicas
emitidas desde la punta de la fisura y sus sucesivas reflexiones tardaran mas tiempo en
reincidir sobre la grieta y las oscilaciones del campo tensional podran ser despreciadas. Por
otrolado,y enlo que alas propiedades del material respecta, cuanto mayor sea su ductilidad
mas rapido se superara el estado transitorio inicial. Esto se debe a que la plasticidad es un
fendmeno altamente no-lineal y disipativo; la deformacién plastica contribuye a disipar
rapidamente la energia cinética, y amortigua las oscilaciones y los efectos de inercia
asociados. El comportamiento viscoso de ciertos materiales, como los polimeros, también
ofrece un mecanismo de amortiguacion similar a la plasticidad.

Entonces, puede decirse que un problema dindmico admite una aproximacion cuasi-estatica
solo cuando los efectos inerciales son despreciables (¢t > tr) y el material no presenta alta
sensibilidad a la velocidad de deformacién. De lo contrario, debe tenerse en cuenta la
energia cinética y serd necesaria una formulacién dindmica.

2.3.2. Propagacion Dinamica de Fisuras y Arresto.

La solicitacién rapida de fisuras esta asociada principalmente a los problemas del tipo (i),
mientras que la propagacién se asocia a aquellos del tipo (ii). Como se menciond en la
Seccion 1.2.1.2,, el disefio frente al RCP destinado a la prevencién de la iniciacion de fisuras
resulta extremadamente complejo. Es por este motivo que se lo categoriza como un
problema de propagacién, como los descritos a continuacién.

Cuando la fuerza impulsora de la extension de la grieta G supera la resistencia del material
R, la estructura se vuelve inestable y ocurre el crecimiento rapido de la fisura. Si el inputde
energia supera el valor minimo necesario para la creacion de superficie libre se produce un
exceso de energia. Segin las leyes de la termodinamica, este excedente no puede
simplemente desaparecer, y debe ser transformado en energia cinética (drea sombreada de
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la Fig. 2.9). En consecuencia, la fisura crece a una velocidad que depende de la magnitud de
esta nueva forma de energia [3].

'}
G.R

Energia
G Cinética

)

(V]

Longitud de Fisura
Fig. 2.9 Generacion de energia cinética en exceso.[3]

De manera similar a como se utilizaron las Curvas de Resistencia para describir el proceso
cuasi-estatico, pueden utilizarse para el problema dindmico, Fig. Z.70. Las curvas de la Fig.
2.5'indican de manera general las condiciones bajo las cuales la estructura es estable o bien
inestable, dependiendo de si la fuerza impulsora es mayor o menor que la resistencia del
material, ecuaciones (2.13) y (2.14). Estas expresiones se aplican principalmente al instante
de iniciacién de la fisura y, por ende, la propagacién debe tratarse a parte.

a

o

Longitud de Fisura

Fig. 2.10 CurvaK; — Kg. Propagacion dindmica de fisura y arresto. (1) K; = K¢ ; Iniciacion de la fisura.
(2)K; > K, ; La fuerza impulsora supera la resistencia del material y el exceso de energia se almacena
como energia cinética. (3) K; = K, ; Punto donde deberia producirse el arresto, pero existe un exceso de
energia cinética. (4) K; = K;, < K4, Arresto real de /a fisura al liberar la energia cinética. 3]

Segun la Fig. 2.10,1a iniciacion de la fisura se da cuando el factor de intensidad de tensiones
alcanza el valor critico antes definido K;;. Una vez que la grieta comienza a crecer, el
material ofrece menos resistencia, es decir, la resistencia a la propagacion es menor a la de
iniciacién. El parametro que caracteriza esta propiedad se define como K o G y adquiere
un caracter dindmico. El arresto o detencidn ocurre cuando la fuerza impulsora externa,
expresada en términos de K; o G, es igual o menor a K, o Gp. La Fig. 2.10 muestra una
situacion particular donde el sistema provee cada vez menos energia a medida que aumenta
lalongitud de fisura (curva K; (a) de pendiente negativa). Durante el crecimiento (a > a,),
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existe un punto en donde la curva de resistencia y la curva de la fuerza impulsora se cruzan.
Si el fenémeno fuese estatico, este punto representaria el arresto al alcanzar el valor del
factor de intensidad de tensiones K4, tenacidad de arresto. Sin embargo, el arresto se da
efectivamente a un valor menor K, o tenacidad aparente de arresto K;, < K;, , debido a
que, como la propagacién se trata de un proceso dinamico, el sistema almacena energia
cinética que puede recuperarse y seguir contribuyendo al crecimiento. A diferencia del
primero, K;, no representa una propiedad intrinseca del material.

Esta inconsistencia en el analisis conduce a definir pardmetros “aparentes” de la MF, y se
debe a que la curva antes presentada es calculada en base a una aproximacion cuasi-estatica.
Es decir que, al no incluir la energia cinética como una contribucidn adicional a la energia
total del sistema el arresto no se da a los valores esperados, sino a valores menores.

2.3.2.1. Calculo Dinamico de la Fuerza Impulsora

El balance energético propuesto en la Seccién 2.2.1. que condujo a la definicién de G puede
modificarse para incluir todos los fendmenos cinéticos antes mencionados.

El principio de conservacion permite relacionar la diferencia entre la energia introducida al
sistema por las fuerzas externas W y la energia disipada W, con el cambio de energia
potencial de deformacién U y la energia cinética Ey:

Si se toma la tasa de cambio de estas magnitudes por unidad de area de fisura creada 4, y se
reordenan los términos resulta:

dW dUs dEx  dWs
dA dA dA  dA

(2.21)

La energia disipada es lo que se definié6 como la resistencia dinamica a la fractura Gp
(término de la derecha), que resulta una propiedad del material.

_ dw

- (2.22)

Gp

El balance de energia restante entre el trabajo realizado por las fuerzas externas y el
consumo de energia de deformacion y energia cinética define la tasa de liberaciéon de
energia que provee la fuerza impulsora para la propagacion;

G=————— (2.23)
Con los términos Ug, Ex y W calculados como:

1
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1 au au
Ex==|p—=:-—=av (2.25)
2 Jat ot
W=f§-gd5 (2.26)

donde g y & representan el tensor de tensiones y de pequefias deformaciones
respectivamente, U el campo de desplazamientos, t el vector tensiéon que actiia en la
superficie S del volumen de control V. La variable t representa el tiempo y p la densidad del
material [11].

A bajas velocidades, los términos cinéticos pueden despreciarse y se recupera la igualdad
G = G antes vista. Pero en los casos de RCP estos términos cobran relevancia y G, debe
ser reemplazado por §Gp. Este pardmetro indica el trabajo que debe ser suministrado al
frente de una fisura propagante para separar una unidad de drea del material, y resulta una
funcién de la velocidad de la grieta a. La ecuacidon (2.23), probablemente la mas importante
de este trabajo, indica que el flujo de energia hacia el frente de fisura resulta de la diferencia
entre el inputde energia externa y aquella que se transforma en energia potencial y cinética.
Es decir, del total de la energia que ingresa al material, parte se almacena como potencial y
parte como cinética, y el resto es lo que impulsa y sostiene el crecimiento.

El criterio de fractura para la propagacién y arresto puede formularse de la siguiente
manera.

{g(t, a) = Gp(a);propagaciéon dindmica de la fisura. 2.27)

G(t,a) < Gp(@); arresto de la fisura.

2.3.2.2. Velocidad de Propagacion

La velocidad con que viaja la fisura estd determinada por la energia cinética que la
estructura agrietada es capaz de almacenar y recuperar. Se han observado casos de
velocidades similares a la del sonido en el sélido c,, y se ha determinado que el limite
superior esta dado por la velocidad de propagacién de las ondas superficiales de Rayleigh,
¢, Este resultado fue hallado por Freund a través de un analisis numérico del crecimiento
dinamico de fisuras en cuerpos eldsticos semi-infinitos. Este autor determin6 ademas que
la velocidad es independiente de la energia de fractura [12].

2.3.2.3. Resistencia a la Fractura Dinamica y Arresto

La resistencia que el material opone al agrietamiento resulta una funcién de la velocidad de
propagacion Gp(a) (o K;p(a)), y en el limite @ — 0 tiende al valor cuasi-estatico de arresto
Gp = G4 (0 K;p = K;4). Como se menciond anteriormente, la resistencia dindmica es de
menor magnitud que la resistencia a la iniciacion G;¢ (o K;¢). Esto se debe principalmente a
que una grieta en crecimiento tiende a ser mas aguda y a presentar una region de plasticidad
mas pequefia alrededor de su punta. Por el contrario, una fisura estacionaria admite
plasticidad mas extendida y la activacion de otros mecanismos de aumento de tenacidad,
por lo que se requiere una mayor cantidad de energia para iniciar el crecimiento que para
sostenerlo.

La ecuacién (2.27) define las condiciones necesarias para el avance de una grieta,
condiciones que deben cumplirse en cada instante de tiempo del proceso. Si eventualmente
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G(t) cae por debajo de G, (a) la propagacion no puede continuar y la fisura se arresta. La
detencion puede ocurrir cuando se da alguna de las siguientes situaciones:

e La fuerza impulsora suministrada por el sistema disminuye a medida que la fisura
se hace mas grande.

e Laresistencia del material aumenta.

e La fisura ingresa en una regiéon compuesta por un material de mayor tenacidad, en
una region con un gradiente térmico positivo o bien su avance es interrumpido por
dispositivos que fuerzan su arresto.

La primera situacién es la que presenta mayor importancia para el fenémeno de RCP. El
objetivo del andlisis aqui propuesto es determinar bajo qué condiciones el sistema es
incapaz de proveer la suficiente energia como para mantener una propagacién extendida.
Sin embargo, el estudio de la detencién del crecimiento no es trivial dado que no esta
gobernado solamente por las propiedades del material. Podria pensarse que el arresto se
trata de un fen6meno cuasi-estatico porque, en el momento de la detencidn, la velocidad se
hace cero a = 0. De esta manera, resultaria légico utilizar parametros calculados de manera
no dinamica (Fig. 2.10).Sin embargo, el hecho de que se hayan observado arrestos de fisuras
a altas velocidades hace que dicha aproximacién sea inadecuada, y hacen su andlisis algo
mas complejo.

2.4. Fractura en Polimeros

En esta seccion se definen algunos conceptos de la Mecanica de Fractura aplicados al caso
de los materiales poliméricos que cominmente se utilizan en las tuberias de transporte de
fluidos.

La fractura en polimeros es un modo de falla que se manifiesta como el resultado de un
debilitamiento de los enlaces moleculares, la separacion de las cadenas poliméricas y que
culmina con la separacion de dos superficies. En las tuberias plasticas, tiene lugar debido a
la accion de varios factores que incluyen las cargas externas, la acciéon de agentes quimicos,
gradientes térmicos, el proceso de produccidn y las condiciones de servicio.

El proceso de fractura involucra algunas de las siguientes etapas:
(1) Debilitamiento de los enlaces moleculares.
(2) Crazing o micro-cavitacion.
(3) Formacion de una fisura estacionaria.
(4) Crecimiento lento de la grieta (SCG).
(5) Propagacion de la grieta.
(6) Propagacion rapida de la grieta (RCP).
(7) Rotura total.

Crazing El crazing o cavitacion es el nombre que se le da a los micro-huecos que se forman
en regiones del material altamente deformado, y que se desarrollan de manera similar a una
fisura. Son observados principalmente en los polimeros amorfos y semicristalinos.
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Cuando un polimero es tensionado, se desarrollan en él zonas de micro-fluencia que se
localizan alrededor de los defectos preexistentes. Alli, la tension se intensifica y causa la
formacién de zonas de deformacién delgadas con forma de placa, y que crecen en planos
normales a la direccién de traccién principal. Es esta localizacién de la deformacién la que
da origen a la formacién de micro-huecos (del orden de 10 nm). Posteriormente y con el
aumento de la tension, los micro-huecos crecen y provocan una expansion del volumen, una
cavitacion o craze (Fig. 2.11). La diferencia entre una cavidad de este tipo y una fisura es
que esta ultima esta caracterizada por una separacion completa de la superficice, mientras
que, dentro de un craze, las superficies se mantienen unidas por fibrillas moleculares. A
medida que la solicitacidn sigue aumentando las cavidades se multiplican y el material entre
medio se estira. Cuando las fibrillas se rompen y las cavidades coalescen, la tension en el
vértice del crazeaumenta y da paso a la formacién de una fisura macroscépica.

Carga '-

T Cadenas orientadas

. Veértice del craze
SN

W

Distancia entre fibrillas
10-20 nm

-
N |
N\

Material sin deformar

Espesor
10-1000 nm

Espesor
<25nm

Fibrilla ¢ 5-20 nm
B

Fig. 2.11 Zona fibrilar de un craze. [https.//www.wikiwand.com/en/Fracture_in_polymers]

Crecimiento de una grieta o cracking. Una vez formada, la grieta macoscopica puede crecer
y provocar la rotura de la estructura por uno de los dos mecanismos principales ya
definidos, el SCG o el RCP. Ademas, el tipo de falla puede adquirir un caracter fragil, ductil o
mixto.

De manera resumida, la falla dxictil es es un proceso lento acompafiado por una deformacién
plastica del material. Esta plasticidad hace que la grieta no se extienda a menos que se
aumente la tension externa. La superficie libre resultante muestra zonas de acuellamiento
o adelgazamiento de pared y una apariencia rugosa consistente de micro-huecos y hoyuelos.

Por otro lado, la fractura fragil crece de manera rapida con nada o poca deformacién
plastica. En consecuencia, deja a la vista una superficie lisa con angulos y bordes agudos.
Este ultimo tipo de falla es el mas daifiino y catastréfico, y el fenémeno de la propagacion
rapida de fisuras es uno de sus subtipos.

Muchos polimeros gozan de una alta resistencia a la iniciacién dado que cavitan o se
deforman plasticamente alrededor de la fisura tensionada. Esta deformacién acttia como un
mecanismo de aumento de tenacidad y endurecimiento al redondear el vértice de la fisura
(crack-tip blunting) y disminuir la criticidad del defecto. Sin embargo, la resistencia al
avance de una grieta en movimiento o propagacién es menor. Micromecanicamente, esto se
asocia con el hecho de que a altas velocidades de deformacion la capacidad intrinseca del
material de endurecer por deformacion se reduce. A pesar de que la cantidad efectiva de
enredos (entangelments) entre fibrillas aumenta y contribuye a una mayor resistencia, la
baja conductividad térmica de estos materiales establece condiciones adiabaticas en la
punta de la fisura que tienen un efecto contrario. El calentamiento local provoca un
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ablandamiento del material y lo hace mas susceptible a la propagacion. Para que un
polimero pueda disipar energia a altas velocidades de deformacién debe ser capaz de relajar
mecanicamente en intervalos cortos de tiempo. Y, como los grados de resina que se utilizan
actualmente para la construccién de tuberias de transporte no son capaces de lograr esto,
son potencialmente susceptibles a sufrir RCP.
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3. PROPAGACION RAPIDA DE FISURAS

3.1. El Fen6meno de RCP

Como se menciond anteriormente, el fenémeno de la Propagacion Rapida de Fisuras (RCP)
hace referencia a un proceso de fractura fragil observado en tuberias de transmision
presurizadas con gas u otro tipo de fluidos. Se caracteriza por la extension axial de una grieta
larga a velocidades que superan los 100 ms™1, y que es acompafiada por un rapido escape
del fluido contenido. La rapidez del crecimiento estd controlada por la velocidad de
descompresion del gas, y el balance de estas dos velocidades es el resultado de la compleja
interaccidn estructura-fluido. Dicho balance depende de las propiedades del gas, del tamafio
de la linea de distribucidn, las condiciones del medio circundante y las propiedades
mecanicas del material.

El RCP tiene lugar bajo condiciones particulares, principalmente ocurre cuando se
sobrepasa una presion critica de colapso pc. A este nivel de presion la grieta es capaz de
crecer en un estado cuasi-estacionario (velocidad constante) a lo largo de todo el material.
Por el contrario, por debajo de dicha presidn, la fisura se desacelera y se arresta a cortas
distancias por ausencia de fuerza impulsora suficiente. En resumen:

e sip > p. — Propagacion en un estado cuasi-estacionario.
e sip <p. — Arresto de la grieta.

El valor critico de la presion estad determinado por la temperatura, las dimensiones de la
tuberia, las propiedades del material, las condiciones de procesamiento, la presencia de
tensiones residuales, las condiciones de servicio y el estado de envejecimiento del material,
asf como también de las propiedades fluidodindmicas del medio presurizante y de las
condiciones del entorno.

Se ha determinado que, ademas de un valor de presion, existen también una temperatura y
un espesor criticos. La temperatura critica T establece el limite entre un comportamiento
ductil y un comportamiento fragil del material. Se define como la minima temperatura a la
cual la tuberia es lo suficientemente tenaz para arrestar la fisura y no desarrollar una
propagacion fragil. De esta manera:

e siT > T, — El material de la tuberia se comporta de manera ductil capaz de
detener el avance de la fisura.

e siT < T, — El material de la tuberia se fragiliza y es susceptible a la propagacion
rapida.

Si bien las tuberias se encuentran solicitadas en condiciones de deformacion plana, el

espesor de pared también es capaz de inducir una transicién entre comportamientos

ductiles y fragiles. En este caso, se trata de un cambio inducido por la geometria. El espesor

de pared critico h¢ se define como el valor debajo del cual el fenémeno de RCP no puede
darse:

e sih> he — Espesores grandes de pared establecen estados de deformacién plana
en la estructura, estados triaxiales de tension. Bajo estas condiciones, las
capacidades de deformacidn del material se encuentran restringidas y se induce un
comportamiento fragil.
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e sih < hg — Espesores de pared pequefio hacen que prevalezca un estado plano de
tensiones. Esto promueve la activaciéon de los mecanismos de deformacion del
material, el cual es capaz de deformarse plasticamente previo a la fractura y mostrar
un mecanismo de falla ductil.

Por ultimo, y con lo que a las caracteristicas generales del fenémeno respecta, se han
registrado fisuras axiales que adoptan formas rectas, asi como también fisuras de
morfologia sinusoidal (Fig. 11 dy Fig. 1.2)y con bifurcaciones [1].

3.2. Caracterizacion Experimental

Existen tres requerimientos basicos para asegurar la confiabilidad de un material a la hora
de ser utilizado en la construccion de tuberias de distribucion. En el caso particular de las
tuberias plasticas, las resinas poliméricas deben:

(i) presentar un valor minimo de MRS para asegurar la resistencia a la falla ductil,
(ii) presentar una excelente resistencia al SCG, y

(iii) presentar alta resistencia a la fractura fragil exhibida en condiciones criticas de presion
y temperatura.

En el desarrollo de nuevas resinas para este tipo de aplicaciones es necesario considerar
una gran cantidad de variables. Estas incluyen: la naturaleza de catalizadores, las
condiciones de polimerizacion, los tipos de reactivos, entre otras. Todas ellas tienen una
marcada influencia en las propiedades finales del material.

Desde que se identificé al RCP como un mecanismo de falla altamente destructivo, se ha
puesto un gran esfuerzo en la tarea de caracterizar la respuesta mecanica de los materiales
para cubrir el item (iii). Los principales métodos utilizados se describen a continuacién.

3.2.1. Determinaciéon de la Presidn Critica

El test de escala completa FSy el test de escala reducida S4 se han utilizado para determinar
experimentalmente las condiciones bajo las cuales un determinado grado de polimero es
capaz de sufrir RCP.

3.2.1.1. El Test a Escala Completa (Full Scale Test)

El ensayo a escala completa, descrito brevemente en la Introduccion, se utiliza para
determinar la presién maxima admisible de una tuberia plastica enterrada, por encima de
la cual una fisura fragil se precipita y propaga rapidamente. Este valor se obtiene luego de
realizar pruebas a diferentes presiones p, y medir la longitud de fisura final, hasta lograr un
crecimiento que exceda el 90 % de la longitud total de la tuberia. Adicionalmente, permite
realizar analisis cualitativos complementarios de la respuesta del material.

El principal resultado del FST es la distincion de las diferentes etapas que constituyen la
propagacion rapida. La primera de ellas es la iniciacién. En condiciones de servicio esta
suele producirse por la accién de fuentes externas; en cambio, en el test FS, es inducida por
el impacto de una cuchilla de acero. La iniciaciéon estd caracterizada por un estado
transitorio altamente dependiente del tiempo, y que resulta muy similar al descrito en el
Capitulo 2 cuando se mencioné el concepto de tiempo caracteristico t;. Luego de esta
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primera etapa, la fisura alcanza un estado cuasi-estacionario. La grieta viaja a velocidad
constante, y la configuracién de la tuberia deformada alrededor de la punta de la fisura no
cambia para un observador que se mueve con ella a la misma velocidad y en la direccién de
la propagacion. Esto sugiere que, si la tuberia es lo suficientemente larga, el crecimiento
podria proceder de manera indefinida. Finalmente, la dltima etapa concluye con la rotura
total, o bien con el arresto repentino del crecimiento.

Durante el RCP en un gasoducto las paredes de la tuberia se "abren" y el fluido comienza a
escapar por detras de la punta de la grieta en movimiento. Asi, se establece una onda de
descompresiéon que se propaga en la seccién que se encuentra frente a la grieta. Esta onda
se adelanta a la fisura, la sobrepasa, y deja una regiéon en donde la presiéon disminuye
gradualmente hasta hacerse cero. Es decir, se establece un perfil de decaimiento de la
presion detras de la estela de la grieta. La prueba FS simula estas condiciones y permite
estudiar la dindmica del escape del fluido [2].

A su vez, el FST ha permitido demostrar que el RCP se trata de un fendmeno de fractura
sumamente fragil. La rotura deja como resultado superficies suaves y lisas con deformacién
plastica en pequeiia escala, aun cuando el polimero presenta alto grado de ductilidad (Fig
3.1). Ademas, ha permitido determinar las caracteristicas de la trayectoria de la fisura, la
cual adopta un cardcter recto a presiones que exceden la presion critica p.. , pero que
tiende a formas sinusoidales a velocidades de propagacién moderadas.

Fig. 3.1 Superficie de fractura (RCP - FST). 2]

3.2.1.2. El Test en Estado Estacionario de Pequefia Escala (Small-Scale Steady
State Test)

Al igual que su contraparte a escala completa, el test S4 inicia una fisura de crecimiento
rapido en una tuberia enfriada y presurizada con aire a través de un percutor. Una vez
creada, la grieta abandona la zona de iniciacién y se propaga o arresta en la longitud de
testeo dependiendo de las condiciones de ensayo. Como se describi6 en la Introduccioén, la
ventaja que ofrece esta configuracion es la utilizacién de especimenes de tan solo 7 — 8
didmetros de largo. Sin embargo, el uso de longitudes mas cortas requiere de la introduccion
adicional de las siguientes modificaciones sobre la tuberia de prueba (Fig. 3.2):

e Jaula de contencioén: el tubo se introduce dentro de una jaula de contencién formada
por anillos concéntricos. Limitan la deformacién radial de las paredes del tubo como
resultado del escape del fluido.
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o Bafles de descompresidon internos: se afiaden discos internos que dividen la secciéon

interna de la tuberia en segmentos equiespaciados. Previenen la descompresién
axial de la presion observada en el FST.

Zona de Iniciacion

=0.7D 0.7D

Longitud de Testeo =5D

_——Percutor

Tuberia a Testear —._ )
== T - T e T T - T

...... W

2D

i ‘,// (—I L—! I—! |_
Yunque _/ Amllus de la Jnuln de _- Bafles de L
Contencion Descompresion

Fig. 3.2 Fsquema del Espécimen de Prueba del $4T.

Tanto la limitaciéon de la deformacién de las paredes que reducen la apertura de la tuberia,
como el seccionamiento en camaras individuales de presion que generan los bafles,
mantienen la presidn en la punta de la fisura y reducen la descompresidn. De esta manera,
las modificaciones permiten establecer el crecimiento en estado estacionario en longitudes
mas cortas al restringir el transitorio inicial violento. Ademas, evitan el efecto conocido
como “arresto falso”, en donde la fisura se detiene a muy altas presiones debido a una
descompresion exageradamente acelerada. Este arresto es un efecto espurio generado por
las condiciones del test y no tiene correspondencia con lo que sucede en aplicaciones reales.

La siguiente figura muestra la forma de campana tipica que adopta la fisura abierta, asi como
también, una trayectoria sinusoidal de propagacion.

Fig. 3.3 Propagacion en una tuberia de PVC, 110 mm de didmetro, en el test S4. (La flecha indica el frente de
la grieta) [2]
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Cabe destacar que la version original del test, disefiada por Yayla y P.S. Leevers (1989), ha
sido modificada por Gregory (1995) para instrumentar las mediciones y poder obtener
propiedades de fractura del material. Esta modificacién permite registrar la velocidad de
propagacion a con una serie de cables contadores (timing wires), asi como también la
evolucion de la presién a lo largo del proceso mediante transductores de presion.

3.2.1.3. Correlacion FST-S4T

Ambos ensayos intentan simular las condiciones de servicio de una tuberia enterrada. Sin
embargo, las presiones de colapso medidas a través del S4T resultan siempre menores a las
obtenidas del FST, p.., < pc,. La correlacion entre estos resultados no es directa, y es un
tema de discusion aun vigente [3]. La dificultad de establecer una relacion entre ellas radica
en que la magnitud de presidn critica denota una compleja transicién en comportamiento
del material, que es resultado de la interacciéon entre la velocidad de propagacién, la
temperatura y el espesor de pared.

Los factores que pueden influir en esta diferencia son diversos. A continuacion, se detallan
algunos de ellos.

Dinamica de Fluidos

En el FST, la presidn que contribuye al crecimiento de la fisura no es la presién inicial del
fluido p,. La descompresién parcial que genera el escape del gas a través de la abertura hace
que la presién adquiera un valor menor p; < p, en la punta de la grieta. Por este motivo, es
p; la presion que debe considerarse como la causante de la propagacion en caso del FST. En
cambio, como la inclusién de los bafles internos en el S4T evita esta descompresion, la
presiéon que contribuye al agrietamiento en este test es directamente p,. La relacion entre
la presion inicial y la presién del gas parcialmente descomprimido permite establecer un
factor de correlacion entre la presion de ambos ensayos al considerar p.., ~ Py ¥ Deps™ Pt

Peps = 3,6 Peg, + 2,6 (3.1)

Este factor de correlacién se atribuye principalmente a la diferencia en el comportamiento
del fluido en los dos test. Su aplicabilidad es limitada, solamente valida bajo ciertas
condiciones especificas. Por ejemplo, diferentes grados de polimero PE demuestran una

gran dispersién del cociente Pcgs /PcS . A su vez, algunas modificaciones vigentes del test S4
4

también influyen en este factor de correlacion. La configuracion del ensayo fue modificada
para asegurar que la iniciacién provocada por el percutor no influya en la subsiguiente
propagacion. Para ello se introdujo un mecanismo de arresto que previene el impacto
directo entre el percutor y las paredes de la tuberia. Este cambio mejora ampliamente la
consistencia del ensayo, pero permite que las paredes se abran libremente durante la
fractura. Esto reduce la presion p.., e incrementa el factor de correlacion hasta valores
mayores a 5. Entonces, no toda presién obtenida por medio del S4T puede ser escalada a
través de la ecuacion (3.1) para calcular p,, dado que esta simple relacién no captura la
influencia de todos los factores intervinientes [3].

Relleno de la Zanja

En condiciones de servicio, el desempefio de la tuberia se ve afectado por el medio
circundante, y en especial, por el relleno de la zanja donde se entierra. Este relleno restringe
la deformacion de sus paredes y limita la transferencia de energia desde el fluido hacia la
grieta en crecimiento. En el caso extremo que la deformacién radial se halle totalmente
impedida, la tinica contribucién energética a la fuerza impulsora seria la energia elastica
almacenada en la estructura. Entonces, es loégico pensar que la restriccion del medio
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circundante provoca un incremento de la presion critica p al disminuir el aporte energético
del fluido que deforma las paredes. Como consecuencia de esta deformacion, el material del
suelo que rodea la tuberia se acelera y absorbe energia cinética al tener cierta inercia. Esta
transformacion de energia disminuye la energia efectiva que podria disiparse al crear nueva
superficie. Por lo tanto, la accion del medio disminuye la fuerza impulsora para la
propagacion, y hace que se requiera mayor presion para provocar el RCP [4].

En el FST la tuberia se entierra al menos 100 mm por debajo de la superficie. Por el
contrario, en el otro test, el tubo se deja por encima del nivel superficial y se recrea asi una
situacion mas critica. Esta diferencia en las condiciones de ensayo es una contribuyente mas
a la discrepancia de los resultados.

Tensiones Residuales

El procesamiento del material desde su forma en pellets hasta el tubo conformado se hace
por extrusiéon. El material fundido, mezclado y homogeneizado es presurizado en una
extrusora, y forzado a fluir a través de un molde o cabezal donde adquiere su forma final. A
la salida de la extrusora el material es enfriado y forzado a solidificar (cristalizar) por
diferentes mecanismos de refrigeracion.

Los parametros de procesamiento velocidad de extrusién y velocidad y tipo de enfriamiento
influyen fuertemente en las siguientes caracteristicas del producto:

e Geometria del tubo.
o Perfil de cristalinidad en la pared y a lo largo del espesor.
o Perfil de tensiones/deformaciones residuales como consecuencia del ciclo térmico.

A su vez, todas ellas modifican el desempefio del material tanto en servicio, como en los
ensayos de caracterizacion. Los perfiles de cristalinidad influyen sobre las propiedades
mecanicas, dado que regiones con mayor porcentaje de polimero cristalino son capaces de
absorber mayor energia de deformacion y provocar un aumento de la presiéon necesaria
para la ruptura. Por su parte, las tensiones y deformaciones residuales se suman a las
solicitaciones que sufre la tuberia y modifican la fuerza que impulsa el crecimiento.

La deformacién residual y su distribucién en el material estan directamente determinadas
por el método de post-enfriamiento. Segtin como el material pierda calor, los gradientes de
temperatura que se generan en el espesor dan origen a inhomogeneidades en la
cristalinidad y a la formacion de esfuerzos residuales. Se distinguen dos tipos de
enfriamiento:

e Refrigeraciéon Simple: El enfriamiento se produce Unicamente extrayendo calor
desde la superficie externa del tubo. Se generan areas de mayor cristalinidad en la
parte interior y un perfil de tensiones residuales asimétrico (traccién en la cara
interna y compresion en el exterior).

e Refrigeracion Dual: El enfriamiento desde ambas superficies da origen a regiones
de baja cristalinidad en ambos extremos del espesor de pared y una distribucion
simétrica y balanceada de esfuerzos residuales.

La presencia de estas tensiones tiene dos efectos opuestos sobre la performance del
material frente al RCP. Por un lado, la energia de deformacion extra que se almacena previo
a la fractura puede ser liberada durante la rotura y contribuir de manera adicional a la
fuerza impulsora. Pero, por otro lado, el perfil de tensiones casi parabdlico (Fig. 3.4) es la
fuente de la existencia de un momento flector My que acttia oponiéndose a la deformacién
radial de las paredes. Este esfuerzo tiende a mantener las superficies de fractura en
contacto, a disminuir la apertura de la fisura y reducir la fuerza impulsora.

49



Ingenieria en Materiales, Facultad de Ingenieria (UNMdP)
Estudio y Modelado del Fenémeno de Propagacion Rapida de Fisuras en Tuberias Plasticas Matias Emanuel di Mauro

El efecto del momento flector tiene mayor influencia que la contribucién energética
adicional. En consecuencia, esto hace que se requiera una presién adicional p,, para
mantener la propagacion [2]. Ademas, la magnitud y distribucion del momento varia en
funcién del enfriado, y es mas significativo en el caso de refrigeraciéon simple cuando los
perfiles de tensiones no son simétricos y estan desbalanceados. La ecuacion (3.2) es una
expresion aproximada para la magnitud de presién adicional puesta en funcion de la tension
circunferencial residual maxima oy y el diametro normalizado D* = D /h [3].

2
= — 3.2

Cabe destacar que no toda la energia residual almacenada es recuperada durante la fractura
debido alos efectos viscoelasticos del material (la relajacién de tensiones y deformaciones).
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Fig. 3.4 Esquema de perfiles de deformacion y momento flector residual en funcion del tipo de enfriamiento.

Las tensiones residuales no son iguales entre los especimenes utilizados en el S4T y FST
dado que la geometria, las dimensiones y por ende su proceso de confeccidn son diferentes.
Es muy posible que esta diferencia sea una causante adicional de la discrepancia
mencionada. Los siguientes resultados experimentales (Fig. 3.5) comparan la relaciéon

pCFS/pC en diferentes condiciones de ensayo con la relacion lineal predicha por la ecuacion
S4

(3.1), e ilustran claramente la ausencia de correlacion. La figura de la derecha muestra la
accion del momento flector de cierre, en especial cuando el camino de la fisura es ondulado.
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Fig. 3.5 Comparacion de la Funcion de Correlacion (—) con resultados experimentales de tuberias
() enfriadas de manera simple con relleno (©) enfriadas de manera dual con relleno y (H)
enfriadas de manera simple, sin relleno. Esquema de accion del momento de cierre. [3]

Patrén de Crecimiento de la Fisura

El patron de crecimiento afecta directamente a la fuerza impulsora. Cuanto mas ondulado
sea, mayor sera el area de fractura creada por unidad de longitud de tuberia. Es decir,
cuando la trayectoria no es recta, se genera mayor cantidad de superficie nueva que cuando
la trayectoria no se ondula. Entonces, la propagacién de grietas rectas requiere de menor
energia, o lo que es lo mismo, de presiones menores. Dado que la forma de la fisura varia
entre los especimenes del S4T y FST, esto también aporta al problema de la correlacion [3].

3.2.2. Ensayo de Impacto Charpy Instrumentado

Debido a la falta de practicidad y a los costos de la realizacion de los ensayos S4 y FS, existe
un especial interés en el desarrollo de test mas econémicos y acelerados, que ofrezcan una
manera rapida y eficiente de evaluacion. Estos ensayos, denominados SMART (del inglés
Small-Scale Accelerated Reliable Test), deben permitir caracterizar el comportamiento que
el material tendria en un ensayo a escala completa o escala reducida [5].

Una prueba que podria ser capaz de cumplir con estos requerimientos es el ensayo de
impacto Charpy. Este conocido test utiliza un espécimen en forma de barra montado sobre
un soporte horizontal. En uno de los lados de la probeta se maquina una entalla cuyo eje
principal coincide con el eje vertical del espécimen. Un martillo de masa conocida se deja
caer en forma de péndulo desde una altura conocida, de manera que impacte y fracture al
material. La fuerza y el desplazamiento del martillo se registran como funciones del tiempo
de impacto durante la colision mediante distintos dispositivos de adquisicién de datos (Fig.
3.6).
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Fig. 3.6 Fsquema del equipamiento usado para un Ensayo de Impacto Charpy Instrumentado.

El estado de solicitacion al cual se somete la probeta corresponde a una flexion en tres
puntos. El impacto se produce sobre la cara opuesta a la superficie que contiene la entalla,
lo que facilita la iniciacién de la fisura desde la punta de la hendidura. La geometria de la
probeta provoca la concentracion de tensiones alrededor de dicho vértice y fuerza ala grieta
a crecer a lo largo del ligamento remanente.

El objetivo principal del ensayo es determinar la energia absorbida por el material durante
el impacto. La medicién se hace directamente a través de la altura que el péndulo adquiere
luego de separar al espécimen en dos (Normas ASTM D 6110, ISO 179-1). En el caso del
ensayo instrumentado, se registra la posicion del péndulo durante el impacto por medio de
sensores dpticos, y se empareja con la fuerza que el martillo ejerce sobre la muestra. Esto
permite la confeccién de diagramas de fuerza-desplazamiento, como el de la Fig. 3.7, que
pueden ser analizados utilizando las herramientas de la Mecanica de Fractura Dinamica
(Norma ISO 179-2). De esta manera, es posible determinar los parametros caracteristicos
de la MF que cuantifican la resistencia del material frente a la iniciacién y propagacion
inestable de la fisura [6].
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Fig. 3.7 Diagrama caracteristico Fuerza-Desplazamiento.

Una de las principales ventajas que ofrece esta técnica, tanto su version instrumentada
como no instrumentada, es la posibilidad de realizar ensayos a diferentes temperaturas. Asi
puede determinarse, por ejemplo, la temperatura de transicidn ductil-fragil del material
Tpr (sies que este la tuviera).
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El ensayo de Charpy Reverso es otra de las técnicas que pueden cumplir con los
requerimientos de la categoria SMART [7]. En esta configuracién, algo diferente de la
convencional, la probeta se impacta del lado de la superficie entallada. El objetivo de esta
prueba es medir la resistencia del material polimérico bajo la extensién rapida de una fisura
en condiciones de tensién plana. Esta magnitud se expresa como disipaciéon de trabajo
plastico por unidad de volumen, y puede ser utilizada como una componente que contribuye
a la resistencia total del material frente al RCP.

La falta de unicidad en la correlacién de los resultados de los ensayos S4 y FST, con los de la
prueba Charpy convencional y reversa, dificultan el uso de estas ultimas como SMART. Por
ejemplo, se ha demostrado que la energia de impacto medida a temperatura ambiente es un
indicador pobre de la tenacidad del material cercana a la temperatura T, del RCP. Esta
magnitud representa una energia promedio absorbida por un material cuya tenacidad
depende de la velocidad de propagacion. Como durante el ensayo dicha velocidad varia
continuamente, las energias medidas a temperatura ambiente presentan una gran
dispersién estadistica que dificulta el tratamiento de datos y la interpretaciéon de los
resultados. Ademas, la longitud del ligamento que atraviesa la grieta es muy corta y hace
que los efectos transitorios iniciales y efectos de bordes sean predominantes, y hagan que
los valores de resistencia a la propagacién asi medidos no sean adecuados [8]. Por otro lado,
la temperatura de transicién ductil-fragil obtenida por estos medios ha mostrado la misma
tendencia que los resultados del comportamiento en el S4T. Sin embargo, la correlacién no
es biunivoca y es altamente sensible al tipo de material testeado [5]. Otro conflicto esta
relacionado con la distincién entre dos propiedades del material diferentes en cuanto a la
resistencia a la ruptura por fractura: la resistencia a la iniciacién y la resistencia a la
propagacion. Como en el ensayo Charpy se mide una resistencia global que incluye ambas,
es necesario poder discernir entre estas componentes debido a que la resistencia a la
propagacion es la que realmente importa para el RCP. La eleccién del pardmetro obtenido
de los diagramas fuerza-desplazamiento y que se utiliza para caracterizar al material
tampoco es una tarea trivial. Algunos de los posibles a ser considerados son: la temperatura
de transicién Tpp, la pendiente inicial del diagrama (una mayor pendiente indicaria una
resistencia mas alta), la minima temperatura a la cual la resistencia a la propagacién
comienza a desarrollarse, la energia de impacto promedio, la temperatura a la cual se supera
la energia de impacto de 10 kJ/m? (valor tomado del ensayo S4), entre otros.

Como se concluye del parrafo anterior, el uso de este tipo de ensayos como métodos
evaluativos del RCP enfrenta muchas dificultades, sin embargo, se espera que una
comprension mas profunda del fendmeno permita su correcta implementacion.

3.3. RCP como Problema de Fractura Dinamica

El fendmeno de RCP es reconocido como uno de los problemas de la Mecanica de Fractura
Dindmica mas importantes de la actualidad. Involucra los siguientes tres aspectos fisicos
principales:

(i) Grandes deformaciones de las paredes.
(ii) Dinamica de fluidos.
(iii)Proceso de propagacion dinamico de la fisura.

A continuacién, se profundizan cada uno de ellos.
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3.3.1. Deformacién de las Paredes de la Tuberia

Al fracturarse, las paredes de las tuberias sufren grandes deformaciones y adoptan una
configuracién dependiente de la distancia respecto del frente de la grieta. El principal
causante de esta deformacién es el movimiento del fluido que escapa. Por este motivo, la
apertura de las paredes depende de la presidn aplicada, y a su vez, esta depende de qué tan
deformada se encuentre la estructura.

El modo de deformacién esta gobernado por la fuerza de presidn, la resistencia del material,
la rigidez de la estructura y la influencia del medio circundante. La apertura es causada
principalmente por los desplazamientos radiales y circunferenciales de las paredes detras
de la punta de la fisura. El desplazamiento axial (en direccion paralela al eje principal de la
estructura) que induce una leve deformacién fuera del plano, tiene un porte menor. Las
paredes adoptan la forma de aletas (#f/aps) y abren la grieta en forma de campana. Los
esquemas de la Fig. 3.8representan lo mencionado.

Direccion del
Crecimiento

Evolucion de la Deformacion
Paredes deformadas

( ) en forma de Aletas

(A) Area de Iniciacién

() .

(B) Comienzo del Crecimiento

(O

(C) Apertura en forma de Campana

Fig. 3.8 Esquema de la deformacion de las paredes de la tuberia. (Basado en[9])

Trayectoria
( de la Grieta

Punta de
Fisura

Fig. 3.9 Sistema coordenado cilindrico de la deformacion de las paredes. (Basado en [10])

La Fig. 3.9 muestra el sistema coordenado cilindrico {r, 8, z} utilizado para describir la
geometria de la deformacion. Desde el punto de vista mecanico, el desplazamiento de las

54



Ingenieria en Materiales, Facultad de Ingenieria (UNMdP)
Estudio y Modelado del Fenémeno de Propagacion Rapida de Fisuras en Tuberias Plasticas Matias Emanuel di Mauro

paredes es producido principalmente por flexién, con una minima elongacién
circunferencial 8 concentrada en la linea media del espesor. La configuracion es de
deformacioén plana y obedece a la inextensibilidad, es decir que, 1a deformacién superficial
en las aletas es constante a lo largo de las generatrices del cilindro que conforman el tubo
[9]- En caso de que la fisura axial crezca sin curvarse, la rotura puede pensarse como la
division en dos de la generatriz que contiene la trayectoria de la grieta. Esta se separa y
expone las superficies de fractura. Las aletas formadas a ambos lados son simétricas
respecto de la linea de esta trayectoria, y cada seccién transversal que las forman se
desplazan hacia afuera abandonando levemente el plano z = constante. Las generatrices
permanecen rectas, excepto por el pequefio desplazamiento fuera del plano transversal (al
eje del tubo) acomodado por un estiramiento en la superficie media del espesor en la
direccion del eje z [10]. La naturaleza inextensional de la deformacion es una restriccion
bésica en la configuracién geométrica adoptada por las aletas, y debe tenerse en cuenta al
modelar el fenémeno [11].

Por ultimo, cabe destacar que las caracteristicas de la deformacion estan determinadas por
el comportamiento viscoelastico y/o viscoplastico del material. Sin embargo, debido a las
reducidas escalas de tiempo en las cuales el fendmeno tiene lugar, es posible representar
dicho comportamiento mediante leyes constitutivas lineales elasticas como la Ley de Hooke
generalizada:

o =2ue+ A-tr(e)l (33)

donde g, £y I son los tensores de tensiones, deformaciones e identidad respectivamente, 4
y i son las constantes de Lamé y el operador tr(-) denota la traza del tensor.

3.3.2. Distribucion de Presién y Dinamica de Fluidos

El proceso de descompresion debido a la fractura ocurre en dos fases diferenciadas:

e Elflujo de retroceso axial que genera la propagacién de una onda de descompresion
frente a la fisura.

e El decaimiento de la presion del fluido remanente causado por la descarga
transversal.

La Fig 3.10esquematiza lo mencionado.
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Fig. 3.10 Esquema del proceso de descompresion del fluido durante la fractura. (Basado en [3])

Flujo de Retroceso

En la tuberia no fracturada, la presién interna puede considerarse constante y
homogéneamente distribuida con un valor definido p,. Cuando la grieta empieza a abrirse,
el fluido contenido en la regién del ligamento remanente frente a la punta de la fisura entra
en contacto con el medio externo. Este medio se encuentra a una presién menor, y se
establece asi un gradiente entre el interior y exterior del tubo. El gas se ve forzado a fluir y
comienza a desplazarse hacia la abertura, es decir, retrocede en direccién contraria a la
direccion de propagacion. Esta descompresion provocada por el flujo axial (a lo largo del
eje principal del tubo) se propaga en el sistema como una onda de presién. La Fig.3.10
muestra el plano que contiene el frente de dicha onda, el cual divide el ligamento remanente
en dos partes. La primera, comprendida entre la seccion transversal que contiene la fisura
y el frente de descompresion, alberga fluido a una presién menor que p,. La segunda region,
aguas arriba, alberga fluido no perturbado que conserva la presion inicial p,. Esta dltima
region no ha sido alcanzada atin por la onda de descompresion, y permanece inalterada.

La descompresion se propaga a la velocidad sonica en el medio (cercano a los 331 m/s en
aire a 0°C). Cuando este frente sobrepasa a la fisura que viaja a velocidad a, deja en la
primera region un perfil de decaimiento exponencial. Si la longitud de la tuberia es grande,
este perfil se estira lo suficiente y permite considerar la presiéon delante de la punta de la
fisura como constante para unos pocos didmetros de distancia [2]. La presion en la punta
de la fisura p; resulta entonces menor a p,,.

La disminucion de la presion depende de la velocidad con la que crece la fisura. A partir de
un modelo de flujo unidimensional propuesto por Maxey [12], es posible establecer una
relacion simplificada entre p; y p,. El modelo considera que la descarga se realiza en un
ducto semi-infinito que contiene un gas ideal inicialmente presurizado a p,(presiéon
substancialmente mayor a la presion externa del ducto). En cierto instante, se permite al
gas escapar desde un extremo del ducto y simultineamente este extremo comienza a
retroceder respecto del punto de observaciéon a una velocidad a (lo que simula la
propagacion de la fisura). El retroceso ocurre a una velocidad menor a del sonido en el
medio. Al imponer que la velocidad relativa de las particulas del gas en el extremo libre del
ducto sea igual a la del sonido (condicién de contorno), la resolucion de las ecuaciones de
flujo transitorio unidimensional (ec. de continuidad y balance de energia), en condiciones
adiabaticas, conduce a la expresion (3.4).

56



Ingenieria en Materiales, Facultad de Ingenieria (UNMdP)

Estudio y Modelado del Fenémeno de Propagacion Rapida de Fisuras en Tuberias Plasticas Matias Emanuel di Mauro
.2
a\jr-1
pt + 1 1— 1 :
- a<c
CO 0 (3'4)
a>c,

donde y es el cociente de calores especificos del gas a presion ¢, y volumen constante ¢,

Y = ¢p/cy ;¢ = |/YRT eslavelocidad del sonido en el medio y R la constante universal de
los gases ideales. La ecuacion (3.4) indica que, si la onda de descompresion es capaz de
sobrepasar a la fisura propagante a < c,, la presion se reduce en funcion de las propiedades
del gas y la relacion de velocidades a/co- En dichas condiciones, el flujo se asemeja al escape
de fluido a través de una boquilla obstruida, y el proceso no se ve afectado por el
movimiento del gas en la region situada detras de la fisura. Por el contrario, si la fisura crece
mas rapido de lo que se desplaza la onda de presidn negativa a > c,, el valor local en la
punta de la fisura serd igual al valor inicial p; = p,.

La expresion (3.4) es la que da origen a la funcion de correlacion (3.2). El cociente Pers /p054

se transforma en una funcion de a y y, si se reconoce que p; se corresponde con pg, ¥ P,
con p,, en las condiciones criticas. Al considerar al arresto de la fisura como un proceso
estatico con @ = 0 (lo cual constituye una aproximacion simplificada del fenémeno) y al
adoptar las siguientes propiedades del aire:

Tabla 3.1 Propiedades del aire como gas ideal.

GAS ¢y [k]/kg - K] ¢, [k]/kg - K] 14
Aire 1,0052 0,7180 7/5

de la ecuacion (3.3) se obtiene:

Pcs, T 1

= 0,279 3.5
pCFS + 1 ( )

Resolviendo para p.,, se llega a la ecuacion de correlacion:

pC5‘4

Pers = 5279

1
)= 3.6
+ (0’279 1) 3,6 Do, +2,6 (3.6)

Decaimiento de la Presién por Descarga Transversal

Detras de la fisura, la presiéon remanente p; no colapsa inmediatamente a la presién externa.
Desde el frente y hacia la estela de la grieta, la presion se pierde de manera acelerada a
medida que el flujo axial se incrementa. El gas escapa fluyendo de manera transversal a
través de la abertura creada por la fisura, a una velocidad que depende del tamafo de esta.
A su vez, qué tan abierta se encuentre la grieta depende de la propia presién. A una cierta
distancia detras de la punta de la fisura, conocida como longitud de decaimiento Ly, la
presion cae hasta el valor del exterior y pone fin al proceso de descompresion. Tanto la
longitud de descompresién como el perfil de presién tienen una gran influencia sobre la
magnitud de la fuerza impulsora [13].

Mediante el andlisis de los resultados de ensayos S4 instrumentados, se ha podido observar
que el perfil de presion detras de la fisura se asemeja a una funcién lineal. Estos resultados
estan de acuerdo con diferentes modelos analiticos y numéricos que aproximan el proceso
de descarga a un problema de flujo unidimensional. Las Fig. 3.711-12 muestran las sefales

57



Ingenieria en Materiales, Facultad de Ingenieria (UNMdP)
Estudio y Modelado del Fenémeno de Propagacion Rapida de Fisuras en Tuberias Plasticas

Matias Emanuel di Mauro

registradas por los traductores de presidn durante un S4T, asi como también el analisis
funcional de las curvas resultantes [14].
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Fig. 3.11 Decaimiento de la presion registrado durante un ensayo 54.
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Fig. 3.12 Presion experimental, curva de decaimiento y sus derivadas (54T) [14]

El perfil de presion esta caracterizado por los siguientes aspectos:

La curva principal tiene una forma sigmoidal, pero la mayor parte de la caida puede
aproximarse de manera lineal. La variacién se produce mayoritariamente en la
direccion de la tuberia y el cambio circunferencial es despreciable (independiente

de la coordenada angular 8).

La primera derivada muestra un minimo absoluto indicando el punto donde la
velocidad de descompresidn es maxima (DMR, Decompression Maximum Rate).
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e Lasegunda derivada, que representa la curvatura, muestra dos extremos distintos:
un minimo absoluto localizado donde comienza la descompresion (DS,
Decompression Start), que coincide con la ubicacidn de la punta de la fisura; y un
maximo absoluto donde la descompresidn finaliza (DF, Decompression Finish).

La distancia ubicada entre DS y DF es la longitud de descompresién caracteristica. Se ha
observado que la misma adopta valores entre dos a cuatro veces el diametro 2 — 4 D [15].
Cabe destacar que, si bien las graficas anteriores ilustran la variacién de la presién en
funcién del tiempo en el cual se registra la sefal, puede pensarse como si la variable
independiente fuese la posicion. La variable tiempo t puede convertirse en distancia axial z
(Fig. 3.13)sise considera que la fisura se propaga a velocidad constante a, y si se toma como
referencia el sistema coordenado ya presentado.

z=a-t
B {0 ; punta de fisura. 3.7)
2= Lp; longitud de descarga.

Presion

Distancia Axial
Fig. 3.13 Esquema del Eje Axial.

Por ultimo, es importante mencionar que el perfil puede caracterizarse a través de otro
parametro, el tiempo de descarga tp. Este hace referencia al tiempo que tarda la fisura en
recorrer la longitud de decaimiento al trasladarse a velocidad constante, y obedece la
siguiente relacién:

th —o162(2 1.2 v B8
D=\, D ¢,
o

donde p es la densidad del polimero, la inica propiedad del material presente en (3.8). La
ecuacién es un resultado de estimar el tiempo de descompresion a través de modelo de flujo
del gas en una dimensién que responde a un caso de flujo compresible y obstruido en un
recipiente infinito. Fue propuesto por Greenshields y Venizelos [14], y presenta una buena
correlacion con los resultados experimentales [16].
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3.3.3. Andlisis de la Mecanica de Fractura

Las herramientas de la Mecanica de Fractura pueden usarse para describir las condiciones
bajo las cuales se da la propagacion rapida. Resulta més sencillo analizar el problema desde
la formulacién energética presentada en la Seccién 2.2.2., teniendo en cuenta lo enunciado
en la Seccidn 2.3. respecto a la naturaleza dinamica del proceso.

3.3.3.1. La Propagacidn en Estado Cuasi-Estacionario

La condicién de propagacién puede ser expresada en términos de las siguientes
magnitudes:

e Fuerzaimpulsora (energy releaserate o crack driving force) G(a,t,p,D,SDR,E): es
la energia por unidad de area que el sistema es capaz de suministrar para sostener
el agrietamiento de la estructura. Es una magnitud externa, y puede pensarse como
la solicitacién ejercida por el propio sistema sobre el material. Es una funcién de la
longitud de la fisura a, el tiempo t, la presion p, la geometria de la tuberia D, SDR , y
el médulo elastico del polimero E.

e Resistencia a la fractura dindmica del material Gp (T, @, h): es una propiedad del
material que mide el requerimiento energético para crear dos nuevas superficies.
Es decir, es el trabajo por unidad de 4rea que es necesario suministrar para fracturar
al polimero. Resulta una funcién de la temperatura T, la velocidad de propagacion a
y el espesor del tubo h.

Analogamente a lo expresado en la ecuacion (2.27), esta condicidn resulta:

{g(a, t,p,D,SDR,E) = Gp(T,a, h); propagacion dinamica de la fisura. (3.9)

G(a,t,p,D,SDR,E) < Gp(T, a, h); arresto de la fisura.

El enunciado afirma que el crecimiento rapido es posible cuando la fuerza impulsora
impuesta por el sistema es capaz de equiparar continuamente la tenacidad del material. Por
el contrario, cuando el sistema que contiene la grieta en crecimiento no puede suplir mas la
energia requerida para la creacion de nueva superficie, la fisura necesariamente se arresta
y finaliza asfi el proceso dinamico e inestable de propagacion.

Desde el momento que se produce la iniciaciéon hasta que se establecen las condiciones de
propagacion caracteristicas del RCP, la tasa de liberaciéon de energia evoluciona en funciéon
de la distancia de propagaciéon como lo muestra la Fig. 3.14.
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Fig. 3.14 Evolucion de la fuerza impulsora en funcion de la distancia de propagacion.

El esquema hace evidente como la magnitud G comienza a crecer erraticamente desde cero
durante un periodo transitorio inicial. En el inicio, la velocidad de propagacién es muy alta
y fluctiia, mientras que la presién interna se mantiene en un valor cercano a p,.
Posteriormente, cuando la fisura ha crecido una distancia denominada Lgg, el sistema
abandona el estado transitorio para entrar en ya mencionado estado cuasi-estacionario. Al
alcanzaar la longitud Lgg, la fuerza impulsora adopta un valor constante que mantiene por
el resto del proceso. La velocidad de crecimiento varia de manera despreciable y puede
considerarse también como constante, con un valor a definido menor a la velocidad inicial
transitoria.

El punto Lgs coincide con la distancia en la que el area de la apertura de la fisura supera el
area de la seccion transversal del ducto (condiciones “totalmente desarrolladas” o filly
developed conditions). En este instante, las aletas en la estela de la grieta se forman por la
presion del gas, y fuerzan al material a desplazarse a una posicién que permanece
practicamente constante durante la subsiguiente propagacién. La ventilacion del gas y la
descompresion ocurren a un ritmo fijo que no decrece durante la ruptura. De esta manera,
se genera una configuracion geométrica estable en la punta de la fisura que viaja
atravesando la tuberia.

Tanto los campos de tensiones y deformaciones, como el perfil de presidn, alcanzan una
distribuciéon constante que se mantiene y se mueve siguiendo a la grieta con la misma
velocidad. Esto ultimo implica que el proceso de fractura es insensible a la longitud total de
la fisura, una vez que se ha desarrollado completamente el estado estacionario.

Si se considera que la velocidad de propagacion es constante, la variable tiempo puede ser
eliminada de la expresion (3.9). Ademas, si el proceso es independiente de la longitud de la
fisura y se comporta como si esta y la tuberia tuviesen una longitud semi-infinita, la variable
a también puede obviarse. De esta manera, se obtiene la siguiente expresion (valida
durante el estado estacionario):

{g(a, p,D,SDR,E) > Gp(T,a, h); propagacion en estado estacionario. (3.10)
G(a,p,D,SDR,E) < Gp(T,a, h); arresto de la fisura. '

Es importante mencionar que este particular estado del crecimiento puede perderse por
efectos de borde. La reflexion de las ondas de descompresion y de las ondas de
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flexion/extension (emanadas desde el vértice de la grieta), en los extremos libres del ducto,
son capaces de destruir la estacionariedad [17].

3.3.3.2. Caracteristicas de la Fuerza Impulsora

La naturaleza cuasi-estacionaria del RCP permite parametrizar el valor constante de G en
funcién de a. Es decir, para una determinada presion, la fuerza impulsora provista por el
sistema puede pensarse como una funcién de la tasa de crecimiento. Esta dependencia se
encuentra representada en la siguiente figura.

Régimen confrolado Régimen conlrolado
o par la Descampresion por la Inercia
< =
A
— Grmo

I'uerza Impulsora ¢

/

Presion en aumento

T~

Resistencia Dinamcia G

Resistencia a la Fractura Dindmica G,

a'l'!..ﬂ)’.‘

Fuerza Impulsora (Tasa de Liberacion de Energia)
4

Velocidad de Propagacion a
Fig. 3.15 Esquema de la parametrizacion G(&). (Basado en [17])

Para un nivel de presion constante, las curvas G(a) adoptan una forma de campana muy
caracteristica. Esto permite la distincion de dos regimenes:

e Régimen controlado por la descompresion: a bajas velocidades de crecimiento, el
flujo de energia hacia la punta de la fisura esta controlado principalmente por el
proceso de descarga. El trabajo que la presion realiza sobre las aletas de la tuberia,
durante la deformacién, representa la mayor contribucion a dicho flujo.
Posteriormente, G aumenta conforme a se incrementa porque la fisura comienza a
viajar mas cerca del frente de onda de descompresion.

e Régimen controlado por la inercia: en el limite de muy altas velocidades, los efectos
cinéticos e inerciales comienzan a cobrar importancia. En este régimen, la
aceleracion del sistema consume un gran porcentaje de energia en forma de energia
cinética y disminuye aquella utilizada para el agrietamiento. Esto se traduce en una
reduccidén en la magnitud de G.

La forma de campana permite definir un maximo G,,,,. Este valor extremo se alcanza a una
velocidad d,,,, y mide la maxima capacidad de entrega de energia por parte de la
estructura. La minima presién que es capaz de generar un maximo G,,,, que supere la
resistencia dindmica del material Gp, (Gmax = Gp), €s la presion definida como critica o de
colapso p.. Este nivel de presion sostiene la propagacion rapida a un ritmo cercano a @, -
Debe mencionarse que la Fig. 3.75 muestra una simplificaciéon del comportamiento del
material, pues considera la tenacidad como constante e independiente de a.

P =pc 2 G(Amax) = Gmax = Gp

La velocidad d,,,, a la cual se alcanza el maximo, la posicion del maximo, es una propiedad
del sistema y no varia con cambios de la presion [18].
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La Fig. 3.16 representa una situacion mas cercana a la realidad. En ella se muestra un
material cuya tenacidad tiene cierta variacidon con a. También, se muestran las curvas G(a)
de los test S4 y FS a diferentes niveles de presion. Aquellas correspondientes al ensayo de
escala completa adoptan la forma de campana antes mencionada. Si la presién p es menor
que pc, la fisura es incapaz de crecer y el RCP no ocurre. Sip = p.,., la funcion G(a) s
es igual a Gp (@) en al menos un punto (circulo negro relleno). La interseccion de las curvas
define las condiciones en las que el RCP es factible, pero solo el punto de la derecha puede
considerarse como una situacion estable [19].

Por el contrario, y para el ensayo S4, G(a)s4r) presenta una forma distinta de la campana,
aunque mantiene la misma tendencia. Esta diferencia se debe a las caracteristicas propias
de la prueba, en especial, es producto de la inclusion de la jaula de contencion. Si se efectia
un analisis analogo al del parrafo anterior, puede definirse el punto que hace estable la RCP
como la interseccion entre G(a)[sar) Y Gp (@). Se observa que, en este ensayo y en relacion
al FST, tanto las presiones de colapso como las velocidades de propagacién son menores.

\
\\ (/ Go
N
_ ~ G (FST)
g (54T) =P > Purs
P = Posa~_ P = Pers
P < Pcss

P < Pers

Resistencia a la Fractura Dindmica G,

Fuerza Impulsora (Tasa de Liberacién de Energia) G

Velocidad de Propagacion d

Fig. 3.16 Curvas G(a) para el S4T y FST (Basado en [19])

3.3.3.3. Influencia de los Parametros Principales

A continuacidn, se describe brevemente la influencia de los parametros relevantes que
modifican la performance del material.

Temperatura

A temperaturas mas altas, el aumento de la ductilidad conduce a un incremento de la
resistencia dindmica del material. Por este motivo, se necesitan presiones mas altas para
producir el colapso.

Espesor de Pared

Un espesor de pared mas grande restringe la capacidad de deformacion del material e
induce una respuesta mas fragil. Esto hace que la fractura posible a una presién menor. Sin
embargo, si el espesor varia, pero D* se mantiene constante, la presion de colapso no se
altera [19].
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Velocidad de Propagacién

Como se muestra en la Fig. 3.16laresistencia del material disminuye a mayores velocidades,
de la misma manera que un material se comporta de manera mas fragil a velocidades de
deformacién mas altas.

Propiedades del Gas y Presion

Como se mencioné anteriormente, la contribucién del medio presurizante a la fuerza
impulsora proviene del trabajo que el gas realiza sobre las paredes de la tuberia durante la
descompresion. La dependencia es cuadrética, es decir, G « p2. Lo mismo ocurre con la
longitud de descompresién, dado que ambas magnitudes p y L impactan de manera similar
sobre G. Asi, si p o Lp se duplican (o reducen a la mitad), el aporte a la fuerza impulsora se
cuadruplica (o reduce 1/ 4) (Fig. 3.17). Esto se debe a que el trabajo de las fuerzas externas
es realizado por presion p a lo largo de la distancia Lp, y es proporcional a la denominada
area de carga [15].

Area de g —

Fig. 3.17 Esquema de la influencia de la presion y la longitud de descompresion.
Se define el Area de Carga como el drea bajo el perfil lineal de presion a lo largo de Ia longitud Ly, y mide la
contribucion a la fuerza impulsora. Tanto un cambio en la magnitud de la presionp y la longitud Ly
producen alteraciones similares en el drea de carga. (Basado en[15])

Por otro lado, si las caracteristicas fisicas del gas permiten que este fluya mas rapidamente,
la descompresion se produce de manera mas acelerada. Si la presién se pierde en un lapso
de tiempo breve, y por lo tanto, en una longitud de decaimiento menor, la fuerza impulsora
se reduce y el arresto es mas probable [3].

Mo6dulo Elastico Dinamico

La elasticidad del material incide de manera compleja sobre el proceso de agrietamiento.
Cuanto mas rigido sea, menor sera la deformacién y menor sera la fuerza impulsora
experimentada. Sin embargo, la situacién cambia en el régimen de altas velocidades. La
reduccion de la apertura de la fisura restringe la transformaciéon de energia en energia
cinética y de deformacion. Bajo estas condiciones, la fuerza impulsora se ve incrementada y
la mayor rigidez del material es contraproducente [3].

Densidad

Mayor inercia del material provoca una disminucion del maximo G, =y un corrimiento
hacia valores menores de la velocidad a,,,, a la cual se produce [3].

No Linealidad del Material

La alinealidad del comportamiento mecanico del material provoca una reduccion de la
fuerza impulsora experimentada a altas presiones.
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3.3.3.4. Modelo Analitico de Irwin-Corten para la Fuerza Impulsora

Los primeros modelos destinados a la descripcion analitica del fendmeno RCP se atribuyen
a Irwin y Corten [20]. Basados en la teoria cuasi-estatica de la Mecanica de Fractura Lineal
Elastica (MFLE), el modelo permite llegar a una expresiéon cerrada que relaciona las
principales variables involucradas en el problema: la fuerza impulsora para la propagacion,
la presion interna, las propiedades del material y las caracteristicas geométricas del
sistema.

El andlisis asume las siguientes hipdtesis;

e El sistema se compone de una tuberia de pared delgada, de didAmetro externo D y
espesor h, sometida a una presion interna p,.

e El material puede ser representado por un modelo lineal elastico, caracterizado por
su mddulo de elasticidad E y su coeficiente de Poisson v.

e La energia de deformacién almacenada en las paredes de la tuberia solicitada, a
causa de la presion interna, es lo Unico que impulsa al crecimiento de la fisura.

e El fendmeno se considera cuasi-estatico, es decir, no se tienen en cuenta términos
cinéticos o dindmicos en el balance de energia.

e El fluido contenido es un fluido incompresible que almacena una cantidad de
energia de deformacion despreciable.

e La pared de la tuberia detrds de la punta de la grieta se descarga rapidamente,
completamente y sin desplazamiento radial.

La expresion para la fuerza impulsora bajo estas consideraciones asume la siguiente forma:

_ ™o’
8ER?

G (D — 2h)%(D — h) (3.11)

La deduccion de dicha ecuacion se encuentra en el Anexo ‘A’. Si se tiene en cuenta que el
proceso de propagacién es un fenédmeno dindmico, pueden reemplazarse como primera
aproximacion, los parametros G y E por sus equivalentes G y Ep. Es decir, reemplazar la
fuerza impulsora por la resistencia a la fractura dindmica del material (en condiciones
criticas de propagacion) y el médulo por el médulo dindmico. De esta manera, al resolver la
ec. (3.11) para la presion puede obtenerse la expresion (3.12) para el valor critico p,.

(3.12)

donde D* = D/h es el didmetro normalizado, también definido como SDR [21]. De acuerdo
con esta ecuacion, la presion critica varia con la raiz cuadrada del producto del médulo
dindmico y la resistencia dindmica del material, de modo que resulta proporcional a la
tenacidad dindmica del material K, el parametro de campo.

2
Gp =50 Ep (3.13)

Sin embargo, esta relacion entre G, y Kp no es trivial, en especial cuando se trata de
materiales viscoelasticos altamente dependientes de la velocidad de deformacién. La
aplicabilidad de la ecuacién (3.13) es sensible al valor del médulo dinamico, el cual debe ser
determinado a una velocidad de deformacién representativa [22].
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Este planteo analitico asume por hipétesis que la Unica fuerza impulsora que promueve la
propagacion de la fisura es unicamente la liberacion de la energia de deformacidn. Esta
energia almacenada en las paredes de la tuberia es disipada al momento de la creacion de
nueva superficie y al relajarse las tensiones. Es decir, se asume de manera implicita que el
término de energia cinética es cero, y que no hay efectos dindmicos que contribuyan a la
fuerza impulsora. Por este motivo, su validez se pierde a velocidades de propagacion altas
debido que los efectos de inercia se vuelven mas significativos.

Por otro lado, al no tener en cuenta la energia de deformacién contenida en el fluido
comprimido su implementacién a fluidos altamente compresibles, como los gases, es
inapropiada. Los gases son capaces de almacenar gran cantidad de energia interna debido
a su capacidad de contraerse/expandirse, es decir, deformarse (al ser tratados como un
medio continuo). Asi, cuando se produce la fisura en la tuberia, el gas sometido a presiéon
escapay libera gran parte de su energia almacenada al causar la deformacién de las paredes
del tubo (faring). Como se dijo anteriormente, la deformacién causada por la presién del
fluido tiene una enorme contribucion a la fuerza impulsora [19]. En otras palabras, el
modelo falla al no tener en cuenta la energia liberada por el propio medio presurizante. Por
el contrario, fluidos como el agua retienen pequenas cantidades de energia de deformacion
debido a que poseen un médulo de compresibilidad alto. Bajo estas condiciones, la ecuacién
(3.11) puede usarse como una buena aproximacién [2][7]. Por ejemplo, es el caso del test
S4 con 100% agua, donde esta ecuacion se utiliza para aproximar la resistencia dinamica
del material G, de manera efectiva. Durante la fractura provocada en este test, la expansion
del agua resulta en una rdpida descompresion sin un significativo escape del fluido. La
presion detras de la onda de descompresion cae rapidamente reestableciendo la presion del
medio externo y sin ejercer efecto sobre la fuerza impulsora. Cabe destacar que, en dicha
prueba, para poder mantener una propagacion rapida, es necesario modificar el espécimen.
Usualmente se incluye una entalla interna que suple la falta de fuerza impulsora, o bien se
afiade un nucleo rigido interno que desacelera la descompresién y permite cierta
interaccion fluido-estructura [23].

Por ultimo, debe mencionarse que la validez del andlisis se haya también limitada a un
comportamiento fragil del material. En el caso de los polimeros termoplasticos para la
extrusion de tuberias, estos deben mostrar una tension de fluencia lo suficientemente alta
y un mecanismo de fractura a altas velocidades lo suficientemente fragil como para
satisfacer los requerimientos de la MFLE [19]. Sin embargo, cuando el fenémeno RCP es
llevado al régimen dtctil y las grandes deformaciones junto con los términos cinéticos
comienzan a tener mayor importancia, son necesarios planteos dindmicos que reemplacen
las aproximaciones cuasi-estaticas, como lo es la ec. (2.23). Estos aspectos han sido tenidos
en cuenta e incluidos en los modelos mas complejos que han sucedido al de Irwin-Corten.
Todos ellos reproducen este primer modelo para un caso limite de velocidad de
propagacion nula (a = 0) y longitud de decaimiento también nula (L, = 0) [15].

3.4. Analisis Computacional del RCP

Para concluir con el Capitulo 3 se abordan brevemente los diferentes modelos
computacionales propuestos hasta la fecha que tienen por objetivo simular el RCP.

En cuanto a los esfuerzos previos en el estudio de este problema se puede mencionar el
trabajo de P. S. Leevers [19], quien desarroll6 un modelo analitico adaptable y extensible
que tiene en cuenta la influencia de las tensiones residuales desarrolladas en las paredes de
las tuberias, la condicién de contorno del suelo y la sustitucion parcial del gas presurizado
por agua en el modelado computacional del RCP. Representa el fen6meno a través de un
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sistema equivalente conformado por una viga simple montada sobre una base elastica (¥ig.
3.18). Al imponer un desplazamiento axial a velocidad constante, la resolucién de las
ecuaciones diferenciales del problema dindmico de una viga tipo Euler-Bernoulli, por el
método FDM, da como resultado el perfil de apertura de la fisura w({) (donde ¢ es la
coordenada axial normalizada Z/LD). El computo de las energias y de la fuerza impulsora se

realiza al parametrizar estas magnitudes en funciéon de w({).

( [ |

Punta de
la Fisura

Punto de
Cierre

Punto de Escape
7 r de Fluido
: Presion
Desplazamiento W(O |
|
‘\ ¥ S

) VRIS

Fig. 3.18 Modelo equivalente de una viga simple, apoyada sobre una base eldstica. (Basado en [19])

En cuanto al modelado FEM, O’Donoghue et al. [24] propusieron un cddigo computacional
que acopla un modelo tridimensional de diferencias finitas para la dinamica del fluido con
el método de los elementos finitos tipo cascara (shell elements) para la deformacion
mecanica de la tuberia. En este trabajo se comparan las predicciones del modelo en estado
estacionario con los resultados de ensayos FS para tuberias de acero, obtenidos sobre un
rango de posibles velocidades de crecimiento. Posteriormente, el modelo fue extendido
para tuberias de polietileno. El esquema de resoluciéon por elementos finitos permite
obtener la fuerza impulsora por medio del clasico balance de energias, asi como también, a
través del concepto de liberacién de la fuerza nodal (nodal release force). En este ultimo
caso, G es calculado como el trabajo por unidad de area realizado por la fuerza que
experimentan los nodos del elemento que contiene la fisura en crecimiento.

Mas adelante, el codigo FEM fue adaptado para poder simular el test S4 [25]. Se incluy6 un
algoritmo que simula el contacto de las paredes con la jaula de contencién y representar
adecuadamente las condiciones del ensayo. A su vez, esto ultimo fue utilizado para la
evaluar la efectividad de la inclusién de anillos de acero alrededor de la tuberia como
dispositivos de arresto de fisura [26].

Por su parte, Zhuang [27] se ha basado en los elementos finitos para simular el RCP en una
tuberia enterrada en presencia de gas a presion. Este autor utiliza un elemento de resorte
con masa, adherido a las paredes de la tuberia, para simular los efectos del medio
circundante y del relleno de la zanja. Es decir, tiene en cuenta las propiedades del suelo y el
efecto de la profundidad del relleno a través de la constante de rigidez del resorte.

Por ultimo, A. Ivankovic y Demirdzic [28] [29] junto con los aportes de G. P. Venizelos [15],
han desarrollado un modelo basado en la técnica FVM. Propusieron un esquema de
resolucion que trata de solventar algunas de las dificultades encontradas en el modelado
por FEM. Por ejemplo, no utiliza elementos de tipo cascara de modo que su aplicabilidad no
se limita solamente a tuberias de pared delgada. Ademas, incluye la deformacién mecanica
del sistema y el comportamiento del fluido en un tdnico algoritmo. Esto elimina las
complicaciones de utilizar dos métodos diferentes para cada problema (flujo del gas y
deformacién de las paredes) y de la necesidad de incluir una interfaz de acoplamiento, como
si lo hace el método de O’'Donoghue antes mencionado. La discretizaciéon por volimenes
finitos permite calcular G a través de un balance de energias en un volumen de control, o
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bien, a través del concepto de fuerza de contencidn (holding back force), andlogo al nodal
release force. Utilizando este algoritmo, los autores han estudiado las diferencias entre las
condiciones de propagaciéon en estado transitorio y en estado estacionario, asi como
también la dependencia de G con los diferentes parametros involucrados.
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4. DESARROLLO DEL MODELO

4.1. Basey Esquema del Modelo

Sobre la base de los fundamentos teéricos explicados en los dos capitulos anteriores, se ided
un modelo computacional para representar el Crecimiento Rapido de Fisuras en tuberias
plasticas. El problema fue abordado como un “Problema Matematico de Contorno” que
describe la deformacion de una serie de vigas de eje circular. Mediante las técnicas del
Calculo de Variaciones se pudieron obtener las ecuaciones diferenciales y las condiciones
de contorno que gobiernan los desplazamientos del sistema. Cada viga se utiliza para
representar una seccion discreta del volumen de control que contiene el desarrollo de la
fisura desde la tuberia sana hasta el punto de descarga del gas. Mediante un modelo que
consiste en la sucesidén de anillos contiguos con condiciones de contorno ajustadas al
comportamiento real de un ensayo es que se obtienen los resultados dentro volumen de
control descripto. Para la resolucion de las ecuaciones gobernantes se utilizo el método
variacional de Ritz y se desarroll6 un algoritmo numérico en Maple Software®, programado
en el lenguaje propio de la herramienta.

En las siguientes cuatro secciones se detallan las bases fundamentales del modelo, las
hipétesis bajo las cuales fue ideado, asi como también los sub-modelos elegidos para
representar cada uno de los aspectos fisicos que componen el proceso de RCP.

4.1.1. El Volumen de Control

La Fig. 4.1 representa una fisura que se propaga en estado estacionario, con velocidad a
constante, a lo largo de una tuberia de didmetro externo D y espesor h, y sometida a una
presion interna inicial p,. La presion local en la punta de la fisura es p; < p,, y decae de
manera lineal a lo largo de la longitud L, a medida que la estructura se abre detras de la
grieta.

Vértice de g

la Fisura

7

a
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A\
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Fig. 4.1 Volumen de control del modelo numeérico.
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El andlisis se limita al estado estacionario y se ignora el transitorio inicial, dado que se trata
del estadio de mayor importancia. Se asume que se han alcanzado las condiciones de
propagacion y apertura completamente desarrolladas (fully developed conditions), en la
cual, tanto el gas en movimiento, el campo de desplazamientos alrededor de la fisura, como
la propia grieta conservan una configuraciéon estable que se mantiene en el tiempo. Se
considera también que los procesos de iniciacién no influyen sobre la subsiguiente
propagacion. Por este motivo, la tuberia se trata como un sistema semi-infinito sin
dependencia explicita de la longitud de la fisura a. A su vez, se ignoran todos los efectos de
borde que pueden ocasionarse por la reflexion de las perturbaciones mecanicas, o de la onda
de descompresidn, en el extremo libre aguas arriba.

El estado estacionario permite eliminar la dependencia explicita del tiempo de todas las
magnitudes relevantes, dado que un observador situado en la punta de la fisura y que se
mueve con ella no registra ningiin cambio en la tuberia o en sus alrededores. Esto posibilita
efectuar el calculo dichas magnitudes a una regién limitada del sistema. Se toma un volumen
de control (VC) que se extiende desde un plano por delante de la punta de la fisura () (de
frente), en el cual las paredes de las tuberias se encuentran en equilibrio con el fluido
parcialmente descomprimido, hasta un plano detras de la punta de la fisura en donde el
fluido ha escapado por completo (e) (de estela). La posicion del VC se mantiene fija y atada
a la punta de la fisura, es decir, se desplaza con ella.

Se adopta un sistema coordenado cilindrico {r, 8, z} analogo al presentado en la Fig. 3.9y la
Fig. 3.13. El origen de la coordenada axial (z = 0) se ubica en el vértice de la grieta, y toma
valores positivos en direccion de la estela y hasta el final del volumen en z = L.

4.1.2. Deformacién Mecanica

Se divide el VC en anillos de ancho Az como muestra la Fig. 4.1. La deformacién del tubo es
modelada hallando el campo de desplazamientos radial y tangencial de cada una de estas
secciones como si fueran vigas de eje curvo que obedecen las hipétesis Euler-Bernoulli [1].
Debido a la simetria del problema, solo es necesario resolver la mitad del arco de
circunferencia que representa una seccion curva.

Se considera que:

e El sistema dentro del volumen de control alcanza una configuraciéon deformada
estable que se mantiene en el tiempo.

e En cuanto a la deformacion de las vigas curvas, la seccion transversal de cada una
de ellas es plana y permanece plana y perpendicular al eje neutro de la viga durante
el cambio de forma. Ademas, esta deformaciéon queda completamente descrita por
los desplazamientos radial w(r, x, t) y tangencial u(r, x,t) de la linea media de la
viga.

e Laviga se encuentra empotrada en el extremo inferior, es decir, no puede rotar ni

desplazarse.

e El extremo superior corresponde al plano de la fisura, por lo tanto, es considerado
inicialmente como extremo libre.

e (Cada anillo est4 solicitado inicamente por una presiéon interna, cuyo valor depende
de la posicion axial que ocupa a lo largo del eje z. La presidn actiia como una carga
distribuida constante.
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e A priori, no existe influencia de la dimensién axial al considerar los anillos
contenidos en el plano. Es decir, no se tienen en cuenta la deformacidén fuera del
plano que experimentan las paredes del tubo.

e No existe variacién en la direccién radial del campo de desplazamientos. Esto
transforma al problema en un caso unidimensional, dependiente de la coordenada
espacial que recorre la linea media de la viga y del tiempo, es decir: w(x, t) y u(x, t).

Entonces, cada una de las vigas de eje curvo puede representarse segin la Fig. 4.2.

s

Fig. 4.2 Modelo mecdnico de anillo como viga de eje curvo (seccion plana).

{r, x} representa el sistema coordenado elegido, siendo r la coordenada radial o transversal
y dx = R - df la coordenada angular o tangencial, y R el radio medio.

R= —— (4.1)

Las componentes del campo de desplazamiento son:

Componente transversal: w(r, x,t) - w(x,t) “42)
Componente tangencial: u(r,x,t) — u(x,t) .

p(z) es el perfil de presion, t, ,s, y 1, son las restricciones elasticas en la posicion x = 0 (o
6 = 0) de los resortes transversal, tangencial y rotacional respectivamente. Como se dijo, el
extremo x = L, corresponde a la generatriz que contiene ala fisura, y L, es la longitud total
del semi-arco de anillo.

L,=7"R (4.3)

La deformacion asi descrita responde a la inextensibilidad mencionada en la Secciéon 3.3.1.,
con la salvedad de que se ignoran los desplazamientos fuera del plano. La influencia de este

74



Ingenieria en Materiales, Facultad de Ingenieria (UNMdP)
Estudio y Modelado del Fenémeno de Propagacion Rapida de Fisuras en Tuberias Plasticas Matias Emanuel di Mauro

tipo de deformacidn es despreciable y no aporta significativamente a la energia contenida
en el sistema. Entonces, ignorarlas no supone una aproximacion errénea [2].

4.1.3. Dinamica del Fluido

En base alo expuesto en la Seccién 3.3.2., se asume lo siguiente para el comportamiento del
fluido:

e Elgassedescargaalolargo del volumen de control, y lo hace de manera estacionaria
y no transitoria.

e La distribucién de presiéon es una funcion que depende Unicamente de la
coordenada axial z y su variacidn circunferencial 8 es despreciable.

p(z,60) = p(2) (4.4)

e Ladescompresion parcial en el frente de la fisura p; puede ser representado por la
ecuacion (3.4).

e La presion que experimenta cada uno de los anillos esta biunivocamente
determinada por su posicion axial. El perfil de presiones puede aproximarse con una
funcion lineal:

p(z) = @-H P (4.5)
D

donde p, es la presion externa a la cual descarga el fluido.

4.1.4. Parametros de la Mecanica de Fractura

El balance de todas las energias dentro de la porcién de tuberia comprendida entre los
planos () y (e) permite obtener la fuerza impulsora que proporciona el sistema para
sostener la propagacion de la fisura. G considera la energia total (deformacién y cinética)
por unidad de longitud de tuberia entre estos planos, sumada a la contribucién de la fuerza
de presion ejercida sobre las aletas que se abren. Al eliminar la dependencia explicita del
tiempo, G puede calcularse como un balance instantdneo en funcién del campo de
desplazamientos, para un determinado perfil de presion.

Si bien el transitorio inicial es ignorado, los efectos de inercia ain deben ser tenidos en
cuenta. En especial, debe incluirse la energia cinética que adquieren las paredes durante su
deformacién.

Debe mencionarse que, los micromecanismos de falla que contribuyen a la tenacidad del
material no son considerados de manera directa, pero si de manera indirecta. Los procesos
que ocurren a nivel microscépico como el crazing y la fluencia localizada que hacen al
comportamiento constitutivo del material, quedan enmascarados en el caracter
macroscdpico del balance. Sin embargo, y para lo que al modelo respecta, la influencia de
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estos mecanismos de rotura se manifiesta en el valor de la resistencia dindmica del material
Gp. Silos calculos son realizados en condiciones que producen el colapso de la linea, el valor
de G obtenido se correspondera con Gp,.

4.2. Modelo de la Deformaciéon Mecanica

4.2.1. Vigade Eje Curvo (Euler-Bernoulli)

La Fig. 4.3. muestra el sistema mecanico modelado.

Fig. 4.3 Modelo mecdnico del semi-arco de anillo como viga de eje curvo (seccion plana).

La configuracién deformada de la viga esta representada por el campo de desplazamientos
U= w-e,+ u-eyenlascoordenadas polares {r, x} de vectores de base e, y e, . El campo
se describe por las componentes tangenciales y radiales de la linea media correspondiente
al punto x, en un instante de tiempo t, como funciones w =w(x,t) y u = u(x,t),
Vxe[0,L] AVt.

La deformacioén del sistema se expresa mediante el tensor € ;

e= ey (e®e) = [ 7] (eme) 46

donde ® indica el producto tensorial de los vectores de base e; y e;. Por otro lado, ¢,,- denota

la deformacién en la direccién radial, €,, en la direcciéon tangencial y &., = &, las
deformaciones de corte.
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Las ecuaciones cinematicas de la mecanica vinculan las componentes del campo U y las
componentes del tensor €. En el caso bidimensional donde las funciones dependen de ambas
coordenadas espaciales r y x resultan [3]:

dw(r,x,t)
=T
1 0 u(r,x,t)
Exy = - w(r, x, t) + ox “4.7)
1{ow(r,x,t) 0Ju(rx,t) 1
Erx = &xr =3 Ix + I - u(r,x,t)

Si las funciones w y u son independientes de la coordenada radial, las expresiones (4.7) se
simplifican de la siguiente manera:

dw(x,t)
Epp = a—T =0
1 du(x,t)
e =~ WD)+ (4.8)
1ow(x,t) 1
Erx = Exr ZE “ox ?'u(x't)

Debe aclararse que las expresiones (4.7) y (4.8) son validas para todo instante de tiempo t
fijo. En el Anexo ‘B’ se muestra la justificacién matematica de estas ecuaciones.

Para poder usar la formulacion energética de la MF es necesario representar
matematicamente cada una de las contribuciones a la energia total del sistema compuesto
por el anillo. Posteriormente, deben sumarse los aportes individuales de cada uno de ellos
para componer la energia total del volumen de control analizado.

Si se centra el andlisis en un Unico anillo, pueden distinguirse tres componentes principales:
la energia de deformacidén Us, la energia cinética Ex y el trabajo de la presién W. A
continuacion, se muestra como son calculados cada una de estos términos para el caso del
semi-anillo de la Fig. 4.3.

Energia de Deformacién

Cuando una viga se encuentra sometida a esfuerzos normales, de torsion y de flexidén, se
producen tensiones y deformaciones, que se relacionan por la Ley de Hooke en el limite
elastico (deformaciones del 10% aprox.). El estado solicitado conduce al almacenamiento
de energia potencial elastica. Esta magnitud puede interpretarse como el aumento de
energia interna de la viga a medida que el s6lido se deforma, y surge como resultado del
trabajo realizado por las fuerzas externas que causan el cambio de forma. Si se usa un
sistema coordenado cuyo eje principal coincide con el baricentro de la viga y los demas ejes
normales coinciden con las direcciones principales de la deformacion, la energia puede
descomponerse en contribuciones internas de extensiéon Ug, de flexiéon Uy, de torsién U,
y la energia de vinculos mecanicos externos U, (de los resortes transversales, tangenciales
y rotacionales), para un sistema que responde a las hipétesis de Euler-Bernoulli [4].
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us = UE + UF + UT + 'UV (4.'.9)

El sistema representado en la Fjg. 4.2 se encuentra libre de torsién. Por este motivo, se
ignora esta componente en lo que resta del andlisis.

- Energia de Extension Interna (deformacién a lo largo del eje de la viga)

La extensién es provocada por el esfuerzo normal N, que actiia en la direccién del eje de la
viga. La expresidn (2.24) permite obtener esta componente energética como la integracién
en el volumen del sélido del trabajo realizado por la tensiéon normal o, ™, al provocar la
deformacién &,,. De esta manera:

1

1 1
Ug = Efaxx'gxxdvz Engxx'fxde: EfE'gxxz Adx (4.10)

donde o,, = E &, de la Ley de Hooke simplificada y el diferencial del volumen es
expresado como dV = Adx, con A = h- Az el area transversal constante de la viga. La ec.
(4.8) expresa la forma funcional de ¢,,, que al ser reemplazada en la expresién anterior
resulta:

1 Le w  du?
= - Zi= 4.11
Ug 2EAf0 (r+ax)dx (4.11)

- Energia de Flexion Interna

La flexion de la viga en el plano (7, x) es ocasionada por el momento flector Mﬁz)alrededor
del eje perpendicular z. Este esfuerzo induce una tensién normal o,,™ que se suma a la
tension oy, ™). La Ley de Navier [5] relaciona oy, ™ y M mediante la siguiente expresion:

oy - _UF (4.12)

siendo I,, el momento de inercia respecto del eje z. Para la viga de seccién rectangular
estudiada:

h? Az
1, = ff r?drdz = B (4.13)

La variable r es tomada localmente como la coordenada que recorre el espesor h de la viga
desde el radio interno hasta el radio externo, para cada x (o ) fijo. Si bien se asumi6 que
las variables principales no dependen de r, esta hipétesis no se aplica momentaneamente
para hallar la expresion buscada.

La energia de flexion puede calcularse utilizando nuevamente la expresion (2.24):
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1 1 T 1
Ur = Efo-xx'gxde: Efaxx'?dede: ﬁfff — ~

2 2 2
1, Mm% 1 MP MY
=ﬁffr deZf 5 dx = ﬁlzzfl—zdx:J-ZElzz dx

IZZ ZZ

M
] r| drdzdx
(4.14)

Es necesario ahora relacionar el momento flector con las magnitudes de deformacién. La
ecuacion diferencial aproximada de la elastica de la viga establece la correspondencia entre
el angulo de giro ¢ de la seccion respecto del eje neutro, y el esfuerzo de flexion como [5]:

@
do _ My~ (4.15)
dx El,,

Y, en este caso, la tangente del dngulo de giro resulta igual al doble de la componente de
deformacién por corte &,.,, también llamada distorsién y,.,. Para angulos pequefios:

¢ = tang = Ypx = 26y (4.16)

Entonces, al juntar ambas expresiones:

d d (0 1 92 10
M@ = £1,2% _ g (—W—7-u)=EIZZ(—W——-—u>

Zox % ox\ox (4.17)

Al reemplazar esto en (4.14) se obtiene la ecuacién a utilizar para calcular la contribucién
de la flexion a la energia de deformacion:

1 L (32w 1 du\’
Uy = —Elzzf < - —- ) dx (4.18)
0

2 0x? r ox

- Energia de Vinculos Mecanicos Externos

La energia de los vinculos mecéanicos t, , s, y 1, ubicados en x = 0, puede calcularse como
si se tratasen de muelles o resortes elasticos lineales y de torsion. Las magnitudes ¢, , s, y
1, representan la rigidez de cada uno de ellos (constantes del resorte). Estas restricciones

- . . aw(x,
elasticas actdan sobre las componentes del desplazamiento w(x,t), u(x,t) y %t)
(rotacion) respectivamente, cuando son evaluadasenx = 0 .

Las expresiones matematicas que permiten el calculo son:
1) Resorte transversal
t, - [w(0,1)]? (4.19)
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(i) Resorte tangencial

So * [u(0,t)]? (4.20)
(iff)  Resorte rotacional
2
[ow(0.0) (4.21)
© Ox

Finalmente, la energia de deformacién total del semi-anillo resulta:

U —1jo EA<W+au)2+EI w_ 1 9uy dx +t, - [w(0,t)]?
572 ), r  Ox Z\ox? r ox X Lot WD, 422)
aw(0, )1 '
+So'[u(0:t)]2+ro'[ ax’ ]

Trabajo de la Presiéon

En términos formales, el trabajo de la presién corresponde a una componente mas de la
energia de la deformacidn. Sin embargo, es tratado convenientemente como una magnitud
independiente para facilitar el andlisis posterior de la MF y el calculo de G.

La contribucion energética surge de la integracion del trabajo realizado por la fuerza de la
presion F(z) sobre el desplazamiento transversal w(x, t), a lo largo de la longitud de la viga
L,. La fuerza de presion que actiia sobre un area A, de la cara interna del anillo resulta;

dF(z) = p(z)dA, = p(z) Az dx (4.23)

y la contribucién energética:

Ly

W = Azf p(z) -wdx (4.24)
0

La expresion es valida para un anillo de ancho Az ubicado en la posicién z donde la presion
adquiere un valor constante p(z) dado por el perfil (4.5).

Energia Cinética

Segun la ec. (2.25), la energia cinética se calcula simplemente como:
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L 2 2
1 (5= ow(x,t) du(x,t)
Ex==| pal(—=2) + dx (4.25)
2 ), at at

4.2.2. Formulacién Variacional y Obtencion del Problema de Contorno

Una vez identificadas las variables principales del problema, la relaciéon existente entre
ellas, asf como también las energias, es necesario encontrar las ecuaciones que gobiernan el
comportamiento del sistema mecanico. Para dicho fin, se utilizaron las técnicas del
denominado Cdlculo de Variacionesresumidas en el Anexo ‘C’.

4.2.2.1. Obtencion del Problema de Contorno

El Calculo de Variaciones constituye una formidable herramienta de uso en la fisica-
matematica y en la ingenieria que permite obtener las ecuaciones diferenciales y las
correspondientes condiciones de contorno que definen el problema cerrado de una manera
sistematica, rigurosa y eficaz [6]. En esta seccidén se utilizan las técnicas enunciadas en el
Anexo ‘C’ para formular el problema de contorno que describe el comportamiento del
sistema mecanico de interés, Fig. 4.3.

Delas ec. (4.9), (4.11), (4.18-22) y (4.24-25) la funci6én Lagrangiana del sistema, definida
como la diferencia entre la energia cinética y la energia potencial, resulta:

L=Ec—Us+ W
L= jx1=Lx FPA [(0W(x, t))Z . <6u(x, t))z] ~ EEA (w(x, t) N o u(x, t) )2

x,=0 (2 ot ot 2 T ox
1 2wt) 1 dulxt)) (4.26)
—EEIZZ<T— 77) +Azp(z)-w(x,t) dx
aw(0,t)7°
—ty O,0F 5o @O — 7, [ 2]

donde se utiliza x; = L, y x, = 0 de ahora en adelante para los extremos del semi-anillo.

El funcional de energia o accién fisica del sistema I[w, u] se construye como la integral de
linea del Lagrangiano sobre todas las trayectorias de movimiento posibles entre dos
instantes de tiempo. Este depende de dos variables dependientes w(x, t) y u(x, t) y de sus
derivadas, pero no depende explicitamente ni de la coordenada x, ni del tiempo t.

I ]—jlj ow 9w  ou du it 427)
Wil = Yot ox? " ar ox '

Segun el principio de Hamilton, la configuracién deformada [w(x, t), u(x, t)] adoptada por
la viga de eje curvo es aquella que minimiza I[{w,u] y por lo tanto cumple la siguiente
expresion:
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81w, u] 5f21: ow OPw  oudw) (4.28)
w,u| = W——, 55 U5, ] at = .
’ ‘. "ot 9x? " at’ ox

Para poder realizar la variacion del funcional §1[w, u], éste debe estar definido en un espacio
lineal. Formalmente, las funciones w(x,t) y u(x,t) pertenecen al conjunto de funciones
continuas y de derivadas parciales continuas hasta orden cuarto C*(Q) y segundo C?(Q)
respectivamente. Estos conjuntos C*(Q) se definen sobre el dominio cerrado Q =
[x,, x1] X [tq, t,]. El espacio de funciones admisibles de w(x, t) es un subconjunto de C*(Q)
denominado €,, ¢ C*(Q); y de manera analoga, el subconjunto de funciones admisibles en
la direccién tangencial u(x, t) es G, © C?(Q). Luego, C,, X C,, es el espacio admisible del
funcional I[w, u]. Este es el espacio formado por todas las configuraciones que el sistema
puede adoptar al satisfacer las restricciones geométricas del problema, y es lineal si cumple
la siguiente condicidn:

C={wu]; [wul €, xCy,/weC, ,u€Cyrw(xt))=w(x),w(,ty) =wy(x),
u(x, t1) = us (), u(x, tz) = up (x)vx € [x,, %11}

[w®,u®] + [w®,u@] = [w® + w®,u® + u@], vw®,w@ ee, , vu®u® ec
a-wu]l=[a-wa-u],vwece, VuecC,,VaeR

(4.29)

El calculo de la variacién del funcional requiere transformar las funciones admisibles w y u
en las nuevas funciones w y i, que representan una pequefia desviacion de la configuraciéon
de equilibrio. Es decir, requiere evaluar la variacion de w y u como éw y du:

w(x, t) =w(x, t) + ow(x, t) =w(x,t) +&-P(x,t)

(4.30)
u(x,t) =ulx,t) +oulx,t) =ulx,t) +&-p(x,t)

Las direcciones admisibles ¥ y ¢ en el punto [w,u] € €,, X G, son aquellas desviaciones
para las cuales [w,u] €€, XC, para todo parametro arbitrario §¢>0€R Io
suficientemente pequefio. En consecuencia, se definen los espacios de direcciones
admisibles #,, (direccion transversal) y H,,(direccion tangencial) en donde existen i y ¢,
W eH,yp €H,). Luego, H,, X H, es el espacio de direcciones admisibles del funcional
I[w,u] compuesto por todas las funciones ¥ y ¢ que satisfacen las mismas hipétesis de
continuidad que w y u, y sus correspondientes condiciones de borde esenciales

H={ol; ol € Iy xHu/P €Hy o € Hyn Pl t) =0 ) = 439y
(p(x' tl) = <P(x: tZ) = 01 Vx € [xo'xl]} )

lo cual resulta analogo a las restricciones (C.23) del Anexo ‘C’. Este enunciado impone que
la perturbacion [éy,&@] respecto de la configuracion [w,u] se anula en los puntos
temporales extremos conocidos de la trayectoria del movimiento t; y t,.

Ahora, la variacion 81[w, u] puede calcularse segun indican las ec. (C.19-20):
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51[w, 7] Al dilw+ &Y, u+ép | 0
f T3 = (4.32)
§-0 &=0

con Al = I[w,u] — I[w, u]. Esto lleva a;

Allw,u] :f AL dt

aw 02w _0u 0u ow 02w Ou du (4.33)
f ) l £ WJ_J—JuI_J_ dt
at 9x2 ' "ot ox dt’ 0x2 ot’ ox

= f{[EK(W,E) —Us(w,u) + Ww,uw)] — [Ex(w,u) — Us(w,u) + W(w,uw)]} dt

4.2.2.1.1. Célculo de AIlw, u]

Se calculan ahora cada uno de los términos de (4.33) por separado.

Término de Energia Cinética

tz
f EK(W,E) - EK(W, u) dt =
t

1

1 tz x1=Lx 2
==pA j j ( [ ] dx dt
2 t; “x,=0
Considerando la relacién (4.30) y desarrollando la expresion anterior:
1 tz (%1 aw 2 dw dp aP\* 2
== — 2 (4.34)
szJtl jx {[( T Tt (at) * (at)
APyl 2 dx dt
‘arac b *

. L’f{[ze%‘f"’;f ez(a;b +zez:zzf sz< ﬂ}

Segun lo enunciado en el desarrollo de Taylor de las ec. (C.6-9) los términos de orden
cuadratico del pardmetro &, que pesa las perturbaciones de las variables dependientes, no

2
influyen en los calculos posteriores. La magnitud § /E desaparece al tomar el limite & - 0

delaec. (4.32) y por lo tanto £2 puede despreciarse y ser eliminado de la expresion anterior.

t2
f E(W,70) — Ex(w, ) dt =

_(26) ftzf ow dp auacp]}d " (4.35)

at at | at ot

Dado que los limites de integracién son constantes e independientes entre si, los simbolos
de las integrales pueden ser intercambiados. Ahora, puede aplicarse el Teorema de Green
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, . : 2
en una dimension para integrar en t, al considerar «a = aw/at ,da =9V /6t2 dt ,dp =

alp/at dt y = para la direccion transversal y a = au/at ,da = auz/atz dt,dp =

5<P/at dt y 8 = ¢ para la tangencial.

Teorema de Green 1D (Regla de Integracién por Partes)

Eza-dﬁ=(a-ﬁ)|§f—£2/3-da

Entonces,

ty
f E(W,70) — Ex(w, ) dt =
t

' (4.36)
_(29) ow |2 (29w 2 rtag2y
o[ Gl [ v Gol, - oaf e
o 1 1

Como el par [y, @] pertenece al espacio de direcciones admisibles #, las funciones cumplen
con las restricciones de la ec. (4.31) y se anulan en los extremos t; y t, de la trayectoria.

Esto conduce finalmente a:

tz
f Ex(w,u) — Ex(w,u) dt =

_ (25) Aftzfxl w “u
B p at2 atz(p

(4.37)
dx dt

Término de Energia de Deformacidn por Extension

ta

‘UE(W u) —Ug(w,u) dt =
_—EAftzf [(W 6u> —(¥+g—2)2]dxdt

waﬂ+ ou w2+2W6u+(6u)2 e dt
r2 rox \0x r? rdx \0x * (4.38)

W2 2w 2Y?% 2wou 2wéa 280 0u 28y a
:_EAf €¢+€_¢+__+ f_<p+s‘¢_+fll!_<p
r2 r2 r O0x r 0x r Ox r 0x

ou\* oude dp\°> w2 _wou

_ ___r 2 (T . _9___

+(6x) +2€6x6x ¢ ((’)x) 2 2rax

(au)2 dx dt
ox x

Simplificando y despreciando los términos de 2
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2 2 1 0 ou OJud
S [ [ YR e
ty rdx rodx O0xO0x

4.39
(@ S()EAftzf 16u +<W+0u)0go dx d ( )
B t rz rax rox)ox|

@® )

El término (i) tiene el orden de derivacién correcto, pero el término (ii) debe integrarse
una vez respecto de x para reducir el orden de derivacion de ¢

w  ou\ 0y
16+ 35
X, ox/ 0x
wooouwy | (M[/1ow  9%u (4.40)
—(7+a)‘ﬂxo‘fxo [<;a+m)‘f’] dx

Finalmente, al reemplazar (4.39) y (4.40) en (4.38)
t2

’UE(W,ﬂ) — ’UE(W, u) dt =

ty

= e [ Ge s ge] o (e )l

ox

Ui U (4.41)
w
L[58 o] o

Término de Energia de Deformacién por Flexién

X1

ta

'UF(W,E) - 'UF(W, u) dt =
t1

,
_1 jfzfcﬂx 0w _ 10m\' (9w 1ou\'|
27 =0 [\0x2 7 oox 0x? 1 ox x

] 4.42
1. fﬁfxl 0°w\* _20°wou  (107\* (442)
27 ), ||\ ox? r dx2 0x

r 0x
92w\’ Zazwc')u_l_(lau) e dt
0x? r 0x2 0x r o x
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1 toral@2w\® 02w a2y, (0%P\® 207w du
=§E1zzf f ez T2 5252\ 32) "7z ax
t, Jx, x x% Ox x r 0x* Ox

280%y du 2562w6<p 2820%Y dg (16u)2 280ude

r 9x29x r 0x2dx r O0x2 dx

2
g2 00\°  [9%w\ 20%waou /10wy’
+r—(—) . +————(——) dx dt

r 0x 2 0x 0x

2\0x 0x? r 0x2 0x r 0x

Simplificando y despreciando los términos de &2

(28) ftz fxl[ wd%y 10%ypou 10°wde 1 0ude

=— bl 9xZ 9x roxfox roxZox rZoxox| U

(28) f f"l 9’w  10u\o*y 10u 0w\ dg
=-"’FA — == =
2 e, Jx, [\Ox* TOx 6x2+r rox 0x?)ox dax dt

® @

(4.43)

El término (i) debe integrarse por partes respecto de x dos veces para reducir el orden de

derivacion de y:
1[(9%w 10u\d%y
f 532 "7 9x ) 3az|
x, I\Ox* rdx/)ox
_ (0*w  10u J‘ 3w 10%u\dy p
“\ox? rox ox3  rox?)ox| ™

9%w  1ou\ay|"  (dPw 1%\ | [fo*w 1%
= ——— - = Yl + f — = Y| dx
ox2  rox)ox . ox3  rox? o Jx, [\Ox* 7 rox3
Por otro lado, el término (ii) debe integrarse por partes respecto de x una vez para reducir

el orden de derivacion de ¢:
111 (10u 0°w\dg
[ AT Py
x, [P \rdx 0x?)ox
1/10u 82w\ [|©* [*[1/10%u 33w (4.45)
= \Z3: " 5.2 )9 —f N=az 33| 4
r\rox ox*)"| ). [r\rox? o0x3

Luego, al reemplazar (4.44) y (4.45) en (4.43)

(4.44)
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ty
UF(W,ﬁ) - 'UF(W, u) dt =

ty

_ @ 2w 1ou\oy|™ (93w 10%u
—FEI f

2 2z 0x2  rox 6xx 0x3  rox? ¥
f fw 10%u p +1 10u 92w\ |™

ox* 1 0x3 | dx r\rox 0x2 @

X1 162 63
f [(‘W‘T) ]d" dt

X1

Xo

(4.46)

Xo

Término de Energia de Deformacion por Restricciones Elasticas

t2
uv(W, ﬁ) — 'UV(W, u) dt =

ty

- f “ {—tO[W(O, D% — s, [0, )]% — +t,[w(0,)]2
t

[GW(O t)]
+ s,[u(0,0)]?> + 7, [GW(O, t)] }dt

0x
(4.47)

ta
= f {—to[w(o, )% + 2w (0,09 (0, ) + §29(0, £)?]
ty
— S [u(O, t)z + ZEu(O, t)‘P(Or t) + fz(p(ol t)z]

aw (0, t)* aw (0, ) 9 (0,t) o (0,1)*
—ro[ ox TH T 0x +e

2
aw (0, t)] }dt

+to[w(0, )] + 5o[u(0,0)]* + r"[ 0x

Simplificando y despreciando los términos de &2 resulta:

ty
Uyw,u) — Uy(w,u) dt =
H (4.48)
ow(0,t) 0y(0,t)

Ox 0x

t2
_25 {to [W(O, t)’l’(o: t)] + So [U(O, t)§0(0, t)] + To [
ty

Ja

Término de Trabajo de Presién

Este ultimo término resulta simplemente:

tz
wWw,u) — W(w,u) dt =

ty

t, 1=Ly ta 1
= Azf J [p(2)w —p(z2)w] dx dt = Az p(z) j w+é&p—wldxdt (4.49)
t X X

1 0=0 ty o

ty X1
—Az¢ f (Y] dx dt
t: Jx,
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4.2.2.1.2. Ecuaciones Diferenciales y Condiciones de Contorno

El objetivo es hallar las ecuaciones que gobiernan el comportamiento del sistema. Como fue
mencionado, esto es posible de realizar a través de la evaluaciéon del principio de Hamilton
(4.32). Con la ayuda de las expresiones (4.37), (4.41), (4.46), (4.48) y (4.49) la variacién de
la accion fisica §1[w, u] puede expandirse como:

t, (25) X1 aZ azu
61_[ { 2 pAfx [atzl’b atzq)] dx
(28 w 16u ou
__EA[f rax lp] dx+( +ax>
10w 02 (28) @9 ., 2w 10u)\oy|™
1G5 5 )| ] -G (W‘m)ax
3w 10%u\ | 9*w 103u i
(ax3 ‘;axz>‘/’ +fxo [(W‘?ﬁ)’#] x+ (4.50)

LL(1ou ow . jx 1o%u_o*w\ 1 |,
r\rox ox2)? x, LT \rox? 0x3 71

+Afo 1[P(Z)ll)] dx — 28[t,[w(0, )1 (0, )] + s,[u(0, ) ]

o

X1

Xo

o [aw(o ,t) 9(0, t)m

Los términos evaluados en los extremos de la viga resultan:

(w N 6u> o (w N au) (w N au)
ox) Pl T\ T X Oy ro 0x/y,
2w 19u\ oy 3 62w 10u 0’w  10u
0x%? rox Ox | ~\ox2  rox . ox |y 9x2  rox c')xx

(4.51)

23w 10%u
0x3 71 0x2 ¥
1/10u 0°*w
r\rodx 0x2 @
oY

con lpxi = ¢(xi: t)' Px; = q)(xi' t) y ax X =

B (%w 10%u *w  10%u
“\ox3 rox? 2 9x3  rox? ¥,
Xo X1 Xo
1 10u 0°*w 1/10u 0*w
“r\rox oxz) P T r\rox  ox?
X X1 x
0P (x;,t)
ox '’

[

= 0,1. Al agrupar los términos

multiplicados por las mismas variables asociadas a las direcciones 1, ¢, alp/ax (destacadas

con colores) se obtiene:

SI[w,u]l =0
A o*w  103u EA<W+lau)+A @ |wa
0 —P ot? ox* 7rox3 r2  rox 2p(2) |y dx (4.52)
+ A LR WY SN ) DR
—p Zr\roxz  ox3 r 0x 0x? pax

Xo
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w 6u> +EIZZ<16u %w
X

+|EA
(r 0x r

) — s, u(0,t)

rox 0x?
X

w 6u> +EIZZ<16u 62w>

0x r \rox 0x2 y

EA(

3w 10%u
—|ElL,, ﬁ—;ﬁ +t, w(0,t)
x

Px, T
1

P, T

o

23w  10%u
+EL 55— =-5335] Yr t
X1

0x3 rox?

2
e <6w 16u> _roaw(O,t)lalp(O,t)_l_

Crox ox 0x

Z\0x2 rox
X
£l 0’w  10u 0
Z\ox2 rox) oxl.|
X1 1
Finalmente, del Lema Fundamental del Calculo de Variaciones (C.16) puede decirse que
para cada direccidon admisible, dado que deben cumplir con las condiciones de contorno

nulas, si cada término integral es nulo, entonces son nulos los términos entre corchetes. De
alli surgen las siguientes Ecuaciones Diferenciales Gobernantes

62W+E1 o*w 103%u EA( +16u) Az p(2) = 0
ot2 7\ 9x* 1 ox3 ox Zpia) =
(4.53)
Aazu EL 10%u 93w 4 16W+62u )
PA 52 Zr\roxz o0x3 rox ox%)
junto con las siguientes Condiciones de Contorno Naturales
f(l) £A (W N c’)u) El,,(10u 0%*w 0.0 =0
r o 0x/y r \rox 0x?) So ULLE) =
(D) £4 (w au) N El,, (10u 0*w\ 0
ox r \rox 0x? . B
1
2w 10%u
() Ely, ( —— “raer). +t,w(0,6) =0
) (4.54)

3w 10%u
(IV) El,, < - __>

0x3 71 0x?

0’w  10u ow(0,t)
(V)Elzz W__ — 1 =

T 0x 0x
Xo
VD) EI ’w  10u)
L 2Z\'9x2  rox . N

1
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Las ecuaciones (4.53) representan un sistema de dos ecuaciones diferenciales acopladas
para las componentes w(x, t) y u(x, t) del campo de desplazamientos. Su solucién describe
como se deforma el semi-arco de anillo por accién de la presidon interna p(z), y que
representa una seccion de la pared de la tuberia. Cabe destacar que, la primera de dichas
ecuaciones corresponde a la direccidn transversal, y por este motivo, aparece la influencia
explicita de la presion. Por el contrario, la segunda ecuacidn gobierna principalmente la
deformacién en la direccién tangencial y la influencia de la presién aparece de forma
implicita.

Las condiciones de contorno naturales (impuestas sobre las variables secundarias) pueden
interpretarse como la magnitud que adoptan los esfuerzos normales N(x), de corte Q(x) y
el momento flector M (x) en los extremos del semi-arco.

Las ecuaciones (I) y (II) del conjunto (4.54) estan asociadas al esfuerzo N(x). El término
EA (% + Z—Z) corresponde al esfuerzo normal generado por la extension de la viga a lo largo

Elzz (la—u — az_w) es el esfuerzo normal por flexién (ambos
r \rox  0x?

con unidades de fuerza). De esta manera, la condicion (I) indica que el esfuerzo N(x) debe

igualar a la fuerza de vinculo generada por el resorte tangencial s, u(0,t) en el extremo

x = 0 (0 x,), mientras que, la condicién (II) dicta que el extremo x = L, (0 x;) es un borde

libre.

de su eje principal, mientras que

El esfuerzo de corte estd determinado por (III) y (IV) si se tiene en cuenta que
a3 192 iy .
El,, (a_;;_?a_;:) es la fuerza cortante generada por flexién. La primera de estas

condiciones indica que el esfuerzo de corte en x = 0 debe balancear aquel generado por el
vinculo transversal, t, w(0, t). La segunda impone el borde x = L, como un extremo libre
de corte.

2
a_w_la_u) (unidades de fuerza X
0x%2  rox
distancia), la condicién (V) iguala este esfuerzo con aquel producido por el resorte de
ow(0,t)
ox
que, este término de flexién es el mismo que se utilizé en la ec. (4.17) y se encuentra
3 2
a—": - 16—1;) por una derivacion. Estos resultados
0x T ox
estan en acuerdo con las ecuaciones tipicas de una viga tipo Euler-Bernoulli que vinculan la

carga distribuida q(x), el esfuerzo de corte Q(x) y el momento flector Mg(x) [5]:

Por ultimo, y en relacién al momento flector EIZZ(

torsioén 7, en x,, a suvez que (VI) indica que en x; el momento es cero. Cabe aclarar

relacionado con el esfuerzo de corte E1,, (

q(x) = dQ(x)/dx

Q(x) = dMp(x)/dx } q(x) = d*Mp(x)/dx? (4.55)

Por ultimo, debe mencionarse que el problema carece de restricciones geométricas de
contorno o condiciones esenciales sobre las variables principales w y u.

4.2.3. Resolucion de las Ecuaciones Diferenciales y su relacion con el
Volumen de Control

Esta seccidn se centra en la resolucion del problema de condiciones de frontera cerrado
definido por las ec. (4.53) y (4.54).

Las ecuaciones (4.53) modelan el comportamiento dindmico de la estructura, es decir, con
una dependencia explicita de la variable tiempo. Resolver este sistema de ecuaciones es una
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tarea compleja que requiere el uso de herramientas numéricas. Sin embargo, este puede
simplificarse al considerar que el proceso de fractura ocurre en un estado cuasi-
estacionario.

Se distinguen dos variables temporales: el tiempo t asociado a la deformacién de cada uno
de los anillos, que aparece en las expresiones (4.53) y (4.54), y el tiempo del propio proceso
de propagacion. Como se explica a continuacidn, estas dos variables corresponden a un
Unico tiempo que vincula la deformacion con la propagacion dentro del modelo.

Como se mencioné anteriormente, el estado cuasi-estacionario hace que la configuracién
deformada que encierra el volumen no cambie en el tiempo a medida que diferentes puntos
materiales lo atraviesan. Por este motivo, puede considerarse que las variables w(x,t) y
u(x, t) no dependen de t, y que la Uinica variable dependiente es la coordenada x.

0w
Componente transversal: w(x,t) - w(x), — =0
ot?
5 (4.56)
u
Componente tangencial: u(x,t) - u(x), 2z 0

De esta manera el problema se vuelve completamente unidimensional y las ecuaciones que
lo gobiernan se modifican de la siguiente manera:

d*w 1d3u w 1ldu
El, —o +EA(r—2+;—)—Azp(z)=0

dx* rdx3 dx
y 1/d3w 10%u A 1dw N d?u _ 0
“Zyr\dx3 rox? rdx dx?)

donde se reemplazan las derivadas parciales d () por diferenciales totales d(*).

(4.57)

El par de ecuaciones (4.57) representa el caso de deformacion estatica de una viga. No
obstante, se sabe que la fractura no es estatica sino dinamica, y que la componente de
energia cinética (dependiente del tiempo) es una magnitud relevante. Entonces, esta
simplificacién trae la desventaja de tener que introducir externamente la componente
cinética al balance energético, pues esta no surge de manera natural de las ecuaciones. Este
procedimiento puede hacerse porque la fractura ocurre a velocidad constante y esta
velocidad puede ser medida experimentalmente. Al imponer el intervalo de tiempo que
separa la configuracion inicial (no fracturada en t;) del estado deformado (fracturado en
t,), dado porlavelocidad de crecimiento de la grieta, es posible considerar el aporte cinético
a la energia. En términos matematicos, se expresa por la relaciéon (4.58) y se ilustra en la
Fig. 44.
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a Az
Fisura
t
Tuberia
% a Az=z—2z,= a-At (4.58)
ta
Zf Zy

Fig. 4.4 Movimiento relativo de la grieta y deformacion del anillo.

Se considera que un anillo de seccién de tuberia no fracturada se encuentra dentro del VC
en la posicién z, = 0 en el instante de tiempo t;. Al desplazarse la fisura una distancia axial
Aa = Az a velocidad a (y el VC con ella), en un instante de tiempo posterior t, el anillo se
ubicara en la posicion z; = Az + z,, pero ahora estara deformado, es decir, fisurado. El
intervalo de tiempo que separa el estado intacto del fracturado es At = t, — t;.

Entonces, se ha reemplazado el problema completamente dindmico por un sistema de
ecuaciones que describen un comportamiento estatico, pero donde se impone una velocidad
de deformacién como pardmetro externo, y asi una componente cinética. Esta velocidad
coincide con la de propagacion de la grieta, al hacer uso de la naturaleza cuasi-estacionaria
del fen6meno.

Formulacion Dindmica — Formulacién Estatica + Imposiciéon de Velocidad

Cémo método de resolucidon del conjunto (4.57) y (4.54) se utilizé el método directo
conocido como método variacional de Ritz.

4.2.3.1. Método Variacional de Ritz

El Método de Ritz es una herramienta que permite obtener una solucién aproximada a los
problemas de condiciones de frontera. Pertenece a la familia de Métodos Directoslos cuales
se basan en buscar una solucién que se expresa en funciéon de parametros ajustables. Estos
se determinan al proponer una solucién de prueba, reemplazarla dentro del funcional y
encontrar su valor extremo o valor estacionario con respecto a estos parametros. Se
denominan métodos directos porque la solucién aproximada es obtenida utilizando el
mismo principio variacional que se utilizé para obtener las ecuaciones gobernantes.

Las soluciones propuestas adoptan la forma de una combinacién lineal finita de parametros
indeterminados y funciones de prueba elegidas convenientemente. Al representar la
solucion de un problema continuo como un conjunto finito de funciones se introduce un
error. La solucidn propuesta se aproxima cada vez mas a la real a medida que aumenta el
nimero de funciones de prueba linealmente independientes y se asume que existe una
convergencia [7].

4.2.3.2. Aplicacion del Método

En el Anexo ‘D’ se describen resumidamente las bases de este método que son tenidas en
cuenta en la seccion presente.
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Partiendo de la forma fuerte, (4.57) y (4.54), se busca encontrar la formulacién débil del
problema de contorno para poder aplicar el método de resolucidon de Ritz. Para ello, se
multiplican cada una de las ecuaciones diferenciales por las variaciones en la direccién
transversal Sw(x) y tangencial du(x) respectivamente. Debe tenerse en cuenta que el par
[6w, Su] pertenece al espacio de direcciones admisibles # y son funciones suaves y bien
comportadas en el dominio [0,L,]. Luego, debe debilitarse la continuidad (o
diferenciabilidad) requerida para la funcién solucién aproximada mediante el intercambio
del orden de diferenciacion entre w(x) y éw(x), y entre u(x) y du(x). Es decir, mediante el
Teorema de Green, debe lograrse que los pares de funciones[w,dw] y [u, du] estén
presentes en el mismo orden de diferenciacion. Por altimo, debe utilizarse la informacién
provista por las expresiones (4.54) para que la forma débil contenga explicitamente las
condiciones de contorno naturales.

Direccion Transversal

IXI[EI <d4w 1d3u>+EA<W+1du) A ()]6 dx = 0
— —+——)—Azp(2)|Swdx =
v, | \dx* rdx® r2  rdx

(4.59)
X1 d*w 1d3%u w ldu
Lo EIZZ W—;F ow + EA (T_Z + ;a) ow — Az p(Z)6W dx =0
1 (d*w  1d3u 1w 1ldu X1
EIZZ—LO T e 5wdx+EALo (ﬁ-l_;a)dex_AZ_Lo p(z)dwdx =0
® (i) (iid)
Integrando por partes la expresion (i) dos veces respecto de x:
1 (dtw 1d3u
EIZZL W_;W ow dx
_ gy (Bw_1diw) " . fxl diw 1d%w) o
- \dxd 1 dx? Wx 77 )y, \dx3 1 dx? WX
_ gy (Bw_1diu) " gy (Ew_ldu) I
C U \dx3 rdx? Wx zZ\ gy " rdx )" .
+EI fxl dhw _1du) o g
)y, \dx?  rdx WX
s 205 (4.60)
donde w’ = X y ow' = %. Al desarrollar y utilizar las condiciones de

contorno (III)-(VI):

d3w  1d%u d3w  1d%u
=Pl (g ~rqz) n T Fla\gE T rgE) M
X1 Xo

=0 =—t, w(0,t)
d*w  1ldu , d*’w  1du ,
B\ v ) Wt Bl g i) W
1 o
=0 —_ dw(0)
=To ‘Zi/x

93



Ingenieria en Materiales, Facultad de Ingenieria (UNMdP)

Estudio y Modelado del Fenémeno de Propagacion Rapida de Fisuras en Tuberias Plasticas Matias Emanuel di Mauro
X1 (d?w  1du Sw d
+EIZZ.LO <W—;E> w'' dx
B d*w 1du ., aw(0)
= EIZZL (W_;d_> Sw' dx + t, w(0)dwy, + 1, ——— % Sw'y,

Y reemplazando (4.60) en (4.59) resulta:

EI fxl dw _Lduy oy +EAIX1(W+1du)6 dx + t, w(0)8
)y, \dx?  rdx WX v, 1% Tdx W to WETOWx, 461
dw(0) x1 (4.61)
+7, Sw'y =Azf p(z)6w dx
dx 0 X,
Direccién Tangencial
f d3 1d%u £A 1dw_|_d2 Sud 0
X dx3  rdx? rdx ax2 )| 0T
(4.62)
j T i L P Y U0 P P
%o 22\ rdxz) rdx dxz) | T
El fxll dw _1d% dud EAfx 1dW du dud 0
7 )y, T\dX? rdx? ) O - rdx Tdx)M T
® )
Integrando por partes la expresion (i) una vez respecto de x:
£l fxll d3w 1d%u Sud
7 )y, T\dx? rdx?) Ot
4.63
1(/d*w 1du 5 1 gl fx11 d?*w  1du s’ d (463)
Zp\dx?  rdx ux s, dx?  rdx w'dx
Haciendo lo mismo para la expresion (ii):
EAfxl 1dW+d2 sud
L, \rdx - dxz)ot
(4.64)

X1

w du 1w du
=—EA(—+—)5u +EAf (—+—>5u’ dx
r o dx P x, \T dx

Luego, al agrupar las ec. (4.63) y (4.64), desarrollar cada uno de los términos y aplicar las
condiciones de contorno (I) y (II), se obtiene la siguiente expresion:

o 1/d’?w 1du 5 Y1 I J‘xil d’w 1du s’ d
e \dx? rdx ux 7 )y, T\ dx? rdx) ot
(4.65)
w  du 1 1w du
—EA(—+—)6u +EAf (—+—)6u’ dx
r o dx X, x, \T dx
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—EAfx1<W+du)5’d El fﬁl dw _1du) g
B xordxux )y, T\ dx? rdx) "

+'E1 1(d?w 1du EA(W_I_du) _5
Zr\dx? rdx roodx/y, Yy

X1
=0

+_EA(W+du) £l 1/d?w 1du _6
r o odx/y, ZZr \ dx? rdx) Yo

o4

=s, u(0)

Lo que resulta en:

e duy o “1(d?w  ldu)
EA fxo (7+a) ou' dx — El,, .Lo A\ 7dx Su’ dx + s, u(0)du,, =0  (4.66)

Formulacién Débil
Finalmente, de (4.61) y (4.66):

/d?w  1du ., 1w 1ldu
ElL, fx (W‘ ?E) sw' dx + EA fx (Tz + ;a) Sw dx + t, w(0)Ow,,
dw(0) _ , *1
+7, dx dw'y, = Az Lo p(z)ow dx (4.67)
x1 w  du 1/d?w 1du ,
LO [EA (7 + a) - EIzz;<W - ;E>] ou' dx + s, u(0)du,, =0

Esta forma débil del problema de frontera esta compuesta por dos tipos de expresiones.
Aquellas que contienen ambos tipos de funciones, los pares [w(x), dw(x)] y [u(x), du(x)]y
sus respectivas derivadas, constituyen la forma bilineal B. Mientras que, aquellas que
contienen solo las funciones de variaciéon éw y du conforman la forma lineal [. Ambos tipos
de expresiones reformulan el problema variacional como:

B(w,u;ow,ou) = (5w, Su) (4.68)

Con el objetivo de aproximar las funciones w(x) y u(x) se escoge el conjunto de funciones
polinémicas {¢;}., = {xi}, motivado principalmente por la simpleza de trabajar con ellas
numéricamente. Esta familia de polinomios algebraicos {1, x,x2%,..} constituye una base
completa del espacio vectorial de funciones admisibles € (que actia como espacio de
Hilbert), al incluir todos los términos desde el orden 0 (o x°), hasta el término de mayor
orden deseado x". En otras palabras, es un conjunto admisible de funciones coordenadas.
Ademas, cumplen con los requerimientos de continuidad y diferenciabilidad (D.12), y
satisfacen las condiciones de contorno esenciales homogéneas. Esto ultimo es importante
porque, como se dijo anteriormente, el problema carece de restricciones geométricas
explicitas.
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Al expandir w(x) y u(x) en la base polinémica, la aproximacién de las soluciones resulta:

N

w(x) = wy(x) = Z ardr(x) = ap + ayx + ax? + -+ ayxV

=0 (4.69)

N
w() = uy () = ) B () = o + Prx + fox” + o fyx
k=0

donde {¢,}_o = {x*}, (Wi }¥_o = {x*} son las funciones coordenadas o auxiliares para la
direccién transversal y tangencial respectivamente, y {a},{Bx} sus coeficientes
indeterminados.

Las magnitudes 6w (x) y du(x) que aparecen en la formulacién débil actian como funciones
de peso. Son introducidas para obtener tantas relaciones independientes para los
coeficientes {a} y {Bir} como se deseen. Esto se consigue seleccionando N + 1 funciones
independientes para dw(x) y otras N + 1 funciones independientes para du(x). Asi, la
formulacién integral (4.67) puede ser utilizada para obtener las ecuaciones algebraicas
necesarias que determinan los coeficientes del método.

En el procedimiento propuesto por Ritz, se utilizan directamente las funciones de prueba o
coordenadas como funciones de peso. Es decir:

dw(x) = ¢;(x)

(4.70)
Su(x) = P;(x)

para obtener la ecuacién i —ésima de {a;} y i —ésima de {B;} del sistema de 2N + 2
ecuaciones lineales. Matematicamente esto puede interpretarse como el procedimiento de
proyectar las funciones wy (x) y uy(x) sobre cada una de las bases coordenadas ¢;(x) y
;(x) para obtener los coeficientes de la combinacidn lineal. En este contexto, proyectar
implica realizar el producto interno, definido en el espacio de Hilbert € de funciones
admisibles, entre los pares wy — ¢; y uy — ¥;.

Se reemplazan ahora las expresiones (4.69) y (4.70) en la formulacién débil.

Direccion Transversal

e d2ge 150 di]d?ey
E’zzf Zak—dxz —;Zﬂw oz Xt
Yo Lk=0
N

1 I dy,
r—zzak¢k+;kzoﬂka ¢;dx +t,

k=0
N
3 ] |42
kdx x, | dx

N

> akqbk(xo)] bilc) (@7

k=0

X1
+EAf

o

+71,

X1
= Az j p(@)by dx
Xo Xo
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Al operar algebraicamente sobre la expresion anterior, y agrupar aquellos términos que
multiplican los coeficientes{a;} y {Bx} teniendo en cuenta estos no dependen de x:

N £l X1 d2¢k dzd)i p X1 4
zz dx? dx? x+EA d)kd)i X+ t0¢k(xo)¢i(xo)
k=0 ¥o ¥o

. doy| do; "
®dx |y, dx |y & 472)
xl dl/Jkd of Y1 dyy
+Z[ EIZZT @ fx =Xy dx|
= Azf p(z)¢; dx
Xo
Y en forma matricial queda:
N N
Z Ageay + Z Bixfr = m; (4.73)
k=0 k=0

donde se definen las matrices [A] y [B], y el vector de términos independientes {m}.

X1 d2 d2 ; X1
A = El, f ( L ﬁ)dx+EA f (bredpo) dx + bl (o) i)

dx? dx X
dog| do;
dx ly, dx ly,
By = —EI j (Db oy pal f B (dlp" )d *o
e = ~H 2y o dx dx? v, \ dx i) X
X1
m; = AZ_[ p(z)¢; dx
Xo
Direccién Tangencial
jxl EA 1i +i We) gy, i G
; - A Pk B dx 2z, Uk =2
o k=0 N k=0 k=0 (4.75)
1 dy \| dy;
—;Eﬁkgﬂ L dx +5, Zﬁklpk(xo)]wl(xo)—o
k=0
Al seguir el mismo procedimiento que para la direccién transversal, se obtiene:
i EAle1 Wi e g1 fxldz(p" Wi, (4.76)
|y, P g 2y v, dx? dx | '
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" 2 [EA O By [T ks )| 5

=0

La forma matricial resulta:

N N
Z Ciay + Z DiBr = n; (4.77)
=0 =0

donde se definen las matrices [C] y [D], y el vector de términos independientes {n}.

L diy 1 (dP gy dip;
Cir = EA- dx — EI —d
e rfxo ((‘bk dx) ZZr_LO < dx? dx | ¥

_oa [ (S Y 1 (% dyy dip; (4.78)
D=4 | (G ) e Bz | (GEGE) ksl

ni==0

Sistema de Ecuaciones Lineales

Las ecuaciones (4.73) y (4.77) se pueden expresar de manera mas compacta como se
muestra a continuacion.

N N
> A+ ) Bufi =m; — [4]-{a} + [B]- (8} = (m)
k=0 k=0

N

N
> Caccte+ Y Do =mi — [€]-{a} + D] (6} = () (*79)
k=0 k=0
[A] [B]], [{ad] _ [(m}] <
a1 1l gl =[]~ FE@=10
Al expandir [K] - {c} = {f} resulta:

[Aoo Ao1 =+ Aon Boo Bo1 = Bon] [Fo]  [Mo]

10 A A Bro B Buv ) 63l (T

AI.\IO A;v1 "'AI;IN B;vo BI.V1 BI;IN N[ _ MmN (4.80)

Coo Co1 = Con Doo Do1 =+ Don | [Bo| ™ | Mo
Cyo C1q - Cin D1o D11 " Din ﬁ} n.l

| Cyo Cy1 + Cyn Do Dy = Dy d LByd Ly
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La expresion (4.80) constituye el sistema de ecuaciones lineales (SEL) para las 2N + 2
incognitas, los N + 1 {a} y los N + 1 {8} (con k = 0,1, ..., N) que permiten construir las
aproximaciones a las componentes del campo de desplazamientos de la viga. E1 SEL vuelve
areformular el problema variacional como:

B((Pk' wk; d)iJ 1/’1’ ) = l((pi' lpl) con k"' =01,..,N (4'81)

donde la forma bilineal resulta directamente en los coeficientes de la matriz [K] y la forma
lineal en el vector columna de términos independientes {f}. Cabe mencionar que, [K] es una
matriz simétrica ([K] =[K]T), la cual estd compuesta por las sub-matrices
[A],[B],[C] y[D]. Estas sub-matrices contienen términos transversales puros,
transversales-tangenciales, tangenciales-transversales, 'y tangenciales  puros
respectivamente.

4.3. Implementacién Numérica

Para simular el proceso de fractura RCP se desarrollé un algoritmo numérico mediante la
herramienta Maple Software®. En el Apéndice “Modelo Inicial” se muestra una transcripciéon
detallada del mismo. A continuacidn, se describe su estructura general.

El c4digo desarrollado se basa en hallar los campos de desplazamientos de cada uno de los
anillos de ancho Az que componen la regién de la tuberia encapsulada por el volumen de
control. A cada anillo le corresponde una determinada magnitud de presion interna, que
depende tinicamente de su posicidn axial. El valor de presidn definido por (4.5) provoca una
solicitacion diferente, y por lo tanto una deformaciéon diferente en cada una de estas
porciones de tuberia. Las componentes transversal y tangencial del campo se determinan
resolviendo el sistema de ecuaciones lineales representado en (4.79).

En la resolucion, tanto la matriz de coeficientes como el vector de términos independientes
se definen de manera genérica y como funciones de la variable independiente z. Es decir, no
se especifican para ningun anillo en particular, sino que, se definen de manera genérica. Asi,
los coeficientes que permiten construir las componentes w y u también se hallan como
funciones de z, ec. (4.82). Esto trae la ventaja de trabajar con tan solo dos funciones.

N N

WD) wy(x,2) = ) (@) b = ) (@) 2t

k=0 k=0 (4.82)

N N
U2 ~ un(62) = ) B il = ) fi() -5
k=0 k=0

Sibien wy u dependen explicitamente de z y pareceria que se tratan de funciones continuas,
en realidad son funciones discretas. Es decir, tienen validez sélo en los puntos especificos
de la longitud del volumen de control que corresponden a los anillos. Para hallar el campo
de desplazamientos del anillo j — ésimo basta con reemplazar la variable z de (4.82) por la
posicion z; que este ocupa. Esto es equivalente a pensar que el sistema de ecuaciones
genérico se resuelve de manera local para cada anillo en particular donde z es fijo y la
presion es Unicamente un nimero.

Una vez resuelto el sistema, las expresiones funcionales de w y u permiten calcular la
contribucién energética de cada seccién a la energia total contenida en el volumen de
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control. Esto se realiza mediante las ecuaciones (4.11), (4.18-22), (4.24) y (4.25). Debe
tenerse en cuenta que, dada la simetria del problema se resuelve la mitad de cada anillo. Por
lo tanto, la energia de cada semi-anillo se multiplica por dos antes de ser sumada al total de
energia. Por ultimo, se realiza el balance energético (2.23) dentro del volumen de control
para hallar el valor de la fuerza impulsora G.

El algoritmo puede esquematizarse de la siguiente manera:

Definicion del niimero de polinomios de aproximacién N.
Datos del Problema

» Dimensiones de la Viga: SDR, D, Az, h, D*, R,Ly,1,, vy A.
» Propiedades del Material: £, y p.

> Médulos de Flexién y Extensién: M, = Ep, Ay My = Ep I,,.
» Presion Interna: p,, p; y p(z) como funcion.

Constante de Rigidez de Vinculos: ¢,,s, y 7, (debe considerarse que, como en el
extremo x = 0 tanto los desplazamientos transversales y tangenciales como la
rotacién estan restringidas, la magnitud de estos vinculos debe ser o 0 un nimero
muy grande).

Calculo de Funciones Coordenadas: subrutina que arma las funciones coordenadas
polinémicas {1, x, x2, ..} para cada direcciéon como vectores.

Forma Bilineal: construccién de la matriz [K] como matriz compuesta por
[A].[B], [C]y [D] de (4.74) y (4.78).

Forma Lineal: construccion del vector de términos independientes {f}, compuesto
por {m}y {n} de (4.74) y (4.78).

Resolucién del Sistema [K]-{c} = {f}: resoluciéon del SEL por el método de
factorizacion ‘LU’ y construccion de las funciones de aproximacion wy(x,z) y

uy(x, 2).
Post-procesamiento

» Calculo de las Energias: calculo de la energia total de cada anillo y composicion
de la energia total. Calculo de G por balance energético.

» Grafica de Funciones: grafica de las componentes de desplazamientos y
geometria del anillo deformado en coordenadas polares (para un valor de z
determinado). Y, grafica de la evolucién de cada una de las energias, tanto en
valor puntual como valor acumulado, en funcién de la coordenada axial.
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5. AJUSTE Y ANALISIS DEL MODELO

5.1. Verificacion de la Implementacion del Método de Ritz

Para asegurar la correcta implementacién del método numérico, se escogié un problema de
deformacién de vigas de eje curvo con soluciones analiticas conocidas, y se contrastaron los
resultados obtenidos numéricamente.

5.1.1. Solucién Analitica

C. W. Lim et. al. hallaron un conjunto de soluciones analiticas del campo de deformacidén de
una viga curva tipo Euler-Bernoulli sometida a una carga distribuida [1]. Estas soluciones
se encuentran parametrizadas en funcién de constantes indeterminadas C;% (i = 1 ...6), las
cuales dependen de las condiciones de apoyo (extremos libres, empotrados o de libre
rotacion). La Fig. 5.1 representa el sistema mecanico de referencia: una viga de espesor h,
momento de inercia I, radio de curvatura R y compuesta de un material elastico de médulo
E. La carga distribuida es p(x) = q(6), y dx = Rd6 la coordenada angular.

plx)

|.l1|'r — -
\ -~ 'L ™ i j‘\_\_\_ JE—

| ' | Y
-._‘t _."'- T g .A': 1 | .- /

\ / j-'
=R

-._\\ '\r:_‘
Sy

™ .-'\ _‘1_

T Y
AN
\/

Fig. 5.1 Geometria de la viga curva. [1]

Las soluciones generales para los esfuerzos normales NZ, de corte QF y el momento flector
ME son:

NE = CEsing + C£ cos0 + Rf1[q(6)]

QF = —Cf cos6 + C£sin® — Rf{[q(0)]
ME
== —Cf sin6 — C£ cos6 — Rfi[q(6)] + C£

(5.1)
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donde f;[q(6)] es la integral particular de la ecuaciéon diferencial de segundo orden
d?()/d6? + () = q(0),y f{[q(8)] su primera derivada respecto a 6. En el caso de una viga
sometida hidrostaticamente a una carga uniforme sereducea f;[q(0)] = q(0),y f{[q(8)] =
0.

La componente transversal wf y tangencial uf del campo de desplazamiento adoptan la
siguiente forma:

R3 ME
wE =CEsin + CEcos — — | NE +—
4 Sin@ + Cs cos £l + R

2
1+ — ) (60F + 6RF[q(8)] + 2RA1qO)])

" 284 [ I/A]

OR R? OR3 ME
=CEcos — CEsing + CE + 1+ NE + — (NE+—> (5.2)

2EA [\/I/_]Z EIl R

+i<1_ LS >{QE+Rf1[q<9)}+—ff1 [a(®)] d
2EA JI/A

2 2
o 1+ |{orla@1 + 2 [ fla@)) as)
[Vi74]

donde f,[q(0)] es la integral particular de la ecuaciéon diferencial de segundo orden
d?()/d6? + (-) = f1[q(8)]. En el caso de una viga sometida hidrostaticamente a una carga
uniforme se reduce a f,[q(0)] = filq(®)]=q(6) y ademis [ fi[q(6)]d6 =

| f2la ()1 do = 6 q().

En un extremo empotrado se cumplen las condiciones (5.3), mientras que en un extremo
libre lo hacen las relaciones (5.4).

ut =0
wE=0
Extremo empotrado: < " ° (5.3)
P dwkt
o —
dx
NE=0
E—0 5.4
Extremo libre: QE (54
— +NE=0
R +

Se buscan las constantes C;%, los esfuerzos N, Qf y ME , y las componentes w® y u? que
corresponden a una viga curva formada por un semiarco circular de apertura angular a =
7, con un extremo empotrado en 8 = 0 y libre en 8 = &, y sujeta a una carga q(0) = q
constante. De las condiciones de borde, el calculo de las constantes C;% (i = 1 ...6) lleva a:
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CF=cf=cf=cE=0

C; = Rq(6)
(5.5)

R R?
Cs =-— 1+ {2Rq(8)}

[vi7a]
Al introducir las constantes (5.5) en las expresiones de los esfuerzos (5.1) se obtiene:
NE = Rq[1 + cos 6]
Qf = Rqsin®g (5.6)
ME = — R%q[1 + cos 8]

Y, al reemplazar esto en las expresiones (5.2) de las componentes del desplazamiento
resultan las expresiones analiticas buscadas.

Soluciones analiticas:

R R?
wk={— 1+ [2Rq] } cos @

2EA [\/I/_A]Z

2

R
+—| 1+—7= |{6Rqsin6 + 2Rq}
AN [i7al G7)

R 1+ R? [2Rq] ¢ sin @ + oR 1+ R?
q] ¢ sin
2EA [\/I/_A]Z 2EA [\/I/_A]Z

uE_

Rq[1 + cos 0]

+—R (1 i >R ' (9+9R2 R? 1+ R” (30q)
- q Sin q — q
2EA [1/4 EA 2EA [ TA]Z

5.1.2. Comparacion con el Método de Ritz

Se utiliz6 el algoritmo implementado en Maple Software para hallar la configuraciéon
deformada de la viga curva descrita en la seccion anterior para poder verificar los
resultados asi obtenidos. El problema se resolvié con los siguientes parametros genéricos:

Tabla 5.1 Parametros del modelo.

PARAMETRO Valor Unidades
SDR 11 -

D 160 mm

Geometria Az 1 mm

16 mm

72 mm

Ep 2500 MPa

Material

p 940x 10~° kg /mm3

105



Ingenieria en Materiales, Facultad de Ingenieria (UNMdP)

Estudio y Modelado del Fenémeno de Propagacion Rapida de Fisuras en Tuberias Plasticas Matias Emanuel di Mauro
to 1% 103° N/mm
Vinculos Elasticos So 1x 1030 N/mm
7 1 x 1030 N/rad

Los valores de 1 X 103° de las constantes de rigidez generan un empotramiento en x = 0 al
restringirse los desplazamientos transversales, tangenciales, asi como también la rotacién.

Si se aproximan las componentes w(6) y u(8) como una combinacidn lineal de funciones
coordenadas polinémicas hasta grado 4, es decir N =5, la resolucién del SEL (4.79)
conduce al siguiente resultado.

Soluciones del Método Variacional de Ritz:

wy(6) =8.1335x 1073 + 2.0039 x 10727(R - 0) + 0.0014 (R - 6)?
— 5.8632x 107%(R- )3 + 2.7665 x 10™°(R - 6)* (5.8)

uy(0) = 0.0023 (R-6) — 0.0001 (R-0)? — 5.7848 x 107 ¢(R - 6)3
+ 1.5947 x 1078(R - 6)*

El valor N > 5 garantiza que wy y uy cumplan con las restricciones de derivabilidad

impuestas por la ecuacion diferencial (4.57) y su formulaciéon débil sobre el conjunto de
soluciones posibles.

Las Fig. 5.2y 5.3 comparan el resultado del célculo de variaciones (5.8) con la solucién
analitica (5.7) de este caso particular.

Componente Transversal W(g)
Comparacion de Soluciones (N=5)

16

W) [mm]

0 I

= m  3=m Sz 3n Tnom
g 4 8 g 4 8

S r|a 4

Fig. 5.2 Comparacion de solucion, componente transversalw (N=5).

Euler-Bernoulli —— Meétodo Variacional de Ritzl
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Componente Tangencial U(op)
Comparacion de Soluciones (IN=5)

_101

Ulg) [mm]

= m  3n LT
g8 4 8 4 8

S a3
o

Euler-Bernoulli —— Meétodo Variacional de Ritz |

Fig. 5.3 Comparacion de solucion, componente tangencialu (N=>5).

La solucion provista por el método de Ritz se asemeja a la forma funcional exacta, pero la
reproduce con limitada exactitud. La diferencia entre ambos resultados es despreciable
para valores pequefios de la coordenada 6 cercanos al extremo empotrado 6 = 0, pero se
incrementa a medida que la deformacion crece hacia el extremo libre 8 = . Este resultado
indica que la implementacién es correcta, que el algoritmo puede reproducir la
configuracién deformada de la viga sometida a una carga distribuida constante, pero con un
error apreciable para N = 5.

En la Fig. 5.5se muestra lo que seria una seccion transversal de tuberia representada por la
viga, para una mejor visualizacion del resultado. En ella se observa la seccion en su estado
inicial, asi como también en su configuraciéon deformada. La posicién de cada uno de los
puntos materiales del sistema en el estado deformado fue obtenida construyendo el vector
desplazamiento U con sus componentes w y u, y sumando este resultado al vector posicién
del sistema sin deformar y,,.

X=XotU (5-9)

En coordenadas cartesianas {xq,x,}, ¥ = x; * €1 + x, - e; esto resulta:
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x1 = xq1, + [w(0) cos & —u(f)sin 6]
(5.10)
Xy = Xz, + [w(6)sin€ + u(0) cos 0]

xlo xl

Fig. 5.4 Relacion entre puntos materiales de la
configuracion no deformada P, y deformadaP.

SECCION DE TUBO DEFORMADA - Solucién Analitica Euler-
Bernoulli

Fig. 5.5 Representacidn de la seccion de tubo intacta |- -] y deformada [—].

Al incrementar el valor de N puede mejorarse la exactitud del resultado tanto como se
desee. Si se construyen las combinaciones lineales (4.69) con un mayor numero de
funciones auxiliares, las aproximaciones wy y u, convergen a la solucion exacta segin lo
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indican las propiedades del método variacional directo (D.5). Este comportamiento se
observa en las Fig. 5.6-9, en donde se muestran sucesivas aproximaciones calculadas con
diferentes valores de N. Una particularidad del método es que el aumento de N no produce
alteracion en los coeficientes {a} y {#} computados anteriormente. Esto es asi porque,
cuando se mejora la aproximacién, simplemente se agregan nuevos términos que no
modifican los calculados previamente.

Componente Transversal W(op)
Comparacion de Soluciones

N\
F)
E
=
=
0 T T T T T T T
i b 3w b Sm 3w T i
8 4 8 2 8 4 8§
P
| Euler-Bernoulli N=5 N=6 N=7|

Fig. 5.6 Comparacion de soluciones, componente transversalw (diferentes N).
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Componente Transversal W{gp)
Comparacion de Soluciones
16+
1551
/"/ T o
— 15+
g
g
C
= 14.5 -
14+
f‘f’r
1354 /
f’ ! I Ll ! L) ! !
Sdn 2lm 1lm 23m 3m 25n 13n 2Tm Tnm
8 32 16 32 4 32 16 32 8
P
[—— Euler-Bernoulli —— N=5 N=6 N=7|

Fig. 5.7 Ampliacion del recuadro de Fig. 5.5 (superposicion de la solucion analitica y la solucion para N=7).

Componente Tangencial Ulp)
Comparacion de Soluciones

0
—5
_lD_
Bl
E
= -151
=
)
_20_
\
-25- N
N
nooom  3n om Sno 3n Tno@
8 4 8 2 8 4 8
P
| Euler Bernoulli —— N=5 N=6 N=7|

Fig. 5.8 Comparacion de soluciones, componente tangencialu (diferentes N).
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Componente Tangencial Uop)
Comparacion de Soluciones

—23-
-244
-25 \\\-\“H\ \
E‘ _26_ \“‘n\\\\"\: T
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-29- Ny
?_T[ 5Tm 29m  59m 157 6lm 31lm 63=n b
8 64 32 64 16 64 32 64
P
| Euler-Bernoulli N=3 N=6 N=7|

Fig. 5.9 Ampliacion del recuadro de Fig. 5.7 (superposicion de la solucion analitica y la solucion para N=7).

En la grafica, las curvas de N =7 y la solucién exacta no se diferencian pues estan
superpuestas. De las Fig. 5.6-9puede concluirse que, para N > 7 la solucién obtenida por el
algoritmo desarrollado no difiere de la solucién analitica indicada como Euler-Bernoulli. Por
este motivo, en lo que sigue del trabajo todos los calculos fueron realizados aproximando
las soluciones con polinomios de grado 7.

Cabe destacar que, las deformaciones calculadas se encuentran dentro del limite de validez
de estas teorias de elasticidad de aproximadamente un 10% de deformacidn.

El resultado aqui expuesto se limita a la descripcion del campo de deformaciones de un
Unico anillo y no a la capacidad del modelo de representar el fenémeno RCP. La verificaciéon
teniendo en cuenta este ultimo aspecto se aborda en las siguientes secciones.

5.2. Verificacion del Modelo Inicial

El procedimiento para evaluar el algoritmo como modelo de propagacién rapida de fisuras,
para detectar sus falencias y proponer modificaciones, se basé en su capacidad de
reproducir los resultados de un caso tomado como referencia.

Como caso de estudio se seleccion6 un ensayo S4 instrumentado y documentado, llevado a
cabo por P.S. Leevers sobre Polietileno PE100 presurizado con aire, junto con los resultados
de la simulacién realizada por este autor [2]. Los parametros del test, requeridos como
datos de ingreso para el modelo, se indican en la 7abla 5.2.
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Tabla 5.2 Pardmetros del ensayo $4 instrumentado.

PARAMETRO Valor Unidades
SDR 11 -
125 mm
Geometria
12.5 mm
R 56.25 mm
Ep 1.5 GPa
Material v 0.4 -
p 940x 107° kg/mm3
Temperatura -24 °C
Co 340 m/s
- y (aire) 7 5 -
a ~165 m/s
Ly (3.2D) 400 mm
Po 0.15 MPa

Durante este ensayo también se registro el perfil de apertura de la fisura o COD (Crack
Opening Displacement) como se muestra en la Fig. 5.10(a). En ella se incluye también la
apertura predicha por el modelo semi-analitico de P. S. Leevers, mencionado previamente
en la Seccion 3.8. La Fig. 5.10(b) muestra el resultado del ajuste de este modelo, realizado a
partir de estos datos experimentales y parametros de entrada de la simulacién de P.S.
Leevers.

40 T | T 1  EE— R ]
L Punto de descarza ]
e 35 (sin tensiones 3
g [ residuales) ]
= g - q 7
Q ]
o o5k o ]
E | © ]
g 2oF & 3
5 . ]
@ ‘,"( Punto de 5|
": 13 /0 descarza 7
= r ! ]
8 - o [c.on. ]
= 10 e tensiones e
2 r /] idual ]
&, residuales)
- = ]
i é l -
e | " 1 | | ]

100 200 300 400 500 600 700 8O0 900
Distancia detris de la Fisura z [mm]

1000

Fig. 5.10 (a) Ensayo S4T instrumentado: (izquierda) espécimen fracturado, (derecha) perfil de apertura
de fisura experimental [0], simulado con [- -] y sin tensiones residuales [—]. [2]
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RESULTADOS DEL AJUSTE (b)
a5
0 o0 Oo o
30 00

o
25 o]

20

15

Apertura de Fisura COD(z) [mm]

200 400 600 300 1000
Distancia detras de la Fisura z [mm]

| @ \odelo de RCP

Modelo P.S_ Leevers © Emnsayo S4 |

Fig. 5.10 (b) Resultados del ajuste del modelo propuesto de RCP con datos de calibracion experimentales y
de simulacion de P.S. Leevers.

Las tres Unicas propiedades del material que son necesarias para el modelo son: el médulo
elastico, el coeficiente de Poisson y la densidad. El primero resulta un parametro
fundamental pues debe caracterizar por completo el comportamiento mecanico del
material. Al tratarse de un fenémeno dindmico, la eleccién de un valor adecuado no es
trivial, especialmente cuando se trata polimeros tipicamente viscoeldsticos y altamente
dependientes de la velocidad de deformacién. La inclusién de estos efectos requiere del uso
de propiedades medidas a una velocidad o escala de tiempo representativa que, para el RCP,

es el tiempo de descompresién tp =LD/d [2]. Como este tiempo es del orden de

milisegundos (0.0024 s) no es necesario un analisis viscoelastico riguroso. La rigidez del
material no varia significativamente y puede representarse con un tnico valor.

Por otro lado, el mo6dulo también debe contener informaciéon de las restricciones
geométricas propias del sistema. Las tuberias enterradas se encuentran solicitadas en
deformacién plana, y debe utilizarse la ec. (2.18) para definir el médulo en estas
condiciones.

La presidn inicial p, fue tomada como la presién p; que actia sobre la punta de la fisura.
Esto se debe a que, como se dijo anteriormente, la descompresion originada por el flujo de
retroceso se encuentra restringida por los bafles internos incluidos en el S4T. De no ser asi,
la ec. (3.4) podria utilizarse para calcular p; y determinar la presion inicial que actiia en
z=0.

5.2.1. Resultados [Primera Simulacion]

Se realizé una primera simulacidn utilizando los pardmetros de la 7ab/a 5.2. Se logr6 una
solucion independiente del ancho Az de los anillos al dividir el volumen de control, de
400 mm de longitud, en N, = 400 secciones contiguas (Az = 1 mm). Cada uno de los anillos
tiene un momento de inerciade I,, = 162.76 mm* y se encuentra solicitado por una presién
interna que se determind evaluando el perfil (4.5) en la posicién z que ocupa su linea media

La definicién de la dimension del VC es muy importante. A priori, su extension axial esta
dada por la longitud de descarga L. Sin embargo, hay que considerar que el analisis debe
enfocarse en una region de la tuberia libre efectos transitorios iniciales. Por lo tanto, el VC
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debe tener una dimension mayor a la longitud de fisura a partir de la cual se alcanza el
estado estacionario, es decir, Lgs (Seccion 3.3.3.1.). Esta condicion suele cumplirse paraa >
2D, cuando alcanza la condicidn “totalmente desarrollada” de propagacion [3]. En este caso
de estudio, el volumen de control es de 3.2 D = 400 mm y garantiza el cumplimiento de
estas premisas.

5.2.1.1. Calculo de la Apertura de la Fisura

Las componentes w(x) y u(x) fueron utilizadas para calcular el desplazamiento transversal
en la posicién x = L, de cada uno de los anillos. Este resultado expresado como funcién de
la coordenada z constituye el perfil de apertura de la fisura. Es decir, representa la
geometria de la grieta abierta como si fuese observada desde una vista superior, Fig. 5.11.

APERTURA DE LA FISURA

40-

301

Apertura de Fisura (20D [mm]

10+

0 100 200 300 400

Distancia detras de Fisura 'z’

Fig. 5.11 Perfil de Ia apertura de la fisura.

5.2.1.2. Calculo de la Energia de Deformacioén y Trabajo de Fuerzas Externas

Al seguir el esquema de resolucién explicado en el Capitulo anterior, se obtuvo la energia
interna de deformacién y el trabajo de presion en cada uno de los semi-arcos de anillo
(mitades de seccién transversal). Al duplicar estos resultados se obtuvieron las magnitudes
correspondientes a un anillo completo, y con la contribucién de todos ellos, se calculé la
energia total del sistema.
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us(zj) = Us,; ;Energiade Deformacion del Anillo j — ésimo 5.11)

W(zj) =W; ;Trabajode la Presion en el Anillo j — ésimo

conj=1,..,N,. Las Fig. 5.12y 5.13muestran el valor de estas dos magnitudes como curvas
de linea continua. Los calculos fueron realizados en unidades de N -mm =m/
convenientemente, para luego expresar la fuerza impulsora en las unidades convencionales

m]/mmz = k]/mz-

ENERGIA INTERNA
(Deformacion)

200
El
2

= 150~
]
5

& 100+
B
5

50-

0 ; | .
0 100 200 300 400

Fig. 5.12 Energia interna de deformacion.
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TRABAJO DE FUERZAS EXTERNAS "W

400-

300+

Trabajo de Presién [Mimm]

1004

0 100 200 300 400

Fig. 5.13 Trabajo de las fuerzas externas [presion].

Se calcul6 la energia acumulada en el VC hasta cierta posicion arbitraria en z; mediante la
suma de la contribucién de cada anillo desde el inicio hasta el punto deseado.

j=i
z;
uS,acumulada(Zi) = f Us(z) dz = Z Us,j (5.12)
0 =1
z; J=t sl
Wacumutada(Zi) = f W(z)dz = Z W; = AZZ [f p(Zj) w;j(x) dx] (5.13)
0 ; ; 0
Jj=1 j=1

El subindice k recorre los anillos desde el primero, en z = 0 (j = 1), hasta el ubicado en la
posicién z; (j = i). Los resultados de este calculo de energias acumuladas se ilustran en las
Fig. 5.14y 5.15en unidades de N - mm.
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ENERGIA INTERNA ACUMULADA
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z

Fig. 5.14 Energia interna acumulada en el VC.

TRABAJO DE FUERZAS EXTERNAS ACUMULADO
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Fig. 5.15 Trabajo de fuerzas externas acumulado en el VC.
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El valor final de cada una de estas curvas es la magnitud requerida para el célculo de la
fuerza impulsora. Es decir, son las energias totales que se acumulan en todo el volumen, y
que resultan de sumar la contribucién de todos los anillos.

Ng

uS,total = z us,j (5'14)
=1
Ng

Wiotar = z W; (5.15)
=

Tabla 5.3 Resultados de energia acumulada [primera simulacion].

Energia de Deformacién Acumulada en VC Trabajo de Fuerzas Externas
Acumulado en VC
uS,total [N : mm] Wtotal [N . mm]
33,200 65,600

5.2.1.3. Calculo de la Energia Cinética

La energia cinética no surge naturalmente de las ecuaciones del modelo, dado que estas
describen un problema de deformacién estatica. Sin embargo, y como se dijo anteriormente,
la componente dindmica de la deformacién puede imponerse de manera externa al conocer
la velocidad con la que ocurre el proceso de fractura.

Se propuso calcular la energia cinética reemplazando las derivadas de la ecuacién (4.25)
por su expresion en diferencias:

() O, = e, O, = Oy
ot -t Ag (5.16)

Para el anillo j — ésimo, se considerd como tiempo t, el tiempo inicial no fracturado, y como
t, un instante de tiempo At; posterior, correspondiente a su estado completamente
deformado. Este intervalo At; es diferente para cada seccion de tuberia y depende de la
posicion en z que esta ocupe. Para el anillo ubicado en z;, el intervalo se calcul6 con la

. . z;—0 (g -
expresion (4.58), es decir: At; = ( J )/d y su energia cinética se obtuvo de la siguiente
manera:

1 X1=Lyx

PA[{w;( t3) = w; (e, e} + {i50x, ) — (1))’ dx
(5.17)

X1=Ly
= T pawe ) —wie ) + (o) - wen )] dx

Xo=0

Sin embargo, los resultados asi obtenidos son errdneos. La energia acumulada en los anillos
cercanos a la punta de la fisura excede los valores esperados en varios ordenes de magnitud.
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Por ejemplo, segin la ecuacion anterior, el anillo ubicado inmediatamente después del
vértice de la grieta acumula 6.83 x 107 Nmm de este tipo de energia. Esto se debe
principalmente a que los intervalos At; son muy pequefios, del orden de los milisegundos, y
varian desde valores cercanos a cero hasta 2.4 ms (el tiempo de descompresion). Al ser
magnitudes chicas, al estar elevadas al cuadrado y dividiendo, la energia cinética toma
valores que carecen de sentido fisico.

5.2.1.4. Analisis de Resultados

El modelo asi planteado presenta dos falencias principales.

La primera de ellas esta relacionada con el ancho de fisura calculado. La Fig. 5.17 no se
condice con el tipico perfil de COD en forma de campana observado, Fig. 5.10. Segln este
modelo, la deformacién de la tuberia varia linealmente con el cambio de la presién. Es decir,
cuando la presién es maxima (en z = 0) la deformacidn es maxima, y cuando la presién cae
a cero hacia el final del volumen de control, la deformacién es minima. Esto también puede
observase en las Fig. 5.12y 5.13. Tanto la energia de deformacién como el trabajo de la
presién son maximos en z = 0, y decaen progresivamente hasta z = Ly junto con la presion
interna. El perfil obtenido de esta manera adopta una forma triangular. En otras palabras,
este perfil demuestra una mayor apertura en la posicién donde deberia estar ubicado el
vértice de la grieta, y una apertura nula en donde la deformacién deberia ser maxima. En
una tuberia real el comportamiento es inverso: la secciéon que contiene la punta de fisura se
encuentra practicamente cerrada, y la seccion en la cual finaliza el proceso de descarga se
encuentra totalmente deformada, a pesar de no existir una carga interna que fuerce esta
apertura.

La segunda falencia se asocia a la energia cinética. Como se vio con los resultados de la
Seccién 5.2.1.3. el método de calculo propuesto predice valores fisicamente incongruentes.
Estos no solo se deben a tener que utilizar intervalos de tiempo muy pequefios, sino que
también se relacionan con el hecho de haber sido calculados sobre campos de
deformaciones que no reproducen la geometria real de la grieta.

La falta de condiciones de transicidn entre anillos contiguos es la causante principal de la
falla del modelo. Cada uno de ellos se encuentra “incomunicado” y actia de manera
independiente: la deformacion experimentada en la seccién en z; no ejerce ninguna
influencia sobre las secciones en z;_; y z;,, , y viceversa. De esta manera, la tuberia como
tal no impone ninguna restriccion sobre la deformacién de cada uno de estos anillos. Por
este motivo, fue necesario reformular parcialmente el modelo para solucionar este
problema.

5.2.2. Modificaciones del Modelo

Se modificé el sistema mecanico de la Fig. 4.3 mediante la introducciéon de un vinculo
elastico tangencial de constante de rigidez s; ajustable en la posiciéon x = L,, segin se
observa en el siguiente esquema.
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u=(r,t)  *=Li

W= ("xa f)

L

Fig. 5.16 Modelo mecdnico del semi-arco de anillo como viga de eje curvo con resorte de variacion axial.

La implementacion de esta nueva restriccién tuvo y tiene el objetivo de forzar que la
deformaciéon calculada por el modelo se corresponda con la deformacién observada
experimentalmente al tener en cuenta los parametros de entrada definidos por P.S.Leevers
en su simulacién. Esto se logra ajustando su constante de rigidez punto a punto a lo largo
del volumen de control. De esta manera, s; se transforma en una funcién de la coordenada
z haciendo que este vinculo tangencial varie de manera axial.

Vinculo tangencial de variacion axial: s; = s; (z) (5.18)

Desde un punto de vista global, puede pensarse como que la tuberia se encuentra
representada por una serie de anillos contiguos cuyos extremos, en el plano de la fisura, se
encuentran unidos por una distribucion axial de resortes tangenciales que modulan su
apertura.

5.2.2.1. Reformulacion del Problema de Contorno

El elemento elastico s; introduce un nuevo término de energia que debe ser tenido en
cuenta para la formulacion del problema de contorno. A la componente Uy, que resume la
energia de todos los vinculos se le debe sumar la siguiente expresidn:
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51(2) - [uGxy, O 0 s51(2) - [u(ly, t)]? (5.19)

Asi, el nuevo Lagrangiano resulta:

L=E—Us+ W
o f:x {lpA [(M)Z N (au(x, t))z] 1 (W(x, 0, dutx) )2

2 ot ot 2 T 0x

1 (62 w(x,t) 1 du(x,t)

2
—EElzz I ?T) + Az p(z) -w(x, t)} dx

(5.20)

aw(0,)]*
%] - 51(2) - [ule, OF

Si se sigue el mismo procedimiento del Calculo de Variaciones utilizado en el capitulo
anterior, se llega a un resultado idéntico al de las ecuaciones (4.53) y condiciones (4.54)
con la tnica modificacién de la condicién de contorno (II).

r | ox r \rox 0x2

w  du El,, (10u 0%*w
pa(2+5) lld
X1

Zou_ ) —5,(2) u(xy, ) = 0 (5.21)

1

La condicién de contorno (II) en (4.54) tiene validez global, es igual para cada uno de los
anillos sin importar su posicién. Por el contrario, esta nueva expresion adopta un valor
particular para cada seccion de tuberia dependiendo de la magnitud de s, (z).

Eliminando la dependencia explicita con la variable t como se hizo con la ec. (4.57) y
aplicando el procedimiento del método de Ritz se define el nuevo SEL a resolver. Este resulta
idéntico al representado por (4.79) con una tnica modificacién en la submatriz [D]. Sus
coeficientes se calculan como:

o f (Db ey g1, L [ () s B g

dx dx dx dx
+ 51 (@) [P (x1)P; (x1)]

El algoritmo de resolucidn sigue el mismo esquema presentado en la Seccién 4.3. La tinica
diferencia es que ahora, la matriz [K] de la forma bilineal no es igual para todos los anillos.
Sus coeficientes K;; (i,j = N +1,...,2N + 2) cambian de valor a lo largo del eje axial, al
contener la funcién s;(z) en su interior. Una matriz de coeficientes no numéricos
(coeficientes algebraicos, en funcién de z) es dificil de factorizar en sus componentes
triangular superior e inferior. Es por esto que, para seguir obteniendo los coeficientes {a; }
y {Bi} como funciones de z, se tuvo que reemplazar el método de factorizacion ‘LU’ por el
comando “solve”genérico implementado en el software.

El Apéndice “Modelo Modificado” muestra una transcripcion del nuevo algoritmo.

121



Ingenieria en Materiales, Facultad de Ingenieria (UNMdP)
Estudio y Modelado del Fenémeno de Propagacion Rapida de Fisuras en Tuberias Plasticas Matias Emanuel di Mauro

5.2.2.2. Ajuste de la Constante de Rigidez

Si se conoce el valor de la apertura de la fisura en funcién de la distancia a su vértice, es
posible calibrar la variaciéon de s; con la coordenada axial z. Esta informaciéon puede
obtenerse como resultado de los ensayos S4 instrumentados que, para el caso de estudio
seleccionado, estd dada en la grafica de la Fig. 5.10. El ajuste se realiz6 segin el
procedimiento descrito a continuacién, tomando como referencia los resultados de la
simulacion de P.S. Leevers para una comparacién mas sencilla.

(i) Obtencién de la funcién COD(z)

Con la herramienta digital PlotDigitizer se extrajo el conjunto de puntos que representa el
perfil de apertura de la Fig. 5.10.

-

Lpertura de Fisura COD{z) [mm]

0 50 100 150 200 250 300 350 400
Distancia detras de la Punta de Fisura 'z’ [mm]

Fig. 5.17 Perfil de apertura de fisura utilizado como referencia para el ajuste (linea continua).

(it) Determinacion del conjunto de puntos s, (z;)

Para cada punto del perfil COD(z;) se hall6 el valor de s; ; = s;(z;) que hace que la apertura

de fisura calculada por el modelo mecanico coincida con el valor real medido en la posicion
z;. Este ajuste se realiz6 por un proceso iterativo de convergencia: luego de definir la presion

p(zj) en z;, se modificd sy ; y calcul6 el COD resultante hasta encontrar el mejor valor de
s1,j que cumple la condicion propuesta. De esta manera, se obtuvo un conjunto de pares
{51,]-; zj} esquematizados a continuacion, Fig. 5.18.
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Magnitud de la Constante de Resorte Lineal Axial §,(z)
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0 50 100 150 200 230 300 350 400
Distancia detras de la Punta de Fisura 'z’ [mm]

Fig. 5.18 Conjunto de puntos {sl_]-; Z]-}.

(iii) Interpolacién y obtencion de la funcidn s, (z)

El conjunto {sl (zj);zj} caracteriza el comportamiento mecanico del vinculo en la regién
acotada z € [0, Lp]. Para hallar la forma funcional s; (z) se opt6 por interpolar estos puntos
mediante el método de Thiele. Asi, se defini6é una funcién racional con la que pudo operarse
facilmente dentro del software Maple.

Como se dijo anteriormente, la tuberia se encuentra completamente cerrada en z=0a
pesar de que la presion es maxima. El resorte debe garantizar que los extremos de la viga
curva coincidan en x = L,* y x = L, "y por ende, el valor tedrico de s, (z) en z = 0 tiende a
infinito, s; (0) — oo. Si se opera con algunos valores infinitos (o nimeros muy grandes), la
interpolacion del conjunto de puntos se dificulta. Debido a esto, se tom6 como s;(0) la
magnitud mas grande posible que permitié una aproximacién suave de la curva s;(z). Este
valor resulté ser de aproximadamente 500 N /mm.

La interpolacién realizada se puede apreciar en la Fig. 5.19. Cabe destacar que, en la region
de 200 mm < z < 400 mm los parametros de ajuste, asi como también el COD resultante
son muy sensibles a los valores de s;. Esto se debe principalmente al comportamiento
asintotico que tiene esta curva para valores grandes de z, Fig. 5.20.
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Ajuste de Curva 5;(z) - Método de Interpolacién de Thiele

500

3004

2501

Constante del Eesorte [I/mm]
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Distancia detras de la Punta de Fisura 'z’ [mm]

Fig. 5.19 Resultado de la interpolacion del conjunto {31 (zj); Zi} por el método de Thiele.

Ajuste de Curva 5, (z) - Método de Interpolacion de Thiele
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200 220 240 260 280 300 320 340 360 380 400

Distancia detras de la Punta de Fisura 'z’ [mm)

Fig. 5.20 Ampliacion de la Fig. (5.19) en el rango [200,400].
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Por ultimo, debe mencionarse que la calibracién de la rigidez y definicién de la funcién s; (z)
es particular para cada ensayo S4. El modelo modificado requiere tener informacién de la
geometria que adopta la fisura durante su propagacién, algo que es posible registrar con
camaras de alta rapidez. Asi, el procedimiento de ajuste debe repetirse para cada set de
datos que se desea utilizar como informacién de entrada.

5.3. Verificacion del Modelo Modificado

5.3.1. Resultados [Segunda Simulacién]

Se llevo a cabo una segunda simulacién con la introduccién de la restriccién elastica
tangencial en x = L, y de rigidez determinada por la funcién s;(z) calibrada. Se utilizaron
los mismos parametros geométricos y del material dados por la 7abla 5.2, con un nimero
de anillos igual al implementado anteriormente.

5.3.1.1. Calculo de la Apertura de Fisura

La siguiente grafica muestra la curva COD(z) calculada junto con la variacidn la rigidez del
resorte s;.

Grafico en Conjunto §;(z) y COD

COD(z) [mm]/ Constante del Resorte [IM/mm]

0 50 100 150 200 250 300 350 400

Distancia detras de la Punta de Fisura 'z’ [mm]

|[— s4(2) coD)|

Fig. 5.21 Grafico de las funciones COD(z) y s,(z) en conjunto.

El perfil que describe la grieta se muestra en la Fig. 5.22. Se puede observar que, esta
geometria ha dejado de ser triangular y adquiere la forma de campana registrada durante
el ensayo. Esto demuestra que la implementacion de esta representacién mecanica simple
es adecuada para reproducir este resultado.
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APERTURA DE FISURA COD(z)

[
Ly

COD(z) [mm]

0 50 100 150 200 250 300 350
z

Fig. 5.22 Geometria de la grieta.

La Fig. 5.23 ofrece una vista mas global de la deformacién de la tuberia. En ella se
superponen diferentes secciones fracturadas de la linea de distribucién ubicadas a
distancias cada vez mas alejadas del plano del vértice de la grieta. Dicha distancia se expresa
en términos relativos al didmetro externo D.

SECCION DE TUBO DEFORMADA

z=3.0D
z=25D
z=2.0D
z=15D
z=1.0D
z=0.5D
z=0.0 D - Plano de Fisura

Fig. 5.23 Secciones de la tuberia fracturada.
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En esta dltima grafica puede apreciarse que los resultados cumplen con las caracteristicas
de la deformacion de las paredes del tubo fracturado mencionadas en la Secciéon 3.3.1.

5.3.1.2. Calculo de la Energia de Deformacion y del Vinculo s,

La energia potencial de cada anillo (E;yr[z;]) se muestra en la grafica de la Fig. 5.24 como
una curva de trazo continuo que une puntos discretos. Esta magnitud incluye todas las
fuentes de energia de deformacién (extension, flexiéon y vinculos s,,t, y 7,) junto con la
componente asociada al vinculo s;.

ENERGIA INTERNA
(Deformacion + Vinculo)
401
20-
)
=
=
R
B
[}
‘ED _20_
5
_40_
_60_
0 100 200 300

Fig. 5.24 Energia interna total (deformacion y vinculo s ).

El total acumulado dentro del volumen de control, ec. (5.23), se observa en la Fig. 5.25,y su
valor se indica en la 7abla 5.4.

j=i
Zi
EINT,acumulada(Zi) = f Einr(2) dz = Z EINT,j
0 =
= (5.23)

N

a
EINT,total = EINT, j
j=1
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ENERGIA INTERNA ACUMULADA
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Fig. 5.25 Energia interna total acumulada en el VC.

Tabla 5.4 Resultado de energia interna acumulada [modelo modificado].

6202.81

Para facilitar el posterior andlisis de los resultados, se realizo la descomposicion de la
energia potencial en las contribuciones de energia de deformacién pura Us y energia del
vinculo s; Uy (s1), Fig. 5.26-29. La ecuacion (5.24) expresa esta distincion de energias para
el anillo j — ésimo.

Einrlzi] = Uslz] + Uy (s1)[z] (5.24)
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ENERGIA DE DEFORMACION
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Fig. 5.26 Componente de energia de deformacion (aislada).
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Fig. 5.27 Componente de energia del resorte tangencial de variacion axial.
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Las funciones Us 4 cymuiaaalZil ¥ Uy acumuiada (51)[2:] se calcularon de la misma manera que
fueron obtenidas las demdas magnitudes acumuladas.

ENERGIA DE DEFORMACION ACUMULADA

12000+

m]

g 10000+
8000+

6000+

40004

Energia de Deformaci én Acumulada [

20004

0 100 200 300 400
z

Fig. 5.28 Componente de energia de deformacion acumulada en el VC (aislada).

ENERGIA DEL RESORTE ACUMULADA
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-6000
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Fig. 5.29 Componente de energia del resorte tangencial s, acumulada en el VC.
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Tabla 5.5 Resultados de la descomposicion de la energia interna acumulada [modelo modificado].

12368.64
-6165.83

11429.11 84x10728~0

5.3.1.3. Trabajo de las Fuerzas Externas

El trabajo realizado por la presion se observa en la Fig. 5.30 mientras que la contribuciéon
acumulada de energia en el la Fig. 5.31.

TRABAJODE FUERZAS EXTERNAS W'

704

o/ \

5 2
T~
_—

Trabajo de Presion [Nm
[
o

\
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J/ \
/

0 100 200 300 400
z

Fig. 5.30 Trabajo de las fuerzas externas [presion].
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TRABAJODE FUERZAS EXTERNAS ACUMULADO
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Fig. 5.31 Trabajo de fuerzas externas acumulado en el VC.

Tabla 5.6 Resultado del trabajo de presion acumulado [modelo modificado].

Trabajo de Fuerzas Externas Acumulado en VC
Wiotar [N - mm]

17660.64

5.3.2. Andlisis de Resultados

5.3.2.1. Interpretacién mecénicay energética del resorte s,(z)

El modelo de anillos inicial no es capaz de reproducir los resultados de un evento real de
propagacion rapida de fisuras. La causa principal de ello se asocia al hecho de representar
un fenémeno axial con una serie de anillos contiguos cuya deformacidn se limita en el plano
transversal a la direccion principal del crecimiento. Como se dijo anteriormente, esto se
traduce en una ausencia de condiciones de transicion entre secciones transversales
aledanas.

La introduccion del vinculo elastico tangencial s; fuerza al modelo original a capturar el
comportamiento y la forma real de la grieta. Este elemento actiia como modelo mecéanico
equivalente y guarda informacién no solo de las caracteristicas geométricas de la
deformacién, sino que también introduce nuevos términos energéticos que deben ser
interpretados fisicamente.
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Desde el punto de vista mecanico, el vinculo sirve de “comunicacidn” entre anillos contiguos.
El hecho de que su constante de rigidez varie axialmente hace que existan restricciones de
transicion en la deformacion. Es decir, hace que la deformacién experimentada por una
seccion de tuberia se vea influenciada por el comportamiento de sus vecinas y que esta, a su
vez, influya sobre las demas. En consecuencia, la configuraciéon que adopta cada una de
estas secciones es el resultado del balance de tres magnitudes que gobiernan el equilibrio
estructural: la rigidez propia del anillo (de la viga de eje curvo y del material), la fuerza
ejercida por la presion y la rigidez global de la estructura (resumida en la magnitud de s ).

Esto dltimo puede interpretarse con la ayuda de la Fig. 521 y la Fig. 5.32 que sigue a
continuacion. En ella, se divide el intervalo [0 ; Lp] en dos, en funcidn del signo que adopta
51(2). Se denomina zs a la posicion en la cual la constante del resorte es cero, s; = 0. Si se
observa en la Fig. 5.20, esto ocurre a una distancia de aproximadamente 250 mm o 2D. El
volumen de control queda asi dividido en una regién [0; 2D) con s; positivo, y otra
(2D ; 3.2D] con s; negativo.

COD(z) [mm]f Constante del Eesorte [M/mm]

154
104
5_
0 ——r—t — s
0 30 100 150 200 250 300 350 400
p——r  z < Zg f zZ > zg—
Distancia detras de la Punta de Fisura 'z’ [mm]
[— 51(2) CoD()|

Fig. 5.32 Grdfico en conjunto de s1(z) y COD(z), con division segiin sign[s,(z)].

(i) z < zg5 [s1(z) > 0]: esta zona esta caracterizada por una constante de resorte
positiva. Esto implica que el vinculo actia en oposicién a la presion interna y limita la
deformacién de los anillos. Es decir, la fuerza sola de la presion llevaria a las paredes del
tubo a deformarse mas de lo que realmente se observa, porque la rigidez individual de
estos anillos es insuficiente para sostener esa carga.

La influencia de la rigidez estructural de la tuberia se hace mas significativa en
posiciones cercanas al vértice de la grieta y disminuye a medida que z aumenta. Esto se
representa con el valor extremo s; = o en z = 0, que luego se reduce de manera
asintética a medida que z crece y ocurre la descompresidn del gas.
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(ii) z = z5 [s1(2) = 0]: en esta posicion la influencia de las secciones aledafias se
ausenta debido a que la fuerza de la presion y la rigidez del anillo estan en completo
equilibrio. Es otras palabras, el nivel de presiéon produce una deformacién que coincide
con la observada experimentalmente y, en consecuencia, la constante del resorte es
nula.

Ademas, cabe destacar que z = zg coincide aproximadamente con el punto de inflexion
de la curva COD(z) de la Fig. 5.32. Alli se produce un cambio en la concavidad de las
paredes de la tuberia, desde una curvatura que apunta al interior de la tuberia hacia una
curvatura que apunta a su exterior (Fig. 5.22).

(iii) z > z5 [s1(2z) < 0]: en esta udltima region, s; toma valores negativos apenas
desviados del cero. Esto quiere decir que, el vinculo promueve la apertura de los anillos
en vez de restringirla. La presidn es insuficiente para generar la deformacién observada
y la rigidez del anillo tiende a cerrarlo. Es el vinculo quien aleja los extremos de las
paredes fracturadas entre si. El significado fisico de este fendmeno no solo se asocia a la
componente estructural de la tuberia representada por sy, sino que también a su aporte
energético.

Por ultimo, debe mencionarse que, el modelar la rigidez estructural faltante durante el
crecimiento de una grieta mediante una serie de resortes distribuidos axialmente es una
herramienta que se ha probado efectiva, y se ha utilizado exitosamente en otras geometrias

[4]-

5.3.2.2. Anilisis de las Energias

Energia Interna (Deformacién y del Vinculo)

Las siguientes dos graficas condensan la informacién presentada en la Seccion 5.3.1.2.
referente a las energias del sistema.
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BALANCE DE ENERGIA INTERNA
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Fig. 5.33 Balance de energia interna (energia de deformacion + energia del vinculo s, ).

BALANCE DE ENERGIA INTERNA ACUMULADA
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Fig. 5.34 Balance de energia interna acumulada en el VC.
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Enla Fig. 5.33puede observarse que la energia interna (curva negra) tiene un valor distinto
de cero en el primer anillo, E;y1[0] # 0. Esta seccidn contiene la singularidad del vértice de
la fisura y acumula dnicamente energia de deformacidn, cuyo origen es el aumento del
didmetro que causala presion interna p;. Es decir, en z = 0 el inico tipo de energia existente
es de deformacion, porque que el resorte, a pesar de tener rigidez “infinita”, no contribuye
a E;yr[0]. Esto udltimo se debe a que la componente tangencial del campo de
desplazamientos uy (x, 0) en el plano axial de la grieta x; = L, es nula.

Uy (51)[0] = 5,(0) -uNz(xl, 0)=0-0-0

E;nr[0] = Us[0] + Uy (s1)[0] = Us[O] (5.25)
=0

E;nr[0] resulté de 2.08 N - mm. Segin el modelo de Irwin-Corten esta magnitud deberia ser
considerada como la dnica contribucion a la fuerza impulsora. La ec. (A.10) utilizada por
esta teoria conduce a valores del mismo orden de magnitud. Sin embargo, debe tenerse en
cuenta que Irwin y Corten solo consideraron la energia de extensidn proveniente de la
tensién circunferencial, mientras que en el presente modelo se le suma el aporte de la
flexion.

La curva E;yr[z] aumenta progresivamente hasta alcanzar un maximo y luego disminuye
hasta alcanzar valores negativos. La forma que adopta es el resultado del balance entre

Us[z]y Uy (s)z].

La energia de deformacidn (curva azul) parte del valor distinto de cero mencionado y es
siempre positiva. Ademads, aumenta monotdnicamente cuando las secciones se alejan de la
punta de la fisura. Esto lo hace a un ritmo acelerado pero que decae a medida que la presién
disminuye y las paredes del tubo adquieren una configuracién estable. La Tabla 5.5
demuestra que, en el modelo mecanico, el modo de deformacién por flexién es la
componente que mas aporta a la energia Us.

Por otro lado, Uy (s;)[z] contribuye positivamente a la energia interna cuando s;(z) > 0,
pero lo hace negativamente cuando s;(z) cambia de signo. En el punto zs se cumple que
Uy (s1)[zg] = 0y las curvas negra y azul se cruzan, es decir E;yr[zs] = Ug[zg].

La energia del vinculo Uy (s;), calculada como s;(2) - uy?(xy,z), puede dividirse en dos
componentes: una de energia de deformacion Uy s(s;) y otra de energia cinética Uy x(s1).

Uy (s1)[z] = 51(2) 'uNZ(xl'Z) = Uy s(s1)[z] + Uy k(s1)[7] (5.26)

Formalmente, s, (z) - uy?(x,, z) corresponde a una energia potencial pura. La distincién que
propone la ec. (5.26) es una interpretacion de la energia de este elemento mecanico ficticio,
la cual surge de comparar el fenémeno RCP real con lo que los modelos inicial y modificado
representan.

Como expresa el parrafo anterior, Uy (s;) condensa energia de deformacion y cinética. En
posiciones cercanas a la punta de la fisura, en donde el movimiento de las paredes es
despreciable y la restriccion estructural de la tuberia es significativa, la componente de
deformacién Uy s(s;) predomina. Por el contrario, a medida que la fisura se traslada, las
paredes se aceleran al deformarse detras de ella y la restriccion de las secciones contiguas
disminuye. En consecuencia, la componente cinética Uy x(s;) se hace mas significativa y
prevalece sobre Uy s(s;) hacia el final del volumen de control.
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{restriccién estructural significativa
z-0,

movimiento de las paredes despreciable = Uy,s(s1) > Uy x(s1)

. . (5.27)
restriccion estructural despreciable

z2=1Lp, {aceleraci()n de las parades de la tuberia = Uys(s1) € Uy (s1)

En la Fig. 5.34 puede apreciarse el balance positivo de las magnitudes Ug y Uy (s;). El
sistema acumula una determinada cantidad de energia interna pero que, a causa de los
efectos cinéticos, resulta menor al total de energia de deformacién que podria almacenar.
Este proceso causa que una porciéon de la energia contenida en el volumen se disipe.
Necesariamente este flujo de energia restante debe ser dirigido al vértice de la grieta y
contribuir a la creacién de nueva superficie.

Trabajo de la Presiéon

La Fig. 5.35resume el perfil de presion y el trabajo que realiza sobre cada anillo, junto con
el perfil de apertura de fisura.

TRABAJODE LAS FUERZAS EXTERNAS

Trabaje de Presién [MNmm]
Ln

[
Apertura de Fisura COD{z) [mm]

0 100 200 300 400
Z

Trabajo de Presion W
— Apertura de Fisura COD

Presion [MPa]

Fig. 5.35 Grafico en conjunto deW (z), p(z) yCOD(z).

La distribucién del trabajo de presion W(z) adopta una forma de campana similar a la
obtenida por el modelo de P. S. Leevers [2]. De igual manera lo hace la curva del trabajo
acumulado de la Fig. 5.30. La forma de campana se debe a que el trabajo se calcula como el
producto de la fuerza de presion y el desplazamiento de las paredes de la tuberia. La primera
es una funcién decreciente, que resulta proporcional al perfil p(z) (curva azul), mientras
que la segunda es siempre creciente, lo que puede verse con la apertura de la fisura COD (z)
(curva roja). El comportamiento de estas dos magnitudes provoca un maximo en W(z) a
una distancia aproximada de 1.7 D del vértice de la grieta.
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Como lo indica la Fig. 5.31 la contribucidn energética del trabajo de presion es siempre
positiva. Aumenta rapidamente en el inicio, pero se asienta en un valor casi constante hacia
el final del volumen de control. Asi, la presién actiia como la principal fuente externa que
introduce energia al sistema.

5.3.2.3. La Fuerza Impulsora para la Propagacion

Para implementar el calculo de la fuerza impulsora dentro del algoritmo desarrollado se
adapto el balance propuesto por la ec. (2.23) a este caso particular.

G=— TS DK (2.23)

Si el diferencial de 4rea nueva creada dA se expresa como el producto del espesor constante
hy el incremento diferencial de longitud de fisura da, resulta:

dA=h-da (5.28)

Como el avance de la fisura ocurre a velocidad constante, da es igual al producto de esta
velocidad a y el diferencial de tiempo dt asociado a este incremento:

da=a-dt (5.29)
Al reemplazar estas dos ultimas expresiones en la ecuacion de G se obtiene:

G = W = (Us + Ep)) (5:30)

donde la suma Ug + Ek es lo que antes se definié como energia interna E;yr-.

En el contexto de este modelo, la ec. (5.30) no representa un balance de energias localizado
alrededor de la singularidad del vértice de la fisura, sino que se trata de un balance realizado
sobre todo el volumen de control. No solo es relevante lo que ocurre localmente en el
vértice, sino que también lo son todos los procesos que tienen lugar entre los limites () y
(e) de dicho volumen, Fig. 4.1. Esto mismo permite reemplazar los diferenciales por deltas
que involucran estos extremos (7)y (e):

1
g=@'A[W—(us+Ex)]

= W + (Us + Ex)(py — (Us + Ex) e (5.31)

1
haAt

|W + Euwr gy = Evr )|

en donde W es el trabajo total realizado por la presiéon Wy ytq:; Einr s es la energia interna
que almacena la estructura en la seccion transversal que contiene la punta de la fisura
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E;nr[0], y por ultimo, E,NT(e) es la energia interna total de la tuberia en el extremo final del

volumen, es decir, la suma de Usg ¢orq; ¥ Uy torqr (51)- El intervalo de tiempo At sobre el cual
se realiza este balance debe ser necesariamente el tiempo que tarda la fisura en atravesar
la longitud L, el tiempo de descarga tj. Entonces, la ec. (5.31) puede reescribirse como:

1

= m ' {Wtotal + EINT [0] - [us,total + uV,total (51)]} (5'32)

g

Para interpretar lo que la ec. (5.32) propone, debe pensarse como si la propagacion
ocurriera en pasos discretos bajo las condiciones de estado cuasi-estacionario. En cada
intervalo de tiempo At, cierta cantidad de energia provista por el fluido como fuente externa
ingresa al volumen de control. Este aporte se produce de dos maneras: (7) en forma de
energia de deformacion inicial E;y7[0] y (7i) en forma de trabajo de presion W;,;4;. Como se
fue mencionado, la primera de ellas se asocia al pequefio aumento de didmetro de la tuberia
y se almacena como energia potencial. La segunda forma, relacionada con la accién de la
presién sobre las aletas de la tuberia detras de la fisura, es la contribucién mas significativa
y la principal causa de la fractura. Los valores de la 7abl/a 5.6, en comparacioén con los de la
Tablas 5.4-5, confirman esto ultimo y coinciden con lo afirmado al respecto por otros
autores [5]. Toda esta energia se transforma en energia de deformacién y cinética, y el
resultante de ese balance se disipa al crear nueva superficie y sostener la propagacion. Es
decir, la fisura crece si resta un excedente suficiente entre la energia que entra y la que
reside almacenada como energia interna. En consecuencia, cada término de la ec. (5.23)
juega un rol importante como se describe a continuacion:

o Wiotar Y Einr[0] contribuyen siempre al crecimiento, pues son magnitudes positivas
que se encuentran sumando.

® Ug[z] es siempre positiva y da como resultado una energia U ¢,¢4; también positiva.
Sin embargo, al estar restando en (5.23) y al contrario de los términos anteriores,
se opone al crecimiento. Es decir, cuanto mayor sea la energia de deformacién
almacenada en las paredes menor serd la energia restante y disponible para la
propagacion.

e La influencia de Uy (s1)[z] es algo mas compleja debido a su cambio de signo. Una
posible explicacion de su comportamiento es la siguiente: cercano al vértice de la
fisura los efectos de inercia (representados por Uy (s1)[z]) y la restriccion
estructural (principalmente Uy ¢(s;)[z]) resisten la apertura de las paredes. Sin
embargo, a distancias algo mas alejadas, cuando se invierte la curvatura de estas
paredes, es la inercia nuevamente la que previene su cierre. La combinacion de estos
dos mecanismos da como resultado un valor de Uy ;44;(s1) negativo que causa un
aumento de la fuerza impulsora [3].

e El balance global de Us[z] y Uy (s1)[z] conducen a una energia interna Ejnr totar
positiva que almacena la estructura. Entonces, Ejn7 (g T€presenta la cantidad no
contribuyente a la propagacidn.

Como resultado, se crea un area de 2hLp y la grieta avanza en pasos de longitud igual al
tamano del volumen de control. Con cada incremento Aa = Lp, G se calcula del total de
energia contenida en el volumen y que fluye entre (¥)y (e) [6]. Este parametro mide la
energia que se disipa en la fractura por unidad de area creada. Segin la condicién de
propagacion (3.10), si los datos ingresados al modelo representan las condiciones minimas
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de presion y temperatura (p. y T;) capaces de sostener el RCP, la tasa de liberaciéon
calculada de esta manera coincidira con la resistencia dinamica a la fractura G, del
polimero. Este método de determinaciéon de G, se conoce como modo de generacion del
andlisis de RCP, y difiere del denominado modo de propagacion que requiere conocer la
dependencia de G con a [7].

Utilizando los resultados de las Tablas 5.4-6 se calculé G para este caso de estudio:

Tabla 5.7 Resultado de la fuerza impulsora para la propagacion.

Fuerza Impulsora o Tasa de Liberacion de Energia
G [N - mm/mm?] o [k]/m?]

2.3

Este resultado es del orden de magnitud y esta de acuerdo con aquellos obtenidos por otros
autores que han estudiado casos similares utilizando otros métodos numéricos [2].
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6. CONCLUSIONES Y TRABAJOS A FUTURO

6.1. Conclusiones Generales

En este trabajo se abord¢ el estudio de la propagacidn rapida de fisuras asistido por el
desarrollo de una herramienta computacional.

En un principio, se realizé una extensiva revisién de la bibliografia pertinente. Su objetivo
fue comprender la naturaleza del fenémeno desde el punto de vista tedrico y experimental,
para representarlo numéricamente de manera correcta. La lectura se enfoc6 también en la
revision de los principales modelos semi-analiticos, modelos de elementos y de volimenes
finitos preexistentes.

Se estudiaron los dos métodos experimentales disefiados para reproducir el RCP en tuberias
plasticas y determinar las condiciones criticas de presion y temperatura que lo inducen: el
testa escala completa y a escala laboratorio. De la descripcién y del protocolo de los ensayos
se comprendid que la presencia de los bafles internos y la jaula de contencién en el S4T son
algunos de los factores principales que modifican la dindmica del gas, y que influyen en la
falta de correlacidn con los resultados del FST. De esta manera, se identificé la relevancia
que tiene la asistencia computacional en el andlisis de la informacién obtenida por estos
medios.

Desde un punto de vista teérico, y basado en la documentacidn del gran niimero de ensayos
realizados, se abordaron los tres aspectos principales del RCP: la dindmica del fluido, 1a
deformacion de las paredes de la tuberia, y el comportamiento a la fractura del material, asi
como también su interacciéon mutua.

En cuanto a la dinamica del fluido, se distinguieron dos procesos diferentes: el flujo de
retroceso del gas, que genera la descompresidn parcial en la punta de la fisura, y el flujo de
escape a través de la grieta, el cual se extiende sobre una longitud caracteristica y
descomprime totalmente a la tuberia. Basado en la comprobacién experimental, se opt6 por
representar el primer fendémeno con una ecuacién algebraica que vincula la presién inicial
y la presion en el vértice de la grieta a través de las propiedades fisicas del gas. A su vez, se
adopt6 un perfil lineal de descompresion para representar el segundo proceso. Esto se lo
hizo motivado por la facilidad que implica utilizar funciones lineales, y apoyado también
por resultados experimentales.

En segundo lugar y relacionado con la configuracion fracturada de la tuberia, se hizo
especial énfasis en las caracteristicas que debe cumplir el campo de desplazamientos que
describe a sus paredes deformadas. Se determiné que la inextensibilidad es una restricciéon
principal que debe cumplir cualquier modelo mecénico que la represente.

En lo que respecta a la fractura del material, se revisaron los conceptos fundamentales de la
Mecanica de Fractura haciendo hincapié en la descripcion de los procesos dindmicos. Se
selecciond la formulacién energética y el parametro conocido como fizerza impulsora de la
propagacion o tasa de liberacion de energia para representar el comportamiento del
polimero. A su vez, se identificé la necesidad de incluir los efectos de inercia dentro del
balance de energias que se realiza para el calculo de dicho parametro.

Se logré distinguir entre los dos estadios principales que caracterizan al RCP: el transitorio
inicial y la propagacion cuasi-estacionaria subsiguiente. Se concluy6 que, este segundo
estado es el de mayor relevancia y que caracteriza a una fisura que crece a velocidad
constante y a una configuracion deformada de la tuberia que se traslada con ella a la misma
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velocidad. Por ultimo, se estudiaron los principales factores que influyen sobre el
comportamiento de la tuberia durante el agrietamiento a velocidad constante: el relleno de
la zanja, las tensiones residuales, el patréon del crecimiento de la fisura, la temperatura, el
espesor de pared, la velocidad de propagacion, las propiedades del gas y la presion, el
moadulo elastico, la densidad y la no linealidad mecanica del material.

Una vez identificados todos los procesos fisicos relevantes y determinada la manera de
representarlos matematicamente, se desarrollé una herramienta novedosa que utiliza los
meétodos formales del Calculo de Variaciones para reproducir el RCP dado un conjunto de
datos de entrada: dimensiones de la tuberia, propiedades del material, velocidad de
propagacion, presion, longitud caracteristica de decaimiento y perfil de apertura de fisura.
Este modelo se basé en la naturaleza cuasi-estacionaria del fenémeno para concentrar el
andlisis a una regién acotada de la tuberia libre de los efectos transitorios iniciales. Se
definié un volumen de control que se extiende desde el vértice de la fisura hasta el punto
donde se produce la descompresiéon completa del gas. Se considerd que esta porcion de
tuberia se traslada junto con la fisura y que su geometria deformada no cambia en el tiempo.
El andlisis mecanico se basé en la division del volumen en una serie de anillos contiguos,
cuya deformacion causada por la presion interna obedece el comportamiento de una viga
de eje curvo bajo las hipétesis de Euler-Bernoulli. Sus ecuaciones de movimiento fueron
obtenidas aplicando las técnicas del calculo de variaciones, y se implementé el método
variacional de Ritz para resolver numéricamente el caso estatico.

Se comprobo la correcta implementacion del método en Maple Software contrastando los
resultados asi obtenidos con soluciones analiticas conocidas. Se concluyé que las
aproximaciones no difieren significativamente de la solucién exacta cuando son construidas
con polinomios de grado > 7.

La factibilidad del modelo para representar el RCP se puso a prueba analizando su
capacidad de reproducir los resultados experimentales y de simulaciéon de un caso de
estudio tomado como referencia. De una primera simulacién se detectaron dos problemas
principales: la falta de condiciones de transicion en la deformacién entre anillos vecinos que
lleva a que se comporten de manera independiente, y la dificultad del calculo de la energia
cinética. Para resolver estos problemas se modific6 el sistema mecanico inicial a través de
la inclusion de un resorte tangencial ubicado en el plano axial de la fisura, y cuya constante
de rigidez varia axialmente. Esta variacion se ajusté a una funcién matematica de manera
de reproducir la geometria real observada de la fisura.

Se realiz6 una segunda simulacién con el modelo modificado y se calcularon todas las
energias puestas en juego en el volumen de control. Se determiné que la accién de la presion
sobre las paredes de la tuberia fracturada es la principal fuerza que impulsa el
agrietamiento. Se identific6 la energia de deformacién almacenada como una fuente de
energia interna que resta energia disponible para la creacidn de nueva superficie. Por otro
lado, se realiz6 un analisis e interpretacion del significado mecanico y energético del vinculo
mecanico introducido. Se concluy6 que éste representa la rigidez estructural de la tuberia y
la interaccion faltante entre anillos vecinos que modula la apertura de la fisura. Se propuso
dividir su energia en dos componentes: una de deformacién y otra cinética. Estos dos
aportes varian su magnitud a lo largo del eje de la tuberia y contribuyen finalmente de
manera negativa a la energia interna.

El calculo del parametro G fue implementado dentro del algoritmo como el resultado de un
balance energético entre el trabajo de la presion y la energia interna almacenada en el
volumen de control. Para este caso de estudio se obtuvo un resultado de 2.3 k//mm? que
esta de acuerdo con otros resultados reportados en bibliografia.

El modelo asi desarrollado no es predictivo, sino que brinda asistencia en la interpretacién
de los resultados obtenidos por ensayos experimentales como el S4. Esto lo logra al permitir
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obtener la distribucion de las energias puestas en juego durante el proceso y hacer posible
el calculo de la tasa de liberacion de energia y parametros del material, algo que no podria
realizarse de otra manera. Finalmente cabe mencionar que el algoritmo es una pieza
complementaria fundamental del proyecto de construcciéon del equipamiento necesario
para realizar test S4 de la Division “Ciencia e Ingenieria de Polimeros” del Instituto Nacional
de Tecnologia y Ciencia de Materiales (INTEMA).

6.2. Trabajos a Futuro

A continuacioén, se proponen algunas actividades a desarrollar como trabajo futuro.
» Sobre el modelo actual:

e Realizar una verificacion y validacién mas extensiva con un mayor numero de casos
de estudio.

e Adimensionalizar la formulaciéon del modelo: lograr una resolucién independiente
de las dimensiones del problema traeria ciertas ventajas, por ejemplo, seria posible
utilizar la funcidén s; (z) de manera casi universal para todos los casos en donde la
geometria de la fisura no varie apreciablemente.

e Considerar otras fuentes de disipacion de energia: el modelo considera la creacién
de nueva superficie como Unica causa de disipacion energética, sin embargo, se ha
detectado que la tuberia se calienta apreciablemente durante su fractura. La
incorporacién de la energia térmica al volumen de control permitiria estudiar la
relevancia de esta componente y hacer el calculo mas completo.

» Pasos hacia un modelo predictivo:

e Reemplazar la resolucién del caso estatico simple por una formulacién puramente
dinamica desde las ecuaciones diferenciales.

e Ampliar el modelo a una representacidn tridimensional del volumen de control: esto
permitiria capturar la influencia axial de la deformacién sin tener que incluir un
vinculo mecanico equivalente. Se sugiere, utilizar el calculo de variaciones aplicado
a elementos cilindricos tipo cascara.
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ANEXOS

ANEXO ‘A’ - Deduccién de las Ecuaciones (3.11) y (3.12)

Para hallar la expresiéon de la fuerza impulsora (3.11) es necesario, en una primera
instancia, encontrar la forma de los campos tensionales y de deformaciones que
representan al sistema mecanico. Conociendo las tensiones y deformaciones es posible
calcular la energia de deformacién almacenada por unidad de volumen de tuberia; e
integrando en todo el sistema, puede calcularse la energia total almacenada. Por ultimo, la
expresion de la tasa de liberacion de energia se halla evaluando el cambio de energia interna
por incremento de area de fisura, segin indican las ecuaciones de la Mecanica de Fractura
Lineal Elastica presentadas en el Capitulo 2.

Campos tensionales y de deformacién.

Se considera un sistema compuesto por una tuberia de diametro D y espesor h, sometida a
una presion interna inicial p,. Se trata de un soélido de revoluciéon formado por dos
superficies concéntricas separadas por una distancia h, y que se encuentra cargado
simétricamente respecto de su eje central. En él se generan tensiones que se distribuyen
uniformemente. Si su espesor es despreciable respecto de su didmetro o longitud (D > h),
puede aplicarse la Teoria de Membranas para describir el estado tensional del sistema. Se
trata entonces, de un tubo de pared delgada.

Segun esta teoria, un solido solicitado por una presion interna p esta sometido a un estado
plano de tensiones, pues la tensién normal a su superficie es cero. Si bien esta tension
normal (o3) varia alo largo del espesor desde el valor de la presion p hasta 0 en la superficie
libre, la hipétesis de la membrana permite despreciar su influencia local y considerarla
como nula, 03 = 0. Las tensiones en las otras dos direcciones principales (g, y 0, contenidas
en el plano de la superficie) también varian en el espesor. Sin embargo, como el espesor es
pequefio en comparacién con las demds dimensiones del s6lido, puede asumirse que se
distribuyen uniformemente a lo largo de dicha distancia. Teniendo en cuenta estas
consideraciones, el equilibrio del sistema queda descrito por la siguiente expresion
conocida como ecuacion de Laplace:

g, 03 P
—+—= - Al
p1 P2 h S

Esta expresion relaciona las tensiones en las direcciones principales contenidas en el plano
de la superficie de revolucion (direcciones 1y 2) en funcién de la presion, el espesor y los
radios geométricos que describen al sélido (p; radio que describe la revolucién en la
direccion i). Cabe destacar que al considerar todas las tensiones constantes a lo largo del
espesor, las deformaciones asi calculadas son también constantes [1].

En el caso particular de un cilindro, las direcciones principales 1 y 2 coinciden con la
direccion circunferencial (denominada € o 60) y longitudinal (denominada L o zz). El radio
circunferencial coincide con el radio del cilindro p; = R, mientras que el radio longitudinal
es igual a infinito p; = oo. Si el cilindro sometido a presién interna esta abierto en sus
extremos, la inica componente de tension distinta de cero es la circunferencial, y resulta:

147



Ingenieria en Materiales, Facultad de Ingenieria (UNMdP)

Estudio y Modelado del Fenémeno de Propagacion Rapida de Fisuras en Tuberias Plasticas Matias Emanuel di Mauro
PR
O'C = 0'66 = T (A'Z)

Si se define D* = D/h y considera el radio interno R; = (D — 2h)/2 = h(D*/2 — 1), en el
caso particular modelo de Irwin-Corten, la presion circunferencial resulta [2]:

R; D*
Ogo = Poh - =, [7 - 1] (A3)

El tensor de tensiones g = 0;;(e;®e;) en coordenadas cilindricas {r, 8, z} es entonces:

0 0 0
D*
0 0 0

donde ® denota el producto tensorial de los vectores de base e; y e;. Nuevamente, la tension

en la direccién radial g,,- = 03 es cero al considerar al tubo como un sélido de pared delgada.
También es cero la tensién en la direccidn longitudinal o,,, pues de lo contrario el cociente
0,,/p. de la ec. (A.1) tenderia a infinito.

Si el material se comporta de manera lineal elastica, puede adoptarse la Ley de Hooke
Generalizada como ley constitutiva

1+v
g=——la-vir(e)1]
A5
1+v (A5)
gj = T[Uij — V Ok 6ij]

donde € = ¢;j(e;®e;) representa el tensor de pequenas deformaciones; vy E las constantes
elasticas ingenieriles; el operador tr() la traza del tensor; e I = §;;(e;®e;) el tensor

identidad de segundo orden. El simbolo oy, representa la suma de las componentes
diagonales del tensor de tensiones segun la convencidn de Einstein, oy, = 011 + 02, + 033,
y 6;; el simbolo de Kronecker;

5. = 1 sii=j
U0 sii#j

Dado el estado tensional descrito por (A.4), el tensor de deformaciones resulta;

- po D* ]
—2 =1
713 0 0
Po [D*
Po [D”
0 0 S
L E[Z .

Energia de deformacién acumulada.

Una vez halladas las expresiones del estado de tensiones y deformaciones de las paredes de
la tuberia, es necesario encontrar la energia de deformacion Ug que acumula el sistema y
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que se libera durante el evento de fractura. La densidad de energia de deformacion g,
energia por unidad de volumen, se calcula como:

dug = o:deg (A7)

donde el operador d () denota el diferencial y (-): () denota una doble contraccién entre los
tensores. Considerando que de = do /E en este caso simplificado, la integracion resulta:

Joae[of2- 5
Us= | TAE= | O =or T 2E 12

Cabe aclarar que solo un término resulta distinto de cero de efectuar el producto de la doble
contraccidn. De manera ilustrativa:

2

g.&E= Oij (ﬁ@e]) &kl (ek®ﬁ) = O'ngl ( ek) (e] ' ﬂ) = O-ijgkl(yik&jl = O-L'jeij

->

i=1j

Mw

O-ijgij

-
Il
[y

segun la definicion de la operacién de doble contraccion de tensores y el producto escalar
entre vectores de base e; - e; = §;;. Luego, para el caso dado por los tensores (A.4) y (A.6)

€j
el Unico término no nulo es g: € = ggg&gg.

La energia de deformacion se halla integrando la magnitud 25 en el volumen Vde la tuberia,
que en coordenadas cilindricas resulta:

’u5=fu5 dV=ff usrdrdfdz (A.8)

siendo dV = rdr df dz el elemento de volumen diferencial y |J| = r el Jacobiano.

Ahora, es necesario evaluar los limites de integracion. La coordenada radial r varia entre el
radio interno R; = (D — 2h)/2 y el radio externo R, = D/2. Si se define el radio medio R
como:

_Ri+R. _D-h _D(D*—1)

= = A9
2 2 2D* (&.9)

los limites de integracién para esta coordenada resultan R + h/z respectivamente. La

coordenada angular #varia entre 0 y 2. Por ultimo, si se tiene en cuenta que Unicamente
interesa la energia de deformaciéon almacenada en una longitud de tuberia igual a la
extension de la fisura, la coordenada longitudinal z varia entre 0 y a, donde a representa la
longitud de fisura. Es decir, solo se calcula la energia que se encontraba almacenada previo
a la fractura, y que se libera completamente cuando la fisura crece una longitud a. La
integracion resulta entonces:

’Us—f fmfm /Zpi D—*—l]zrdrdedz
LA 2E

2n R+MY/,
]jf j rdrdfdz
-hy,
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:pLZ[D_*_ 1]Zz|a9|2” r? R+,
2E L2 0°'0 2 R_h/2
2 * 2
_ mp,“al[D” — 2] s \? h )2
T T 2E 4 {(R+ /2) — (R~ /2)}
2
P, - a
= D* — 2]*{2Rh
= D" - 21*(2Rh)
Al reemplazar el radio medio R por D(;);:l) y el didmetro normalizado por D /h:
U =P ohp2ip — (A.10)
S~ 8Eh '

Tasa de liberacion de energia

Las hipétesis del modelo antes mencionadas indican que es la relajacion de las tensiones y
la liberacion de la energia almacenada lo que impulsa la propagaciéon de la fisura y la
creacién de nueva superficie. La tasa de liberacién de energia puede calcularse como:

10[AU] _ 10U
h da  h da

(A11)

El cambio de energia de deformacion es la diferencia entre la energia luego de la fractura 'y
aquella almacenada en la tuberia sin fisura. En otros términos, AUs = Ugs(fisura) —
Us(sin fisura), donde el valor Ug(fisura) resulta nulo si toda la energia acumulada es
liberada y la presion detras de la punta de fisura es cero.

Si se ignora la expansion del fluido, el diametro de la tuberia detras del frente de fisura
permanece igual al de una seccion frente a la fisura. Si las superficies de fractura se separan
para mantener dicho didmetro a medida que las paredes se contraen de manera
circunferencial, es posible usar como parametro el diametro D (sin tener que considerar un
didmetro deformado y un didmetro sin deformar) [2]. De esta manera, al derivar la
expresion (A.11) respecto de a y dividirla por el espesor h, resulta la expresion cerrada
buscada:

_ po°
8ER?

G (D — 2h)*(D — h) (3.11)

Al resolver para la presion, resulta:

1 8EG D*
p, = (A.12)
(D*-2)| 7D D" —1

Finalmente, la ecuacién (3.12) surge de la ecuacion (A.12) reemplazando E por el valor
dindmico del material y G por el valor de resistencia dindmica del material a la propagacién
de fisuras.
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ANEXO ‘B’ - Relaciones Cinematicas en Coordenadas Polares (4.7)

El uso de las coordenadas polares {r, 8} facilita el abordaje matematico para describir el
comportamiento mecanico de vigas de eje curvo de geometria circular. Para ello, es
necesario expresar las magnitudes vectoriales y tensoriales, inicialmente en coordenadas
cartesianas {x, y}, en este nuevo sistema coordenado. Cabe aclarar que esta coordenada x
corresponde al sistema cartesiano y es diferente de la x utilizada en el analisis del Capitulo
4 para representar la coordenada que recorre la linea media de la viga curva. Aqui, la x sera
utilizada simplemente para hallar las expresiones (4.7) adoptando la convencién
ampliamente aceptada de llamar x e y alas coordenadas rectangulares en el plano (Fig. B.1).

y

I
I 2
€x x

Fig. B.1 Transformacion de coordenadas.

La transformacion del sistema de referencia {x,y} « {r,0} responde a las siguientes
relaciones:

x=r-cos(8) ; y=r-sin(0)
r=4x%2+y? ; 9=arctan(§)

De ellas pueden calcularse las matrices Jacobianas que caracterizan la transformacién
lineal:

(B.1)

d(x,y) [cos(f) —r-sin(B)
Jij = a(r,0) [sin (6) r-cos(h) ] A=
(B.2)
g1 = o(r,0) _ [ x/Jx2+y2  y/x? +y2]
D0y l-y/O D) X/ + )
Los operadores diferenciales a/ax y a/ay resultan:
6_6r6+696_ 96 sin(@) d
ox axor T axos . @5 T a9 ®3)
0 oOrad 000 _ d cos(9) 0 '
— =7+ =z =sin(0)— —
dy Odyodr 0dyadf d r 00
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Transformacién de Vectores

En este contexto, los vectores, como por ejemplo el campo de desplazamientos U, deben
representar entidades fisicas independientemente del sistema de referencia adoptado.
Debido a esto, responden a determinadas reglas de transformacién de coordenadas al
cumplir la restriccion de invarianza impuesta por la ec. (B.4).

U=u,-extuy-e,=u-e +ug-eg (B4)

donde u; es la componente del vector en la direccién i y e; su vector de base.

Los vectores de base estan relacionados por las expresiones (B.5), que dan lugar a las reglas
de transformacion de las componentes (B.6).

e, = cos(0) - e, +sin(0) - e, B.S
eg = —1-sin(@) e, +1-cos(d) e, (B:5)
U(x,y) =J- U(T,B) N ul(XrY) JU (7‘ 6)
B T (B.6)

g(r,e) — g—l _g(x,y) N ul(r,ﬂ) Jl] (xJ/)

Finalmente, la transformacion de las componentes del vector U pueden expresarse como
sigue:

0x ax
ux = 5 . u 69 ug == COS(H) ur - Sln(g) u9
(B.7)
d d
u, = % u, + 6}9} ug = sin(8) - u, + cos(0) - ug

Transformacién de Tensores de Segundo Orden (Tensor de Deformacién &)

Al igual que las magnitudes vectoriales, los tensores de orden superior como el tensor de
deformaciones &, deben representar entidades fisicas invariantes respecto de la referencia
adoptada. En este caso, las reglas de transformacion de sus componentes resultan:
f 0 T xy) _ (r,e) T
g(x y) — =J- g(r ). Jr - & = Jij € J i

v (B.8)

- 1T 6 g _1T
g(r,a) =£ 1 _E(x,y) Q 1T (T ) _ ‘71]1 L(]x}/) Jijl

donde ()7 implica la transposicién de la matriz Jacobiana.

Para hallar las componentes del tensor €% en funcién de las componentes de U™®) es
necesario realizar tres pasos sucesivos. En el primero de ellos, debe expresarse £*Y) en
términos de u, y ug, con la ayuda de las ec. (B.3) y (B.7). Luego, debe hallarse £ en
términos de &yx , £,y Y &, a través de (B.8). Finalmente, deben combinarse las expresiones
resultantes de los pasos anteriores y encontrar asf, las ecuaciones matematicas buscadas.
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(1) Paso (1)

Para la componente &, del tensor €*) expresado en {x, y}:

= 20 = (2 () = (cos(0) o~ T2D0). (cos(6) u, — sin(6) up)
xx = ~ \ox X7 or " ’

dx T (B.9)
Jdu ug Oou 10u u, 1lou .
= ... = c0s2(0)—~ + si 6 _ 26T in2 il 6
= cos“(6) - + sin(0) cos(H) ( " > "7 30 ) + sin“(0) ( +— ~ 30 )
Luego, para la componente &,,,,:
ou, d _ d cos(0) 0
Eyy = W = (6_) . (uy) = (sm(G)a " 69) (sin(B) - u,- + cos(0) - ug)
10 10 10
= . = cos? _L> ( Yo , 20U “_9) i
cos“(6) ( + 50 + sin(0) cos(0) +— ~%8 > + sin
Finalmente, para las componentes €, = &y,:
1 /0u, auy 9]
fxy = Eyx = 5(63/ 6x> 2 ( ) (a)(“Y)]
1 ( (8 d cos(B) 0 ) ©)- ©)-
=5 sin( )87‘ " (cos u, — sin Ug)
sin(@) 0 (B.11)
+ <COS(9)6_1" - 69) (sin(0) - u, + cos(0) - uy)
cos?(0) (0uy ug 10u, _ ou, u, 10ug
== S (G0 ) @@ (G- =57
N sin?(0) (ug 10u, aug)
2 r r 06 ar

(ii) Paso (2)

Las reglas de transformacion (B.8) permiten expresar las componentes €, ,&g9 V ¢ @
partir de &y , €yy Y Exy-

. —sin(@
£ £ cos(8) sin(0) Sxx cos(0) ( )
[Ser 899] = |— Sln(e) COS(H) 5yx Syy] COS(Q)
T r sin(0)
in(6) 0 (312)
. sin cos

cos(8) sin(@) | |e,, cos(0) + ExySiN(0)  —gp———+ gy ——

= |Zsin(6)  cos(9))- sinr(H) co:(e)

T T Eyx €0S(0) + &,y sin(0) —&yx — + &y —
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Lo que resulta en:

( Err = Exx C0S2(0) + €y, sin?(0) + 2&,,, cos(6) sin(H)

cos?(0) sin?(6) cos(8) sin(6)
€09 = Exx r2 Eyy rz gxyr—z (B.13)
cos(0) sin(@) (cos?(0) — sin?(6))
&ro = Eor = (Eyy - gxx)— T Exy

r r

(iii)  Paso (3)
Por ultimo, resta reemplazar las expresiones (B.9-11) en (B.13).

Por ejemplo, para la componente &, resulta:

dug 10u,
tr = s G573
.2 1 dug 5
+ sin“(0) (— _ﬁﬂ cos4(0)
[0052(9) ( laa—9> + sin(0) cos(8) ( 1o : aalg - i—‘g)
+ sin?(0) ?] sin?(9)
) [cosz(e) (aﬁ Uy laur) (B.14)
2 or r r 06
+ sin(0) cos(0) (aur I 16&)
sin?(0) [ug 166ur rau,,r %
+ > (T 30 o )] cos(0) sin(@) =
du,
- T o
Analogamente para €g¢ y &9 Yy operando algebraicamente resulta:
£9p = =%+%% (B.15)

1(16ur+6u9 ug)
2\r 00 Jar T

€0 = €9y = (B-16)

Al identificar u, y ug como las componentes w y u del campo de desplazamientos definidas
en la Seccion 4.1.2,, las expresiones (B.14-16) se reducen a la ecuacion (4.7) expresada en
{r,0} (donde se omite la variable adicional del tiempo).

dw(r,0)
Err = or
1 10 u(r,0)
Epg = 7 W(T 9) T (47)
1{1o0w(r,6) ou(r,8) 1
B0 = Cor =3 or t T ar 7 )
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ANEXO ‘C’ - Conceptos Basicos del Calculo de Variaciones

El Calculo de Variaciones constituye una formidable herramienta de uso en la fisica
matematica y en la ingenieria que permite obtener las ecuaciones diferenciales y las
correspondientes condiciones de contorno que definen el problema cerrado de una manera
sistematica, rigurosa y eficaz [3].

Este problema matematico se trata de buscar maximos y minimos relativos (extremos
relativos) de funcionales continuos definidos sobre algiin espacio vectorial. Es decir, a
diferencia del problema de busqueda de extremos de una funcién u(x) del calculo
diferencial (valor de x que maximiza o minimiza localmente u(x)), en el Calculo Variacional,
se busca hallar la funciéon u(x) para la cual el funcional /[u(x) ] alcanza un valor extremo

[4].

En este apartado se utiliza la funciéon u(x) como un vector genérico, dependiente de la
coordenada espacial x genérica. En el caso particular del problema de contorno definido
para representar el RCP u(x) es reemplazado por las componentes del campo de
desplazamiento w(x, t) y u(x, t).

El Operador Variacional

El operador variacional § (delta) se utiliza para denotar la variaciéon (o cambio) de cierta
magnitud.

Sea u = u(x) una componente genérica del campo de desplazamientos U(x) definida en el
dominio 2 y que cumple u(x) = u, en el contorno d£. La funciéon u(x) caracteriza un
sistema mecanico en equilibrio. Una configuraciéon admisible o posible estado en el cual este
sistema puede existir adopta la siguiente forma:

ux) =ulx)+ a-vx) (C1)

donde v es una funcién arbitraria que satisface las condiciones geométricas de contorno
(condiciones esenciales impuestas sobre las variables principales).

v(x)=0 end (C.2)

La magnitud a - v es una variacion respecto de la configuracién u(x). Estas variaciones son
lo suficientemente pequefias para no perturbar el estado de equilibrio del sistema, y son
compatibles con las restricciones geométricas que u(x) satisface en el contorno. La ec. (C.1)
define un nimero infinito de configuraciones para una variacidn fija de v(x) dependiendo
del valor asignado al pardmetro a. Aquellas que satisfacen las restricciones mencionadas
representan una familia de configuraciones admisibles.

Para un valor fijo de x, a - v puede ser visto como una pequefia alteracion del estado actual
del sistema u(x), y se denota como:
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du dv d(av) d(éu)
oux) = av(x) con §|—|=al-—)= = (C.3)
dx dx dx dx

éu se denomina primera variacion de u(x).

Ahora bien, sea F una funcién de la variable dependiente u(x) y su primera derivada
u'(x) = du/dx

F =F(x,u,u") (C4)
Para un valor fijo de x, el cambio en F asociado a la variacion de u (y por lo tanto de ') es:
AF = F(x,u+av, u' + av’) — F(x,u,u’) (C.5

Si el término F(x,u + a v, u’' + a v') se expande en una serie de Taylor alrededor de la
configuracién de equilibrio u(x):
oF

Fxut+av, u +av)= Flx,uu)+ —av+
( )= Feuu) + Soav+ o

62F(av)2+ d%F (av’)2+ d%F 2(av)(av’)+ B
ou? 2! ou'? 2! ouou’ 2! N
oF

, 0
=F(x,uu)+ Eav+au,

av' +

(c.6)

av' + 0(a?)

donde O(a?) denota los términos cuadraticos de a y de orden superior. Si se reemplaza en
(C.5) resulta:

oF oF
= ! 2 C.7
AF c’)uav+6u’ av' + 0(a”) €7

Asi como se definio la primera variacién de u(x), la primera variacion de F (x,u,u’) puede
hallarse como:

AF oF oF oF oF
6F=a[lim— =a(—v+ v’)z—av+ av’
a-0 u ou' u ou’
(C.8)
B oF S+ oF su’
“ou’" " ouw o
0, lo que es lo mismo
Fx,u+av, u +av)
OF = «a (C9
da a0

De esta manera, § actiia analogamente a un operador diferencial con respecto alas variables
dependientes, y cumple con las siguientes propiedades:
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(i) 6(F, £ F,) = 0F, £ 0F,

(ll) 6(F1 * Fz) = 6F1 * FZ + F1 : 6F2
5F1'F2—F1'5F2

(iit) 6(F /F;) = 3

Fp

(iv) §(F)™ = n(F)" 6F,

(C.10)

paraF; = F;(x,u,u’) y F, = F,(x,u,u’).

Si ademds, una funcién G = G(u,u',v,v',w,w’') depende de mas de una variable
dependiente (y sus derivadas), la variacion total sera la suma de las variaciones parciales.

SG(u,u', v, v, ww') = §,6+6,G+6,G (c11)

Por ultimo, el operador § puede ser intercambiado con el operador diferencial e integral

como sigue:
( (1)5( ) a(j—:)= =—(6u)

b
(i) 6( u dx) a< v dx) = avdx = f ou dx (C12)

Funcionales

En la formulacién variacional de problemas continuos, se denomina funcional a las
funciones de variables dependientes y posiblemente sus derivadas, las cuales son a su vez
funciones de otros parametros (posicion, tiempo, etc.).

Un funcional I es un mapeo (u operador) que actia desde un espacio vectorial V al campo
de los reales R. Si u € V, entonces I[u(x)] es un namero real tal que I: VY — R. La magnitud
I[*] es el operador y I[u(x)] el funcional. El valor de este depende de la elecciéon de u(x) y
se denomina lineal si cumple que:

Ilau+ Bv] = allu]+pIv]; VapB €R (C13)
En el caso que I[u(x)] esté dado por una expresion integral:
b
IHu(x)] = f F(x,u,u’) dx (C.14)
a

con F(x,u,u’) funcién y limites de integracion a,b independientes de u; la primera
variacion de un funcional de u (y sus derivadas) puede ser calculado de la siguiente manera:

b b
Slu(x)] = 5f F(x,u,u’) dx = j 6F (x,u,u') dx
a a
B fb (6F oF ,) p
-~ J, \ou ou’ *
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teniendo en cuenta las las ec. (C.8-9) y las propiedades (C.12).
Lema Fundamental del Calculo de Variaciones

El Lema Fundamental del calculo variacional permite obtener las ecuaciones diferenciales
de problemas expresados en forma de integral. El lema dice: “para cada funcion integrable
G, si la expresion

b
f G-ndx=0 (C.16)

a

se cumple para cualquier funcion continua y arbitraria n(x) Y x € (a,b), entonces se
cumple queG = 0 en(a,b)”.

Extremo de un Funcional

Como se menciond anteriormente, la resolucion del problema variacional implica hallar el
extremo de una expresion integral o una funcion de funciones (funcional). Si este funcional
estd dado por (C.14), debe hallarse la funcién u(x) tal que u(a) =u, y u(b) =y,
(condiciones de contorno esenciales) y hace que la ec. (C.14) sea un minimo en el dominio
£ = [a, b]. De todas las funciones posibles, solo son interesantes aquellas que cumplen las
condiciones de contorno y forman un conjunto C de funciones admisibles. La funciéon
buscada u(x) es el elemento de € que minimiza I. Si u € C, se cumple que (u + av) € C
para cada v que satisface v(a) = v(b) = 0 (espacio de variaciones admisibles i), Fig. C.1.

tix)
P T = ulx) + ov(x)
Upfemememe=\= A ——

i, ==

v(x)
ﬂ/&\_/'r > X

Fig. C1. Variaciones deu(x). (Basado en[4])

Sea I[u(x)] un funcional diferenciable tal que dI[u + av,u’ + av']/da existe, entonces un
elemento u € € produce un valor minimo (o0 maximo) para I[u] en € si

Ifu) — I[u] =0 (o <0) (C.17)
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siendou = u + av € C todos los elementos que dan lugar a configuraciones admisibles.
Entonces, si I[u] asume un minimo (o maximo) relativo en I[u], relativo a los elementos u,
de la definicidn del espacio #:

Ilu+av]l— I[u] 20 (o <0) Vve H,||v|| < € (pequetio),ya € R (C.18)

Como u es la funciéon minimizante, toda otra funciéon u € C debe ser de la forma u = u +
av y u se halla evaluando a = 0. Si se fijan u(x) y v(x), I[u(x)] es una funcién inicamente
de a, I[a]. Entonces, la condicién necesaria para que el funcional I[u] = I[a] alcance un
minimo es que:

dila] _ d _ C.19
I —da(l[u+av])—0 ( )

Por otro lado, I[u(x)] adopta dicho minimo en u cuando a = 0. Estas dos condiciones
definen en conjunto la ecuaciéon que permite hallar el extremo del funcional y resolver el
problema variacional:

Sl[u] = (d;[;]> =0 (C.20)
a=0

Para terminar, la tltima condicién necesaria para que el funcional adopte el valor minimo
(0 maximo), es que su segunda variacién §2I[u] sea mayor (0 menor) que cero.

2 dZ
5%I[u] = %(El[u+av]> >0 (0<0) VwvE Hya €R (C.21)

El Principio de Hamilton

El principio de Hamilton constituye una generalizacion del principio de trabajos virtuales
para sistemas dinamicos, como los conjuntos de particulas, los cuerpos rigidos y sélidos
deformables. Asume que el sistema bajo consideracion es caracterizado por dos funciones,
su energia cinética Ey y su energia potencial []. En el caso de sistemas continuos, como los
so6lidos deformables, el nimero de grados de libertad no es finito, por lo que Ex y [] se
representan con funciones continuas. A su vez, la energia potencial [] suele ser reemplazada
por la energia de deformacién Ug que el s6lido adquiere durante su cambio de forma.

Se define la funcion Lagrangiana L como la diferencia entre las energias cinética y potencial:
L=Ex—1T] (C.22)

L es una funcién escalar definida sobre un cierto espacio de posibles estados del sistema,
u(x,t) = u(x,t) + du(x,t) € C deconfiguraciones admisibles dependientes de la posicion
x y del tiempo t, y que cumplen con las restricciones (C.23). Entonces, £ resulta una funcién
tanto de u, como de sus derivadas, asi como también de la variable independiente, t (en vez

de x): L(t,ﬁ(x, ), u (x, t),ﬁ”(x,t),...). Esta magnitud escalar es el operador mas
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importante del sistema fisico dado que, a partir de ella, puede obtenerse su evolucién
temporal.

du(x,t) = 0,enel contorno 0 y vt

(C.23)
ou(x, ty) = du(x,t,) =0 ,Vx
Se define la accion fisica$ (o I, dado que se trata de un funcional) como la integral de linea
sobre la trayectoria de movimiento definida por L:

—

S = f L(tulxt),u (x,t),u (x,t),...) dt (C.24)

El principio de Hamilton indica que “e/ movimiento de un sistema entre dos instantes de
tiempo arbitrarios t, y t,, cuando sobre este actuan filerzas conservativas, es aquel que
extremiza la integral de linea sobre la funcion Lagrangiana (accion fisica) para la trayectoria
del movimiento’. En otras palabras, establece que de todas las configuraciones posibles que
el sistema puede tener u(x), al pasar de una configuracion inicial dada en un instante t; a
otra dada en el instante t,, la que realmente adopta el sistema u(x) es la que hace
estacionario al funcional S[u] (o I[u]), en el espacio de funciones admisibles [5]. Entonces,
el enunciado resulta:

5[l = o1ful = 6 [ £(6, 7060, (0,7 (6,0, ) dt = 0 (C.25)

ty

La ec. (C.25) es la expresion fundamental de la formulacion variacional, dado que permite
hallar las ecuaciones diferenciales gobernantes sobre la evolucién del sistema fisico junto
con las condiciones de contorno correspondientes.
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ANEXO ‘D’ - Descripcién del Método Variacional de Ritz

A continuacidn, se resumen los conceptos principales del Método Variacional de Ritz [4].
Formas Lineales y Bilineales

Dentro del conjunto de transformaciones lineales, transformaciones I'(-):V - W que
asignan a cada elemento u € V un tnico elemento v =7 -u € W y cumplen con (D.1),
existen las denominadas formas lineales.

()T (au) = aT(u),YVu €V A a € R (homogénea)
{(ii) T(uy +uy) = T(uy) + T (uz), Vuy,u; €V (aditiva) (D.1)

V,W espacios vectoriales definidos sobre el mismo campo de escalares

Una forma lineal [(*): YV = R es una transformacién que mapea vectores (funciones) al
campo de los numeros reales, es decir, es un tipo de funcional. De manera similar, una
transformacién que opera sobre un par de vectores (¢, v) € YV X Vylo lleva al campo de los
reales R se denomina forma bilineal, y se denota como B(:,"): V XV - R.

Formulacién del Método

Se considera un problema de condiciones de frontera dado por la ecuacién diferencial (D.2),
expresada en funcién del operador lineal A(+).

Au)=f enf (D.2)

A es un operador perteneciente al espacio vectorial Hy c Hy f € H. H es un espacio de
Hilbert formado por el conjunto completo de funciones u(x) de integrabilidad cuadratica
sobre el dominio {2, donde esta definida la norma ||-||: V - R (D.3) y el producto interno
C)r:VxV - R(DA).

@ lull >0vun|ull=0u=0
I-ll: v > R tal que | (@) llau|| = |e|||ull

(ii0) e+ vll < [lull + o] 03)

llull = [[f plu()2dx ' < oo

(i) simétrico: (u,v)y = (v, W)y

(ii) homogéneo: (au,v)y = a(w,v)y

(iii) aditivo: (uq + uy, v)y = (U, V) gy + (Uy, V)y (D.4)
(iv) positivo definido: (u,u)y > 0Vu #0

wv)y = [,(u-v)dx yademds||ully =y (w,w)y

GV XV - Rtal que
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Se dice que H es completo dado que cada sucesion de Cauchy {uj} de elementos del espacio
tiene un limite u € H. Siendo H un espacio vectorial normado, una secuencia de Cauchy es
de la forma ||u]- — uk” — 0 amedida que j, k = oo yla completitud implica:

|lu — ;|| » 0 amedida que j - (D.5)

H 4 es simplemente un subespacio de H donde esta definido el producto (u, v) 4 = (Au, v).

La solucién u,(x) de (D.2) es el elemento u, € H_4 que minimiza el funcional /[u] asociado
a la ecuacién:

I[u] = %(u, u) 4 + L(w) (D.6)

donde [() es una forma lineal. Si se presta atencion, (u, u) , es andlogo al término de energia
del sistema descrito por el Lagrangiano (C.22) y [(u) corresponde a la accion de las fuerzas
externas (por ejemplo, la presion de la tuberia). Entonces, I[u] representa el total de la
energia del sistema y &I[u] = 0 el problema variacional equivalente que conduce a la
solucion u, (x).

El método consiste en hallar una funcion uy(x) que aproxime u,(x) para un determinado
valor de N, de la forma:

U, (1) = uy(x) = ¢, (x) + XL cipi(x) (D.7)

donde ¢;(x) son elementos de una base que expande el espacio H 4 y c; son las constantes
indeterminadas del método. Esta expresion puede verse como la representacion de u,(x)
en forma de componentes, en la cual ¢; son los coeficientes que pesan las funciones
coordenadas o de aproximacion ¢;(x), también llamadas funciones auxiliares.

Los parametros {c;} se determinan bajo la condicidon de que I[uy(x) ] es un minimo. Por
otro lado, como el conjunto {¢;(x)} es una base de H 4, 1a solucion u,(x) puede aproximarse
con la precision que se desee agregando mas términos de la combinacién lineal (D.7). La
convergencia hacia la solucién esta asegurada porque H_4 es un subespacio completo y la
secuencia de Cauchy ||u,(x) — uy(x)|| tiende a 0 a medida que N — oo segin (D.5).

Para determinar las constantes {c;} se debe reemplazar la ec. diferencial (D.2) (o
formulacion fuerte) por su problema variacional asociado (o formulacion débil). Esto se
hace multiplicando la ecuacion por la primera variacion de la funciéon du e integrando sobre
el dominio £2.

f[cfl(u) —f]-éud=0 (D.8)

La formulacién débil asi construida resulta idéntica al problema variacional expresado
como:

0 = 6I[u] = B(6u,u) — l(du) o bien B(Su,u) = I1(du) (D.9)
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donde la forma bilineal es B(du,u) = %(511, u) 4. Luego, debe reemplazarse tanto u(x)
como du(x) por sus formas aproximadas como combinaciones lineales de ¢;(x)

N
U > up() = Bo(0) + ) i)
i=1

N
Su(x) - Suy(x) = Z 8¢, (x)
=1

lo que resulta en B(du,u) = l(6u) — B((;bj, ¢i) = l((,bj). Asi, el funcional I[u(x)] se
transforma en una funcién tnica de los parametros {c;}, es decir, I = I(c;, ¢y, ..., cy) y debe
tiene que ser minimizado respecto de ellos:

ol ol ol 5l
0=61[Ci] =¥8C1+—6C2+“'+T(SCN = —.6Cj (DlO)
1

dc,
aplicando la propiedad (C.11). Como el conjunto {c;} es linealmente independiente por
definicién y §¢; son arbitrarios, la expresion anterior conforma un sistema de N ecuaciones

lineales (SEL) sobre las incégnitas c4, ¢y, ..., Cy-
al ]
a_c,- =0 parai=12,..,N
(D.11)

N
[KI{e} =/} = D Kye; = f;
=1

con [K] la matriz de coeficientes, {c} el vector de incognitas y {f} el vector de términos
independientes. Este sistema representa el conjunto de ecuaciones para los pardmetros de
Ritz{c;}, cuya resolucion permite construir la soluciéon aproximada (D.7).

En resumen, el método de Ritz permite resolver un problema de condiciones de frontera
transformando la formulacién fuerte en su formulacién débil (integral). Reemplaza la
resolucion de las ec. diferenciales por la resolucion de un sistema de ecuaciones lineales
para los N coeficientes utilizados en la construccién de la soluciéon aproximada.

Requerimientos de las Funciones de Aproximacién

Por ultimo, deben mencionarse aquellas restricciones que deben ser impuestas sobre las
funciones de aproximacion ¢,(x) y ¢;(x), para garantizar que uy(x) satisfaga de manera
aproximada Au = f y que el sistema de ecuaciones resultante tenga solucién.

(i) ¢, debe satisfacer las condiciones de contorno esenciales impuestas
sobre u(x).Cuando estas condiciones son homogéneas, entonces ¢, = 0

(ii)p; EH4 (i = 1,2,..N) deben cumplir: (D.12)

(a) ser continuas
(b) satisfacer la forma homogénea de las condiciones esenciales
(c) el conjunto {¢;(x)} debe ser linealmente independiente y completo
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APENDICE

ALGORITMO de MAPLESOFT: “MODELO INICIAL”

VIGA DE EJE CURVO : SECCION TRANSVERSAL DE TUBERIA
PLASTICA DE TRANSPORTE DE GAS - "RAPID CRACK
PROPAGATION"(Modelo Inicial)

:> restart; dig:=80: Digits=dig:
=> with(linalg): with(CurwveFitting):
L>

N

o

¥ Numero de Polinomios en la aproximacion u'v(x) = z o, ('Jk(x) [Transversal]
’ k=1
N

1 (x) = kzlﬁkluk[x) [Tangencial]

|:> N:=8: #Direccidén 'x' en la Longitud de Arco.

>
>
Y Datos del Problema.
>
Y Dimensiones de la Viga de Seccion Rectangular Constante / Dimensiones de la Tuberia.
| Parametros Basicos.
_> SDR:= 11: #standard Dimensional Ratic (SDR=1 + Dext/H).
| > Dext:= 125: #Diametro Externo Dext [mm].
:> DZ:=0.5: #Espesor.
:Parémetros Derivados (Calculados).
i> H:= Dext/ (SDR-1.0): #Espesor de Pared 'H' [mm].
[> Dnorm:= Dext/H: #Diametro Externc Adimensicnal D*=Dext/H.
> Bm:=((0.5) * Dext * ((Dnorm)-1))/(Dnorm): #Radio Medio [mm].
| > Phi:=Pi: #Angulo de recorride de Longitud de Arco.
|> Lx:=Phi*Rm: #Longitud de Arco Lx=Pi*Rm [mm] .
:> Izz:=((H*3)*DZ) /12.0: #Momento de Area[mm*4].
L i> Ar:=H*DZ: #Area[mm~2] .
Y Propiedades del Material.
|:> Ed:=1500: #Modulo de Young Dinamico Ed [MPa].
|:> Rho:= 940e-9: #Densidad del Material [kg/mm*3].
¥ Moadulo de Flexion y Modulo Axial (en 'x").
|:> Mf :=Ed*Izz: #Modulo de Flexidn Ed*Izz [MPa*mm™4] .
|:> Ma :=Ed*Ar: #Médulo Axial Ed*Ar [MPa*mm”2].

Y Presion Interna Pr

|:> Pt:= 0.15: #Presidn en la Punta de Fisura [MPa].
|:> Po:= 0.0: #Presidon Externa [MPa].

|:> LD:= (3.2)*Dext: #Longitud de Decaimiento [mm].

|:> #Pr:=z->(Po-Pt) /(LD) *z + Pt: #Perfil de Presidén Lineal Pr(z).

[> #Pr:= 0.0001875:

¥ Constantes de Resorte en Extremos.

[Constsmte de Resortes en (x=0) / Extremo Empotrado.

|:> t0:=1e100: t1:=0.0: fiConstante de Resorte Transversal t¥*(w(x))"2.
|:> s0:=1el100: s1:=0.0: #Constante de Resorte Axial s*(u(x))*2.
|:> r0:=1el100: rl:=0.0: #Constante de Resorte Torsional r* (dw(x)/dx)*2.

166



Ingenieria en Materiales, Facultad de Ingenieria (UNMdP)
Estudio y Modelado del Fenémeno de Propagacion Rapida de Fisuras en Tuberias Plasticas Matias Emanuel di Mauro

)

¥ Calculo de Polinomios Simples.

| Definicion
> W:=array(l..N): Wx:=array(l..N) : Wxx:=array(l..N) : Wxxx:=array(l..N):
> U:=array(l..N): Ux:=array(l..N) : Uxx:=array(l..N) : Uxxx:=array(l..N):

| Subrutina para armar los Polinomios Simples “"v(“') v u_,v_(x].

> calecps := proc (x,NN,V,Vx Vxx, 6 Vxxx,xl,x2) global i: #V hace referencia a W(x) o U(x).
> V[1]:=1: #E1 primer término wvale (1).
> for i from 2 by 1 to NN do:

> V[i]:= expand(V[i-1]%*x) :

> end do:

> for i from 1 by 1 to NN do:

> Vx[i] := diff(V[i], x):

> Vxx[i] := Aiff(V[i],x$2) :

> Vaxx[i]:= diff(V[i],x83):

> end do:

> return V,Vx, Vxx, Vxxx

> end proc:

| Generacion de los Polinomios.

[ Limites de Variable (x).

[> x1:=0: x2:=Lx:

[ Polinomio wydx)-

j> calcps (x,N,W, Wx, Wxx Wxxx x1 x2):
[ Polinomic A x).

;) calcps (x,N,U,Ux,Uxx, Uxxx,x1,x2):

| |> #print (W, Wx Wxx Wxxx); print (U, Ux, Uxx, Uxxx) ;

Y Energia (Forma Bilineal) f(v,5v).

| Definicion de Matriz Bilineal [K](i.j).
| > K:=array(l..2*N,1..2%N):
> for i from 1 by 1 to 2*N do:
> for j from 1 by 1 to 2*N do:
> K[i,jl:= 0:
> end do:
| > end do:
Sub-Matriz [A] i=1..N/ j=1..N donde [A] = {i= indice para la Funcién Coordenada y j= indice para el Término
| de la Funcién } - Coeficientes Transversal(f)/Transversal(f).
> for i from 1 by 1 to N do:
> for j from 1 by 1 te N do:
K[i,3j]:= int(Wax[i]*Wxx[j]*Mf + W[i]*W[]j]* (Ma/(Rm*2)) ,x=0..Lx) + subs(x=0,tO*W[i]*W[j] +
rO*Wx[i]*Wx[]]) + subs(x=Lx,t1*W[i]l*W[]j] + rl*Wx[i]*wWx[j]):
> end do:
| > end do:
Sub-Matriz [B] i=1..N / j=(N+1)..2*N donde [B] = {i= indice para la Funcién Coordenada y j=indice para el
| Término de la Funcién } - Coeficientes Transversal(i)/Tangencial(j).
> for i from 1 by 1 to N do:
> for j from 1 by 1 to N do:

> K[i,j+N]:= int (Wxx[i]*Ux[Jj]*(-ME/Rm) + W[i]*Ux[]j]* (Ma/Rm) ,x=0..Lx) :
> end do:
> end do:

Sub-Matriz [C] i=(N+1)..2*N / j=1..N donde [C] = {i= indice para la Funcién Coordenada y j=indice para el

| Término de la Funcién } - Coeficientes Tangencial(i)/ Transversal(j).

> for i from 1 by 1 to N do:

> for j from 1 by 1 to N do:

>  K[i+N,j]:= int (Ux[i]*W[j]* (Ma/Rm) + Ux[i]*Wxx[j]* (-MEf/Rm) ,x=0..Lx) :

> end do:

|> end do:

Sub-Matriz [D] i=(IN+1)..2*N / j=(N+1)..2*N donde [D] = {i= indice para la Funcién Coordenada y j=indice para

el Término de la Funcién } - Coeficientes Tangencial(i)/ Tangencial(j).

> for i from 1 by 1 to N do:

> for j from 1 by 1 to N do:

> K[i+N,j+N]:= int(Ux[i]*Ux[j]*Ma + Ux[i]*Ux[3j]* (Mf/ (Rm*2)),x=0..Lx) + subs(x=0,s0*U[i]*U[j]
) + subs(x=Lx, s1*U[i]*U[]j]):

> end do:

|> end do:

| Comprobacién de Simetria K=k
> is(K[1,N+1]=K[N+1,1]1);
(5.1

[ Com entario : U(x) y W(x) tienen unicamente N componentes, de esta manera para llenar la Matriz K cuando (i.j) exceden N, no puede
hacerse la asignacion Uli] porque podria pasar que se pide U[N+1] que no existe. Entonces, la asignacion debe hacerse como K[i+Nj] :=

L LU[])- (Ejemplo valido para las demss componenentes).
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Y Energia (Forma Lineal) 45v).

| Definicién Forma Lineal M[i].

:> M:=array(l..2*N):

|> for i from 1 by 1 to (2*N) do:

> M[i]:=0:

|> end do:

| Forma Lineal dependiente de la Presién Interna Pr.

[> for i from 1 by 1 to N do:

> M[i]:= int(W[i]*Pr*DZ,x=0..Lx) : #Para un valor definido de Pr.
| > end do:

Y Resolucion del Sistema Lineal [K]{c}=[M] para los Coeficientes {Cj} a [j=1..N] ¥ B [[=(N+1)..2N].

| Resolucidn del Sistema Lineal por Factorizacion 'LU".

:> with (LinearAlgebra) :

[> xx:= convert (K, Matrix, datatype=float):

| type (KK ,Matrix):

[> MM:— convert (M, Vector[column]): #Sin 'datatype=flcat' para que resuelva con Pr.
type (MM, Vector) :

;> Coef :=LinearSolve (KK,MM,method="'LU") :

| Armado de las Funciones de Aproximacion.

| Definicién de los Arreglos.

[> Warr:=array(l..N): Uarr:=array(l..N): #Varr arreglc del prod. (Coef.)*(Func. Cecord)

>
[> for i from 1 by 1 to N do:
> Warr[i]:=0: Uarr[i] :=0:
|> end do:

;Asignacién de los Valores al Arreglo.
> for i from 1 by 1 to N do:

> Warr[i]:= W[i]*Coef[i]:

> Uarr[i]:= U[i]*Coef[i+N]:

| > end do:

| Armado de las Funciones.

|> Wn:=0: Un:=0: #Vn Funcidén Wn(x) / Uni(x).

> for i from 1 by 1 to N do:

> Wn:= Wn + Warr[i]:

> Un:= Un + Uarr[i]:

|> end do:

| Reemplazo del Perfil de Presiones.

|> Wn:= subs(Pr=((Po-Pt)/(LD)*z + Pt), Wn):
| [> Un:= subs(Pr=((Po-Pt)/(ILD)*z + Pt), Un):

¥ Calculo de Energia Externa [Entre (f) y (¢) Volumen de Control].

¥ Trabajo de Fuerzas Externas

;Célculo de la Suma (Integral realizada de manera discreta).
NumDivZ:= convert (LD/DZ,'integer'):

>

| >

:) TrFArray:= array(l. .NumDivZ, 1..2):

|> DeltaZ:= LD/NumDivz:

[> zi:= DZ/2.0:

:)- TrSuma:= 0.0:

[> for i from 1 by 1 to NumDivZ do:

Aux:= int(subs(Pr=((Po-Pt)/(LD)*z + Pt) ,z=2Zi Pr*Wn*DZ) ,x=0..Lx):

TrSuma:= TrSuma + Aux:

TrFArray[i,1] := Zi:

TrFArray[i,2] := Aux:

Zi:= Zi + DeltaZ:

| end do:

;)- TrSuma;

| Grafico del Trabajo de Presion.

[> plot (TrFArray,z=0..LD, axes=boxed, labels=["z", "Trabajoc de Presién [N.mm]"],
labeldirections=[horizontal,vertical], color=black, thickness=1, title="TRABAJO DE LAS

| FUERZAS EXTERNAS 'W' \n", gridlines=true) ;

| Ajuste de la Curva del Trabajo de Presion.

|> EgZ:= 1: #Espaciamientc de Puntos para Suavizar la Curva:

:)- TrFList:= convert (TrFArray, list):

:> TrFZList:= [seq(EgQZ*DZ*i, i=0..NumDivZ/EgZ)]:

;> CurvaTrabajoPresion:= ArrayInterpeclation(TrFList,TrFZList) :
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[> PlotTrFExt:— plot (TrFZList, 2*CurvaTrabajoPresion, axes=boxed, labels=["z", "Trabajo de
Presién [N.mm]"], labeldirections=[horizontal ,vertical], color=black, thickness=2, title—=

L "TRABAJO DE FUERZAS EXTERNAS 'W' \n", gridlines=true);

LInterpolacion de Curva.

|> PolTrPresion:= Spline (TrFZList,CurvaTrabajoPresion, z):

:} #plot (PolTrPresion, z=0..ID) ;

:> FuncionIntTrF:= Lim-> int (PolTrPresion,z=0..Lim) :

> plot ((2) *FuncionIntTrF (Lim) ,Lim=0..LD, axes=boxed, labels=["z", "Trabajoc de Presién
Acumilade [N.mm]"], labeldirections=[horizontal,vertical], ceolor=black, thickness=2,

| title="TRABAJO DE FUERZAS EXTERNAS \n (Acumulado) \n", gridlines=true) ;

;> IntTrFExt:= int (PolTrPresion,z=0..1D):

| Célculo del Trabajo de Presion.

_:} WTOT:= (2*TrSuma) ;

¥ Calculo de Energia Interna [Entre (f) v (¢) Volumen de Control].
>

Y Energia de Deformacion

| Célculo de Puntos.
| > NumDivZ:= convert (LD/DZ,'integer'):
:> EnPotArray:= array(l. .NumDivZ,1..2):
|> DeltaZ:— LD/NumDivZ:
[> zi:= Dz/2.0;
:> EnPotSuma:= 0.0:
|> for i from 1 by 1 to NumDivZ do:

AuxFlex:= (1/2) * Mf * int(subs(z=2Zi, ((diff(Wn,x$2) - (1/Rm)*diff (Un,x))"2)) ,x=0..Lx):

AuxAx:= (1/2) * Ma * int(subs(z=Zi, (((1/Rm)*Wn + diff(Un,x))*2)) ,x=0..Lx):

AuxVine:= subs(z=Zi,x=0, s0%(Un)*2 + tO*(Wn)"2 + rO*(diff(Wn,x))"2) + subs(z=Zi,x=Lx, sl*

(Un) "2 + tl*(Wn)*2 + rl*(diff(Wn,x))"2):

EnPotArray[i,1]:= Zi:

EnPotArray[i,2] := AuxFlex + AuxAx + AuxVinc:

EnPotSuma:= EnPotSuma + AuxFlex + AuxAx + AuxVinc:

Zi:= Zi + DeltaZ:
|l end do:
| Grafico de Energia de Deformacién.
> plot (EnPotArray,z=0..LD, axes=boxed, labels=["z", "Energia de Deformacién [N.mm]"],

labeldirections=[horizontal,vertical], color=black, thickness=1, title="Energia de
| Deformacidém 'Us' \n");
| Ajuste de la Curva de Energia.
|> EgZ:= 1: #Espaciamiento de Puntos para Suavizar la Curva:
:> EnPotList:= convert (EnPotArray, list):
_> EnPotZList:= [seq(EqZ*DZ*i,i=0..NumDivZ/EgZ)]:

| > CurvaEnPotencial := ArrayInterpclation (EnPotList,EnPotZList):

> PlotEnInt:= plot (EnPotZList,2*CurvaEnPotencial , axes=boxed, labels=["z", "Energia Interna
[N.mm]"], labeldirections=[horizontal,vertical], color=black, thickness=2, title="ENERGIA

| INTERNA \n (Deformacién + Cinética) \n", gridlines=true) ;

| Interpolacion de Curva.

:> PolEnPot:= Spline (EnPotZList, CurvaEnPotencial, z):

i) plot (PolEnPot, z=0..LD):

:> FuncionIntEnPot:= Lim-> int (PolEnPot,z=0..Lim):

_> PlotEnIntAc:= plot((2/LD) *FuncionIntEnPot (Lim) ,Lim=0..(LD), axes—boxed, labels=["z",

"Energia Interna Acumulada [N.mm]"], labeldirections=[horizontal,vertical], color=black,

| thickness=2, title="ENERGIA INTEENA \n (Acumulada) \n" , gridlines=true) ;

|> IntEnPot:= int(PolEnPot,z=0..(LD-5)):

[ Célculo de la Energia de Deformacién

=> EnIntTOT:= (2)*EnPotSuma;

>
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ALGORITMO de MAPLESOFT: “MODELO MODIFICADO”

VIGA DE EJE CURVO : SECCION TRANSVERSAL DE TUBERIA
PLASTICA DE TRANSPORTE DE GAS - "RAPID CRACK
PROPAGATION" (Modelo Modificado)

:> restart; dig:=80: Digits=dig:
=> with(linalg):
>

<l

v
¥ Nimero de Polinomios en la aproximacion 11'M(x) = z ock ¢|k{x) [Transversal]
: k=1

N
U, (%) ZJZlBkwk(x) [Tangencial]

7|:> N:=B: #Direccién 'x' en la Longitud de Arco.

>
Y Datos del Problema.

>

¥ Dimensiones de la Viga de Seccion Rectangular Constante / Dimensiones de la Tuberia.
:Parémet(os Basicos.
_> SDR:= 11: #5tandard Dimensional Ratio (SDR=1 + Dext/H).
| > Dext:= 125: #Diametro Externo Dext [mm].
:> DZ:=1.0: #Espesor de Anillo [mm].
| Pardm etros Derivados (Calculados)
:> H:= Dext/ (SDR-1.0): #Espesor de Pared 'H' [mm].
[> Dnorm:= Dext/H: #Diametro Externoc Adimensiocnal D*=Dext/H.
> Rm:=((0.5) * Dext * ((Dnorm)-1))/(Dnorm): #Radioc Medio [mm].
|> Phi:=pPi: #Angulo de recorrido de Longitud de Arco.
:> Lx :=Phi*Rm: #Longitud de Arco Lx=Pi*Rm [mm].
:> Izz:=((H*3)*DZ) /12.0: #Momento de Area [mm*4] .

L :> Ar:=H*DZ: #Area [mm"2].

¥ Propiedades del Material.
|:> Ed:=1500: #Modulo de Young Dinamico Ed [MPal .
|:> Rho:= 940e-9: #Densidad del Material [kg/mm*3].

¥ Modulo de Flexion y Mdédulo Axial (direccion 'x').l
|:> Mf:=Ed*Izz: #Mbdulo de Flexidn Ed*Izz [MPa*mm”*4] .
[> Ma:—Ed*ar: #Mbdulo Axial Ed*Ar [MPa*mm”2].

VY Presion Interna Pr.

;> Pt:= 0.15: #Presidén en la Punta de Fisura [MPa].
|> Po:= 0.0: #Presidén Externa [MPa].
|> LD:= (3.2) *Dext: #Longitud de Decaimiento [mm].

;> #Pr:=z->(Po-Pt) /(LD) *z + Pt: #Perfil de Presion Lineal Pr(z).
| [> #Pr:= 0.15:

<l
. |

Velocidad de Propagacion y Tiempo de Descompresion.
Calculo del Tiempo de Descompresion 7.

|> Co:= 340 * (1000): #Velocidad de Propagacidén de Ondas en Sb6lidos [mm/s].

:> To:= 0.0162 * Dext * ((Rho/Pt) * (1/SDR) * (1/Co))}*(1/3) * (1/0.001)*(1/3):
[> v:= mD/To:

E

o
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¥ Constantes de Resorte en Extremos.

| Curva S1(z).

| > with(CurveFitting):

> Puntossl:= [[0.00,100],[11.76,54.0],[45.43,8.9],[69.00,4.12],[89.05,2.425],[106.76,1.577],
[122.11,1.1175],[136.29,0.8335], [150.46,0.6245],[164.63,0.465],[178.81,0.34],[192.99,0.24],
[207.16,0.159] ,[221.33,0.0925],[235.50,0.03635], [250.85,-0.015125], [267.38,-0.0619], [285.07,
-0.10435],[305.12,-0.1457],([328.69,-0.1875],[354.60,-0.2279],[380.83,-0.2649],[3%90.0,
-0.27740],[399.5,-0.29002]]:

;Constante de Resortes en (x=0) / Extremo Empotrado y (x=Lx)/ Extremo Libre con Resorte Variable S1(z).

1> t0:=1e100: t1:=0.0: #Constante de Resorte Transversal t*(w(x))*2.
> s0:=1el100: #s1:=0.0: #Constante de R}esorte Axial s*(u(x))*2.
L > r0:=1el00: rl:=0.0: #Constante de Resorte Torsional r¥ (dw(x)/dx)*2.
¥ Calculo de Polinomios Simples.
| Definicion
=> W:=array(l..N): Wx:=array(l..N) : Wxx:=array(l..N) : Wxxx:=array(l..N):
|> U:r=array(l..N): Ux:=array(l..N) : Uxx:=array(l..N) : Uxxx:=array(l..N):

| Subrutina para armar los Polinomios Simples w_v(x] ¥ u_,v,(x].

calcps := proc (x NN,V 6 Vx Vxx, 6 Vxxx,xl,x2?) glcbal i: #V hace referencia a W(x) o U(x).
VI[1]:=1: #E1 primer término vale (1).
for i from 2 by 1 to NN do:
V[i] := expand (V[i-1]*x):

end do:

for i from 1 by 1 to NN do:
Vx[i]:= diff(v[i],x):
Vxx[i]:= Aiff(V[i],6x$2):
Vxxx[i] := diff (V[i],x83):

end do:

return V,Vx,Vxx,Vxxx

end proc:

;Generacién de los Polinomios.
| Limites de Variable (x).

> x1:=0: X2 :=Lx:
_Polinomio wylx).

VVVVVVVVVVYVYY

;> calcps (x,N,W,Wx Wxx Wxxx, x1,x2):

Polinomio uy{x).

;} calcps (x,N,U,Ux,Uxx,Uxxx,x1,x2):

| [» print(W,Wx, Wxx Wxxx): print(U,Ux, Uxx, Uxxx):

-
-

Energia (Forma Bilineal) p(v,6v).

| Definicion de Matriz Bilineal [K](i.j)-
> Ki=array(l..2*N,1..2%N):

> for i from 1 by 1 to 2*N do:
> for j from 1 by 1 to 2*N do:
> K[i,j]:= 0:

> end do:

|> end do:

Sub-Matriz [A] i=1..N/ j=1..N donde [A] = ( ¢{ B ¢j ) {i= indice para la Funcién Coordenada ¢i(x] ¥y j=indice
para el Término (‘hj (x) dela Funcién 11-'¥(x]} - Coeficientes Transversal(f)/ Transversal(j).

> for i from 1 by 1 to N do:
> for j from 1 by 1 to N do:
K[i,j]:= int (Wxx[i]*Wxx[j]*Mf + W[i]*W[j]* (Ma/(Rm"2)) ,x=0..Lx) + subs(x=0,tO0*W[i]*W[j] +
rO*Wx[i]*Wx[]j]) + subs(x=Lx,t1*W[i]*W[]j] + rl*Wx[i]*Wx[j]):
> end do:
|> end do:

Sub-Matriz [B] i=1.N / j=(N+1)..2*N donde [B] = ( ¢i B q!] ) {i= indice para la Funcién Coordenada ¢’_(x] vi=
indice para el Término 1|rj[x) de la Funcion u\,(x]} - Coeficientes Transversal(i)/Tangencial().

[> for i from 1 by 1 to N do:
> for j from 1 by 1 to N do:

> K[i,j+N]:= int (Wxx[i]*Ux[j]*(-ME/Rm) + W[i]*Ux[j]* (Ma/Rm) ,x=0..Lx):
> end do:
|> end do:
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v

<
-

| Sub-Matriz [C] i=(N+1)..2*N / j=1..N donde [C] = ( v ¢j ) {i= indice para la Funcién Coordenada wf(x] yi=

indice para el Término ¢j(x] de la Funcion w,, (x)7} - Coeficientes Tangencial(i)/Transversal(j).

> for i from 1 by 1 to N do:

> for j from 1 by 1 to N do:

> K[i+N,j]:= int(Ux[i]*W[Jj]* (Ma/Rm) + Ux[i]*Wxx[j]*(-Mf/Rm) ,x=0..Lx) :
> end do:

> end do:

| Sub-Matriz [D] i=(N+1)..2*N / j=(N+1)..2*N donde [D] = ( vV ) {i= indice para la Funcion Coordenada

wi(x] ¥ j=indice para el Término q.z?(x] de la Funcién uv(x] } - Coeficientes Tangencial(i)/ Tangen cial(j).

> for i from 1 by 1 to N do:

> for j from 1 by 1 to N do:

> K[i+N,j+N]:= int (Ux[i]*Ux[j]*Ma + Ux[i]*Ux[j]* (ME/ (Rm"2)) ,x=0..Lx) + subs(x=0,s0*U[i]*U[]]
) + subs(x=Lx, s1*U[i]*U[]j]):

> end do:

|> end do:

| Comprobacion de Simetria K=k

| [> is(€[1,N+1]1=K[N+1,1]1) ;

Energia (Forma Lineal) (6v).

| Definicion Forma Lineal M[i].

:‘} M:=array(l..2*N):

[> for i from 1 by 1 to (2*N) do:

> M[i]:=0:

| > end do:

| Forma Lineal dependiente de la Presion Interna Pr.

[> for i from 1 by 1 to N do:

> M[i]:= int (W[i]*Pr*DZ,x=0..1Ix) : #Para un valor definido de Pr.
| > end do:

Resolucion del Sistema Lineal [K]{c}=[M] para los Coeficientes {C:F_} a [j=1..N] v B [[=(N+1)..2N].

| Resolucion del Sistema Lineal por 'Solve'.

:> with (LinearAlgebra) :

[> KK:= convert (K, Matrix): #8in 'datatype=fleoat'.
type (KK Matrix) ;

[> MM:— convert (M, Vector[column]): #S8in 'datatype=flecat' para que resuelwva con Pr.
type (MM, Vector) ;

;} Coef:=LinearSolwve (KK,MM, method="solve") :

| Armado de las Funciones de Aproximacion.

| Definicién de los Arreglos

[> Warr:=array(l..N): Uarr:=array(l..N): #Varr arreglo del prod. (Coef.)*(Func. Coord)

>

[> for i from 1 by 1 to N do:

> Warr[i]:=0: Uarr[i]:=0:

| > end do:

| Asignacion de los Valores al Arreglo.

[> for i from 1 by 1 to N do:

> Warr[i]:= W[i]*Coef[i]:

> VUarr[i]:= U[i]*Coef[i+N]:

| > end do:

| Armado de las Funciones.

|> Wn:=0: Un:=0: #Vn Funcién Wnix) / Un(x).

> for i from 1 by 1 to N do:

> Wn:= Wn + Warr[i]:

> Un:= Un + Uarr[i]:

> end do:

| Reemplazo de s1(z) / Funcién de Resorte Axial y de Pr(z) / Perfil de Presion Axial.

|> Wn:= subs (Pr=( (Po-Pt) /(LD) *z + Pt), sl=ThielelInterpclation(Puntessl,z), Wn):
:> Un:= subs (Pr=((Po-Pt)/(LD)*z + Pt), sl=ThieleInterpolation(PuntosS8l,z), Un):
| Muestra de Funciones

> #print(Wn) ;

| |> #print(Un) :
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¥ Grafico de las Funciones Wn(x) y Un(x).
[> with(plots) :

[> with(plottools):

¥V Grifico de Semi-Arco no Deformado.

[Definicién de Parémetros.

> NumDiwv:= 100: #Nimero de Divisiones del Arco [-Pi,Pi].
:} PasoPhi:= Phi/NumDiv: #Paso Angular.

:) PointNonDef:= array(1..NumDiv+1,1..2) :#Arreglo de Puntos No Deformade {Xo,Yo}.
:> Ang:=(3/2) *pi: #Angulo de Parametrizacién.

| Calculos de Puntos del Semi-Arco no Deformado.
for i from 1 by 1 to (NumDiv+l) do:
PointNonDef [i,1] := Rm*cos (Ang) :
PointNonDef [i,2] := Rm¥*sin (Ang) :
Ang:= Ang + PasoPhi:
|> end do:
| Gréfico de Puntos de la Seccién No Deformada (GrafND).
> GrafND:= plot(PointNenDef, color =black, thickness=2, linestyle=dash, scaling=constrained,
| axes=normal):
| | > GrafNDIzq:= reflect(GrafNp, [[0,0],[0,1]1]):

VVVVY

Y Grifico del Semi-Arco Deformado.

| Seleccion del Panto de Célculo 0 < Zdef <LD.

|> Zdef:=3.0*Dext:

| Definicién de Pardmetros.

|> PointDef:= array(l..NumDiv+l,1..2):

[> Ang:=(3/2) *Pi:

L Calculo de Puntos del Semi-Arco Deformado.

> for i from 1 by 1 to (NumDiwv+l) do:

> Arg:=—evalf (Rm* (Ang —(3/2)*Pi)) :

> PointDef[i,1]:= PointNonDef[i,1] + subs(z=Zdef,x=Arg, Wn) *cos(Ang) - subs (z=Zdef,x=Arqg,
Un) *sin (Ang) :

> PointDef[i,2]:= PointNenDef[i, 2] + subs(z=Zdef,x=Arg, Wn) *sin(Ang) + subs (z=Zdef,x=Arqg,
Un) *cos (Ang) :

> Ang:= Ang + PasoPhi:

|> end do:

| Grafico de Puntos de la Seccion Deformada (GrafD).

|> GrafD:= plot(PointDef, color=black, thickness=1, scaling=constrained, axes=normal) :

L :> GrafDIzq:= reflect(GrafD,[[0,01,[0,111):

Y Grifico en Conjunto.

> #display ({GrafND,GrafNDIzq,GrafD0,GrafDIzg0,GrafD05,GrafDIzg05,GrafD]l ,GrafDIzqgl ,GrafD15,

GrafDIzql5,GrafD2,GrafDIzq2,GrafD25,GrafDIzq25,GrafD3,GrafDIzg3}, title="SECCION DE TUBO

DEFOEMADA \n\n",K6 axes—none, labels=["","Distancia de la Punta de Fisura 'z'"]); #, legend=

["z=0" "N "z=pHn 00 Nz=Qn "N Wz=0DN NN Uz=3QN "N Nz=3 BRI "N wz=]_ KOW WU Nz=) _EOn nn]

color=[blue,gold, magenta,yellow,red,brown,green,black,blue,green,yellow, magenta,red,gold,

| brown, black].

> display ({GrafND,GrafNDIzq,GrafD,GrafDIzq}, title="SECCION DE TUBO DEFORMADA \n\n", axes=
none) ;

¥ Comprobacion de la Apertura de Fisura - COD(z).

[> Presién:= ((Po-Pt)/(ID)*z + Pt):

:> subs (z=Zdef, Presidn):

:> ResorteAxial := ThieleInterpelation(Puntossl,z):

:> subs (z=Zdef, ResorteAxial):

[> cop:= 2% (PointDef [NumDiv+1,1] - PointNonDef [NumDiwv+1,1]):

¥ Grafico de Funciones Wn(x) y Un(x) en z=Zdef.
[> plot (subs(z=Zdef, Wn) ,x=0..Lx) ;
| | [> plot(subs(z=zdef, Un),x=0..Lx) ;

¥ Calculo de Energias en Seccion / z=Zdef.
[>

¥ Energia Interna.
|:> EnPotFlex:=(1/2) * Mf * int(subs(z=Zdef, ((diff(Wn,x$2) - (1/Bm)*diff(Un,x))"2)),x=0..Lx):
|:> EnPotAx:=(1/2) * Ma * int(subs(z=Zdef, (((1/Bm)*Wn + diff(Un,x))"2)) ,x=0..Lx) :
|:> EnPotVinc:=subs (z=Zdef,x=0, s0%*(Un)"2 + t0*(Wn)”*2 + r0*(diff(Wn,x))"2) + subs(sl=
ThieleInterpolation(PuntossSl,z) ,z=Zdef ,x=Lx, sl*(Un)*2 + tl1*(Wn)*2 + rl*(diff (Wn,x))*2):
[} EnPotTot:= EnPotFlex + EnPotAx + EnPotVinc:

¥ Trabajo de Fuerzas Externas.
L |:> TrFExt:=int (subs (Pr=( (Po-Pt) / (LD) *z + Pt) ,h z=Zdef ,Pr*Wn*DZ) ,x=0..Lx) :
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¥ Calculo Energy Release Rate G [Integracién en (f) v (e) / Volumen de Control].

¥ Energia Interna Frente a la Fisura.

| Energia de Deformacion Eint[0].

:> EnPotFlexIN:=(1/2) * Mf * int(subs(z=0.0, ((diff (Wn,x$2) - (1/Rm)*diff (Un,x))"2)),x=0..1x):
:)- EnPotAxIN:=(1/2) * Ma * int(subs(z=0.0, (((1/Rm)*Wn + diff (Un,x))*2)) ,x=0..Lx) :

[> EnPotvincIN:=subs (z=0.0,x=0, s0%(Un)*2 + tO*(Wn)"*2 + rO*(diff (Wn,x))*2) + subs(sl=

| ThieleInterpolation(Puntossl, z),z=0.0,x=Tx, s1* (Un)*2 + t1*(Wn)*2 + rl*(diff (Wn,x))"2):

L :> EInt0:= 2% (EnPotFlexIN + EnPotAxIN + EnPotVincIN) ;

¥ Energia Interna

| Célculo de Puntos.
|> NumDivZ:= convert (LD/DZ,'integer'):
|> EnPotArray:= array(l..NumDivZ,1..2):
|> DeltaZ:= LD/NumDivZ:
[> zi:= DZ/2.0:
|> EnIntSuma:= 0.0:

> for i from 1 by 1 to NumDivZ do:

AuxFlex:= (1/2) * Mf * int(subs(z=Zi, ((diff(Wn,x$2) - (1/Rm)*diff(Un,x))"2)) ,x=0..Lx):
AuxAx:= (1/2) * Ma * int(subs(z=2Zi, (((1/Rm)*Wn + diff (Un,x))"2)) ,x=0..Lx):

AuxvVinc:= subs(z=Zi,x=0, s0%*(Un)"*2 + tO*(Wn)"2 + rO0*(diff(Wn,x))"2) + subs(sl=
ThieleInterpolation (Puntossl, z) ,z=Zi ,x=Lx, sl*(Un)*2 + t1*(Wn)"*2 + rl1*(diff(Wn,x))*2):
EnPotArray[i,1]:= Zi:

EnPotArray[i,2] := AuxFlex + AuxAx + AuxVinc:

EnIntSuma:= EnIntSuma +AuxFlex + AuxAx + AuxVinc:

Zi:= Zi + DeltaZ:

L end do :|
L Gréfico de Energia de Deformacion.
> plot (EnPotArray,z=0..LD, axes=boxed, labels=["z", "Energia Interna [N.mm]l"],

labeldirections=[horizontal,verticall, color=black, thickness=1, title="ENERGIAINTERNA

| TOTAL 'Eint' \n");

:Ajusle de la Curva de Energia.

:> EgZ:= 2: #Espaciamiento de Puntos para Suavizar la Curva:

:> EnPotList:= convert (EnPotArray, list):

:> EnPotZlist:= [seg(EgZ*DeltaZ*i, i=0..NumDivZ/EgZ)]:

[> curvaEnPotencial := ArrayInterpolation (EnPotList,EnPotZList) :

L CurvaEnPotencial[l]:

[> PlotEnInt:— plot (EnPotZList,2*CurvaEnPotencial, axes=boxed, labels=["z", "Energia Interl:la
[N.mm] "], labeldirections=[horizontal,vertical], color=black, thickness=2, title="ENERGIA

| INTERNA \n (Deformacién + Cinétieca) \n", gridlines=true);

| Interpolacion de Curva.

:> PolEnPot:= Spline (EnPotZList,CurvaEnPotencial,z):

:} plot (PolEnPot, z=0..LD):

:> FuncionIntEnPot:= Lim-> int (PolEnPot,z=0..Lim) :

_> PlotEnIntAc:= plot((2)* (FuncionIntEnPot (Lim)) ,Lim=0.. (LD), axes=boxed, labels=["z",

"Energia Interna Acumulada [N.mm]"], labeldirections=[horizontal,vertical], color=black,

| thickness=2, title="ENERGIA INTERNA \n (Acumulada) \n", gridlines=true );

[> IntEnPot:= int(PolEnPot,z=0..(LD-5)):

| Calculo de la Energia de Deformacion

[> #EINtTOT:= (2)*IntEnPot;

| [> EIntToT:= (2)*EnTntSuma;

Y Trabajo de Fuerzas Externas

| Calculo de la Suma (Integral realizada de manera discreta).
> NumDiwvZ:= convert (LD/DZ,'integer'):
> TrFArray:= array(l..NumDivZ,1..2):
> DeltaZ:= LD/NumDivZ:
> Zi:= DZ/2.0:
> TrSuma:= 0.0:
> for i from 1 by 1 to NumDivZ do:
Aux:= int (subs (Pr=((Po-Pt)/(LD)*z + Pt),z=Zi Pr*Wn*DZ) ,x=0..Lx):
TrSuma:= TrSuma + Aux:
TrFArray[i,1]:= Zi:
TrFArray[i,2] := Aux:
Zi:= Zi + DeltaZ:
| end do:
| Grafico del Trabajo de Presién.
> plot (TrFArray,z=0..LD, axes=boxed, labels—=["z", "Trabajo de Presién [N.mm]"],
labeldirections=[horizontal ,vertical], color=black, thickness=1, title="Trabajc de las
| Fuerzas Externas 'W' \n"):
| Ajuste de la Curva del Trabajo de Presion.
> EgZ:= 1: #Espaciamiento de Puntos para Suavizar la Curva:
TrFList:= convert (TrFArray, list):
TrFZList:= [seq(EgZ*DeltaZ*i,i=0..NumDivZ/EgZ)]:
CurvaTrabajoPresion:= ArrayInterpolation(TrFList,TrFZList) :
PlotTrFExt:= plot (TrFZList,2*CurvaTrabajoPresion, axes=boxed, labels=["z", "Trabajo de
Presién [N.mm]"], labeldirections=[horizontal,vertical]l, color=black, thickness=2, title—
"TRABAJO DE FUERZAS EXTERNAS 'W' \n", gridlines=true) ;

E
E
E
>
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:Imerpolaciém de Curva.

:> PolTrPresion:= Spline (TrFZList,CurvaTrabajcoPresion,z):

:) plot (PolTrPresion, z=0..LD):

:) FuncionIntTrF:= Lim-> int(PolTrPresion,z=0..Lim) :

[> plot ((2) *FuncionIntTrF (Lim) ,Lim=0..1LD, axes=boxed, labels=["z", "Trabajo de Presién
Acumulado N.mm]"], labeldirections=[horizontal,vertical], color=black, thickness=2, title=
"TRABAJO DE FUERZAS EXTERNAS \n (Acumulado) \n", gridlines=true) ;

:) IntTrFExt:= int (PolTrPresion,z=0..LD) :

| Célculo del Trabajo de Presién.

[> #WTOT:= (2*IntTrFExt) ;

_[> WTOT:= (2*TrSuma) ;

¥ Anal

is de la Energia del Resorte Axial S1(z).

¥ Energia de Deformacién Pura.

| Célculo de Puntos.

NumDivZ:= convert (LD/DZ,'integer'):
EnPotArraySR:= array(l. .NumDivZ,1..2):

v

v

| > EnSlArray:= array (l..NumDivZz,1..2):
> DeltaZ:= LD/NumDivZ:
> EnDefSRSuma:= CurvaEnPotencial[l]:

v

EnResSlSuma:= 0.0:

Zi:= DZ/2.0:

for i from 1 by 1 to NumDivZ do:

AuxFlex:= (1/2) * Mf * int(subs(z=2Zi, ((diff(Wn,x$2) - (1/Bm)*diff(Un,x))"2)) ,x=0..Lx):
AuxAx:= (1/2) * Ma * int(subs(z=2Zi, (((1/Rm)*Wn + diff(Un,x))"2)) ,x=0..Lx):

AuxVinc:= subs (z=Zi ,x=0, s0*(Un)"2 + tO*(Wn)"2 + rO*(diff(Wn,x))"2) + subs(z=Zi,x=Lx, (0)
*(Un)*2 + t1*(Wn)"2 + rl*(diff(Wn,x))"2):

AuxSl:= subs(sl=ThieleInterpolation(Puntessl, z) , z=2Zi,x=Lx, sl*(Un)"2):
EnPotArraySR[i,1]:= Zi: EnSlArray[i,1]:= Zi:

EnPotArraySR[i,2]:= AuxFlex + AuxAX + AuxvVinc + CurvaEnPotenciall[l]: EnSlArrayl[i, 2] :=
Auxsl:

EnDefSRSuma:= EnDefSRSuma + AuxFlex + AuxAx + AuxVinc:

EnResSlSuma:= EnResSlSuma + AuxSl:

Zi:= Zi + DeltaZ:
| end do:
| Gréfico de Energia de Deformacidn.
> plot (EnPotArraySR,z=0..LD, axes=boxed, labels=["z", "Energia de Deformacién Pura[N.mm]"],
labeldirections=[horizontal ,vertical], color=black, thickness=1, title="Energia de
Deformacién 'Us' \n") :

A4

v

LAjuste de la Curva de Energia.

:) EgZ:= 15: #iEspaciamiento de Puntos para Suavizar la Curva:

> EnPotListSR:= convert (EnPotArraysR, list):

EnPotZlListSR:= [seq(EgZ*DZ*i i=0..NumDivZ/EgqZ)]:

CurvaEnPotencialSR:= ArrayInterpolation(EnPotListSR,EnPotZListSR) :

PlotEnDef:= plot (EnPotZListSR,2*CurvaEnPotencialSR, axes=boxed, labels=["z", "Energia de
Deformacién [N.mm]"], labeldirections=[horizontal,verticall], color=black, thickness=2,

| title="ENERGIA DE DEFORMACION 'Us' \n", gridlines=true);

| Interpolacién de Curva.

:> PolEnPotSR:= Spline (EnPotZListSR,CurvakEnPotencialsSR,z):

:) plot (PolEnPotSR, z=0..LD):

:) FuncionIntEnPotSR:= Lim-> int(PolEnPotSR,z=0..Lim) :

[> PlotEnDefac:= plot((2)* (FuncionIntEnPotSR(Lim)) ,Lim=0..(LD), axes=boxed, labels=["z",
"Energia de Deformacion Acumulada [N.mm]"], labeldirections=[horizontal,verticall, color=
black, thickness=2, title="ENERGIA DE DEFORMACION PURA \n (Acumulada) \n", gridlines=true)
[> IntEnPotSR:= int(PolEnPotSR,z=0.. (LD-5)) :

| Célculo de la Energia de Deformacion

| [> EnDefIntSR:= (2)*EnDefSRSuma;

>
>
>
[>
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Y Energia del Resorte Axial $1(z).

:Gra’fico de Energia de Resorte.

[> plot (EnSlArray,z=0..LD, axes=boxed, labels=["z", "Energia de Resorte Axial [N.mm]"],
labeldirections=[horizontal,vertical], color=black, thickness=1, title="Energia de Resorte
| Axial 's1' \n"):

;Ajuste de la Curva de Energia.

| > EgZ:= 1: #Espaciamiento de Puntos para Suavizar la Curva:

:> EnSllList:= convert(EnSlArray, list):

:> EnSlZList:= [seq(EgZ*DZ*i, i=0..NumDivZ/EqZ)]:

:} CurvaEnResorte:= ArrayInterpolation(EnSlList,EnS1ZList) :

|> PlotEnRes:= plot (EnSlZList, 2*CurvaEnResorte, axes=boxed, labels=["z", "Energia de Resorte
Axial [N.mm]"], labeldirections=[horizontal,vertical], color=black, thickness=2, title=

L "ENERGIA DE RESORTE AXIAL 'S1' \n", gridlines=true) ;

;Imerpolacién de Curva.

| > PolEnRes:= Spline (EnSlZList,CurvaEnResorte,z):

:> plot (PolEnRes, z=0..LD):

:> FuncionIntEnRes:= Lim-> int(PolEnRes,z=0..Lim) :

[> PlotEnResac:= plot((2) *FuncionIntEnRes (Lim) ,Lim=0.. (ILD) , axes=boxed, labels=["z", "Energia
de Resorte Acumulada [N.mm]"], labeldirections=[horizontal,verticall, color=black,

| thickness=2, title="ENERGIA DEL RESORTE \n (Acumulada) \n", gridlines=true) ;

|> IntEnRes:= int(PolEnRes,z=0..(LD-5)) ;

| Célculo de la Energia de Deformacion

=> EnResorte:= (2) *EnResS1Suma;

Y Grifico de Energias Intera/Deformacion/Resorte S1(z).

| Gréfico de Energias de Seccion.

> display ({PlotEnDef, PlotEnRes,PlotEnInt}, axes=hboxed, title="BALANCE DE ENERGIA TNTERNA
\n", view=[0..394.5,-145..75], thickness=2, color=[blue,red,black], legend=["Energia de

| Deformacién”,"Energia del Resorte S1","Energia Interna"], labels=["z","Energia [N mm]"1);

| Gréfico de Energia Acumulada por Unidad de Longitud.

> display ({PlotEnDefAc, PlotEnResAc, PlotEnIntAc}, axes=boxed, title="BALANCE DE ENERGIA
INTERNA \n (Acumulada) \n", view=[0..400,-20..30], thickness=2, color=[black,red,blue],
legend=["Energia Interna","Energia del Resorte Axial",6 "Energia de Deformacién"], labels=
["z","Energia por Unidad de Longitud [N mm]"]1);

e
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